FIOO1

Observaveis compativeis
Aula 3

e A e B sao compativeis se [A, B] = 0 e incompativeis se [A, B] # 0.
e [5%,5,]=0,..5% e S;(i = x ouy ou z) sdo compativeis.

o [S;,5;]#0parai#je .. ospares S;eS; comiej=ux,y,z7 sa0

incompativeis.

e Veremos que observaveis compativeis tém um papel importante na
interpretacao e descricao de resultados de medidas experimentais

em mecanica quantica.

e Observaveis compativeis serao 1teis na construcao de bases para
descrever o estado (ket) de um sistema. A idéia é escrever um ket
arbitrario na base de autokets de A e depois escrevé-lo na base de

autokets de B. Em seguida, aprender como os autokets de A se
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relacionam com os autokets de B, e o que se ganha com o fato de

y Qo ’ .
éOoo A e B serem compativeis.
Qoo e, A
. . . — RN
Para isso, precisamos estudar o conceito de degenerescéncia. I =" 1
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Observaveis compativeis
Aula 3

e Um autovalor de A ¢é dito degenerado, se existirem 2 ou mais autokets
de A, linearmente independentes (LI), associados a esse mesmo
autovalor. Existem intimeros casos na natureza.

Um exemplo no experimento de Stern-Gerlach é:

(+]—) = 0 — kets ortogonais (pois sao autokets
S?|+) = (Z)h2|i> = ¢ de S, com autovalores distintos) e com o mesmo
autovalor, 3h?, com respeito & S2.
e Dois kets ortogonais sao LI. Dois kets LI podem nao ser ortogonais, mas
¢é possivel, a partir deles, criar dois que sejam ortogonais.
e Perceba que a existencia de autovalores degenerados também gera um

—> problema de notacao, pois com a presente notacao nao da para descrever

§" kets ortogonais (e portanto LI), usando \apenas o autovalor degenerado. :
€ | ¢ Suponha \ i
i% > Ald)=4d|d") e Ald") = a"|a”) com (d'|a") =0ead =d"
833 g
Oc%o‘;,g? £ Na presente notacdo, se a’ = a”’ — |a’) =]d") e . (d'|a”) = (d|d'y =1#0
80000 §\"’,A A
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Observaveis compativeis
Aula 3

Teorema: Suponha que A e B sao observaveis compativeis, e os autovalores de
A sao nao-degenerados. Entao a matriz que representa B na base de autokets de
A é diagonal (a'9|Bla") = #§,;. (Lembre que a matriz que representa A em
sua base de autokets ja é diagonal (a'V|A|a)) = a(D§;;.)
Observaveis compativeis implica em [A, B] = 0, assim

(a'|[A, Bl|a") = (d'|AB — BA|a") =(a’ — a"){a| B|a") = 0

(a'|Bla") =0, se a’ #a"

Um produto é zero quando um dos fatores (ou ambos) é zero. Assim, para

Observaveis compativeis

autovalores distintos de A (sao todos pela hipétese de nao-degenerados), o

elemento de matriz de B, fora da diagonal, é zero. Podemos escrever

(d'|Bla") = buar(d|Bla) e B= ) |a')(a'|Bla"){a"| = ) |a"){a"|Bla"){a"|

ca Gleb Wataghin

Sl

2 Note que Bla’) =Y |a”){(a"|Bla"){a"|a’) = (a/|Bla’)|a), ou seja |a’) é autoket
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993 de B com autovalor b = (a’| Bla’).

s
Q
= lousa

Qoo e — g A
S O ket |a') é simltaneamente autokt de A e de B %‘f 3
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Observaveis compativeis
Aula 3

Se permitissemos A com autovalores degenerados, nossas conclusoes nao
mudariam para os kets associados aos autovalores nao degenerados. No
subespaco de autokets de A associados ao autovalor degenerado, B pode ser
diagonalizado. Para entender melhor isso, considere um subespaco de n kets

associados a um autovalor de A, tal que

AldDY = d/|d’D), parai=1,2,...,n
Note que |a) = Z ¢ |a’@) também ¢é solucdo de A com autovalor a’, pois
i=1

Ala) = Z ¢ g/ :Zc(i)A\a’() Z @) g/ |o/ ) = Z Do) =d'|a)
f i=1 7‘
{ sai da soma, pois

A é linear a’ _ .
nao depende de 1

Escolha a combinacao que diagonaliza B neste subespaco. O ket |a’,b’) é

. simultaneamente autoket d e A e de B. Essa é a nova notacao

og n
33D -
;9 ', b)) = [V = Zc<@>|a'<@>> = Ald', V) =d'|d,b') e Bld', V) =V|d, V)
Qoo .
Qoo =1 lousa \\", "o
4.\’ 4
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Observaveis compativeis
Aula 3

L2[,m) = £(¢ + 1)R*|¢, m)
Exemplo: momento angular orbital < L,|¢,m) = mh|{,m)
(=0,1,2...e £ <m<+4

Isso é generalizdvel para A, B, C,etc., se [A,B] =0;[A,C] =0;[B,C] =0;...
Ald b, ...y =dl|d b, ... );

B’a/,b/,cl, . > — b/‘a,,b,,cl. ) >7

Cla",v',c,...) =|d b, c...);

Para facilitar a notacao, usaremos |K') = |a’,b',¢,...) com :

Y <K”’K’> — <a//7 b//, C”, e ]a’, b/, C/, .. > = 5a”,a’5b”,b’5c”,c’- ..
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5
Oo%(’ e
d) ogoooo o z :|K/><K/‘ — 2 : |CL/ b/ C/ ><CL/ b/ C/ |: ]1

000 K/ Y Y ) Y Y /A §\"-,A y

AN .
CLbC... v" 5
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Aula 3 Medindo A e B, duas observaveis compativeis

Suponha que medimos A e encontramos a’. Em seguida, medimos B e

encontramos b’. O que acontece se medirmos A de novo?

Suponha A com espectro nao-degenerado
o) S o) ST ) S )

/ / /

encontra a’ encontra b  encontra a’

Suponha A com espectro degenerado (a’ é um deles)

n

) "N e, b@) M g, )y MO g b))y

E i, 7 7
3 .
v encontra a’ encontra b9 encontra a’
e
&S]
o % %
885(’ 7 () ¢ um dos autovalores de B do subespaco de dimensao n
o £
ocofgg‘;;o de estados com autovalor degenerado a’ de A.
e R
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Aula 3 Observaveis incompativeis

Neste caso, temos [A, B] # 0

Observaveis incompativeis nao téem um conjunto completo comum de autokets.

Se tal conjunto {|a’,b")} existisse, terfamos:
(a) AB|a',b") = Ab'|a’,b") =b"Ald",b") = b'a’|d’, V)
(b) BA|d',b") = Bd'|d', V") = d'Bla’,b') = a’b'|d’, V")
Tome (a) — (b) e obtenha (AB — BA)|d',b") = [A, B]|a’,b") = 0.
£ Como o conjunto é completo, terfamos necessariamente, [A, B] = 0 o que

§ contraria a hipotese de que A e B sao incompativeis.

© Nada impede, entretanto, que duas observaveis incompativeis comutem

isicaGleb

A
i
g dentro de um subespaco. Por exemplo, embora as componentes de

ggi(’ -‘33 momento angular nao comutem, no subespaco £ = 0, temos
0? 392 ] L,]0,0) =0]0,0); L.|0,0) =0]0,0); L,|0,0) = 0]0,0)
90° . [L.,L,]|0,0) = [Ly, L,]|0,0) = [Ly, L.]]0,0) = 0]0,0) N .7
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Al 3 Um sequéncia de medidas seletivas

Medida Medida Medida

A B C
obtém a’ Obtém b’ Obtém ¢’

Tendo medido @’ no primeiro experimento, qual a probabilidade de medir ¢?
Que tal [(b'a’)[*[{c']0")|*?

Medida Medida

C
Obtém ¢’

A
obtém a

)

Tendo medido a’ no primeiro experimento, qual a probabilidade de medir ¢'?
Que tal |(c/|a’)]|*?
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Sera que o resultado da segunda experiéncia é o mesmo que o da

Jgg’o" , Dprimeira se permitissemos a “passagem” por todos os valores de b'?
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Aula 3 Base de kets e representacoes matriciais
A pergunta é: serd que? Z (|} 2 |B) ]2 = |(c|a)|?
b/
O lado esquerdo é igual a Z (V)P0 =D ()b o) (! ) (6] )
b/

e o direito ¢é [(c'|a')|" = IZ (o) ' |a) [ = D (o) ') a’ (6" (0" |')| =

b’ b’
=) (') (p|a"){a'V") b’lc N+ D (I la") o'y (|
LY ) B0 Y J
Esse € igual ao lado esquerdo Para que fossem iguais, esse precisaria ser zero
A, B] =0
Em seguida mostramos que as duas expressoes sO sao iguais, se { ou
C,B] =0.

Se [A, B] = 0 os autokets de A sao também autokets de B. Ou melhor

|’y = |b") = |a’, V). Por outro lado, se b’ # b, os autokets correspondentes
sao ortogonais (V'[b”) = 0. Ou seja se (b'|a’) #0 — (b"|a’) =0 e se

(b"a"y # 0 — (b'|a’) = 0. Raciocinio semelhante para [C, B] = 0.
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uma observavel incompativel com as outras %,
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Aula 3 Relacao de Incerteza

Comecamos definindo o operador AA = A — (A), que depende

apenas numericamente da escolha do estado que define (A).

O valor esperado ((AA)?) é definido como dispersio de A.

Note que ((AA)?) = (A2 — 2A(A) + (A)2) = (A2) — (A)?

~

A dispersao também é conhecida como varianga ou desvio quadratico da média

Note que ((AA)?), = (A% — (A)2, = a’* — a’* = 0 para um autoestado de A
uanto vale a dispersao de S, para o estado |S,;+)?
Q p p ,
h2
(S3) — (Sz)? :‘<Sz5 +15518:; +>,_‘<Sz5 +’Sx’Sz3+>,2 1
2
Quanto vale a dispersao de S, para o estado |S,;+)7

<S§> - <Sz>2 :‘<SZ;+‘S§|SZQ +>' _‘<Sz§ +‘Sz‘sz7 +>'2 =0

o
ogg
%
i i

Cf?&"o’o 2 2 - A
o W e N e—— N
4 “* 10
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Aula 3 Relagao de Incerteza: forma geral

1
Mostraremos que ((AA)?)((AB)?) > ZMA’ B))|?, onde A e B sdo observaveis

{((AA)2> = ((A—(4))%) = (4% = 24(A) + (4)%) = (4%) — (4)°
(AB)?) = ((B - (B))*) = (B* = 2B(B) + (B)*) = (B*) — (B)*
Para entender o significado de ((AA)?), considere que o sistema esteja no

estado |a), e calcule

(AA)?) = (al(A4)%|a) = (al(A — (4))*la) = ) (ala’)(d|(A— (4))*|a) =

= 3" (afa) @' |(@ — (A)?la) = 3 (@ — (4))(a]a’}{d'|a)

/ v

estritamente positivo

Isso € uma média ponderada da distancia absoluta (ao quadrado) do autovalor
%

hin

ao valor médio de A. Quanto maiores forem esta distancia e |{a’|a)|?, maior

serd a contribuicao de a’ para AA)2>.

Observe que:
(1) quanto mais dispersas forem as possiveis medidas de A (para um dado |a)),

Instituto de Fisica Gleb

d§° maior serd ((AA)?). Daif a origem do nome desta quantidade: dispersao.
99° (2) se ndo quadrassemos o (A — (A)), daria zero. A

¥ 11
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Relacao de Incerteza: forma geral

Aula 3
1
(AA)*{(AB)?) > ZMA’ B))|?, onde A e B sdo observéveis
Se [A,B] # 0 e o lado direito for estritamente positivo, temos que se ((AA)?)
diminuir, ((AB)?) precisa aumentar e se ((AB)?) diminuir, ((AA)?) precisa
aumentar para garantir um valor minimo do produto que supere o lado direito.
Se [A, B] = 0 nao hd restri¢ées relevantes.
6.00E-01
% 5.00E-0|
(o]
9
= 4.00E-01
-g emm==Series|
s
o 3.00E-01
a
c ()
\ < o 2.00E-0|
: 8
g 9 |.00E-0!
8 -
Z o)
% § A 0.00E+00
L
95 B
S
3% o Valor de uma medida de A
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FIOO1 Relacio de | f |
Aula 3 elagao de Incerteza: forma gera

1

(AA)*)(AB)*) = <([A, B])|*, suponha [A, B] # 0

H~ |

A chamada relagao de incerteza é s um caso particular da expressao acima
2.00E+01

1.50E+01

em==Series |

Series2

1.00E+01

5.00E+00

Densidade de probabilidade

0.00E+00

(so para facilitar)
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Qo
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Qoo

oo"

G T Valor de uma medida de A ou de B (A) = (B)

Qoo g\"fg
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Relagao de Incerteza: forma geral

Aula 3
5 1
(AA))(AB)?) = Z([A, B)I, suponha [4, B] # 0
A chamada relagao de incerteza é s um caso particular da expressao acima
3.00E+00
) 2.50E+00
O
(3]
R
E 2.00E+00 em—=Series|
_8 Series2
0
5 1.50E+00
)
O
Y 1.00E+00
N |E ks
c
3 $  5.00E-0l
3 a)
v
% 0.00E+00 - 4,44*; |
oo o % Gg 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
(& P =
25
&gooo Valor de uma medida de A ou de B
Qo0 &"’A
Y
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Relagao de Incerteza: forma geral

(AA)*N(AB)*) =

[{[A, B])|?, suponha [A, B] # 0

m»—x

A chamada relagao de incerteza é s um caso particular da expressao acima

Aula 3
o)
o
<
o
e
<
0
(@)
[ .
o
0]
o
-
~, <
(7]
c
)
A
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9.00E-01

8.00E-01

7.00E-01

6.00E-01

e Seriest

Series2

5.00E-01

4.00E-01

3.00E-01

2.00E-01

1.00E-OI

0.00E+00 :*}

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Valor de uma medida de A ou de B
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Relacao de Incerteza: forma geral

Aula 3
A4V (AB)) > T (A, B))? ha [4, B] # 0
(A4)T)(AB)7) = (|4, B))[", suponha [A, B] #
A chamada relacao de incerteza é s6 um caso particular da expressao acima
8.00E-01
7.00E-01
Q
-g 6.00E-01 —
R
= em—=Series|
-8 5.00E-01 Series2 |
0
Y
O 4.00E-0l
m |
7 300E0l [\
[ R
N |E K
§ 9 20001
c
o 0]
3 O 1.00E0]
2
()]
o o 0.00E+00 - . . . — : : : )
oggo_g 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Qoo 9
?g Qoo 1 | 1
o Valor de uma medida de A ou de B
Qoo RN
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Relacao de Incerteza: forma geral

Aula 3
1
2 2 2
(A4)T)(AB)7) = ({4, B))[", suponha [A, B] # 0
A chamada relagao de incerteza é s um caso particular da expressao acima
1.20E+00
1.00E+00
)
O
(3]
o
=  800E-0! e==Series | [
'8 Series2
0
e 6.00E-01 —
o
)
O
@  4.00E-0l —
S8 g A
g Z’ 2.00E-O| /I '\
8 )
g 0O
v
S 0.00E+00 - : : : — Ny :
o g (L 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
1
95 B
- Pl | :
33, Valor de uma medida de A ou de B
Qoo &"’A
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Relacao de Incerteza: forma geral

Aula 3
1
2 2 2
(AA)T(AB)") = 7 [([A, B])I", suponha [4, B] # 0
A chamada relagao de incerteza é s um caso particular da expressao acima
6.00E+00
5.00E+00
)
O
(3]
R
E 4.00E+00 em—Series|
«c Series2
0
0
= 3.00E+00
o
)
O
Q 2.00E+00
9
-
_g 5 1.00E+00
S -
E 0.00E+00 - : o : : : : |
o > o (L 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
95; E
5P

s

Qoo
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Valor de uma medida de A ou de B
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Aula 3

Na proxima aula demonstraremos a expressao

(AA)*){((AB)?) > ~|{[A, B])|?, onde A e B sdo observaveis

AN,
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FIOO| slide 3 lousa

Aula 3
Na base de autokets de A, A é representado pela matriz
<a(1)\A|a(1)> <a(1>\A|a(2)> MO
A= @®Ala®y (@®]|Ala®)y ... |2 0 @

Enquanto que, nesta mesma base, B é representado por
(@V1Bla®) (aV[Bla®) (a®)|Bla®)
. (@@ |BlaM) (@ |Bla®)  (aP|Bla®)
B=1 @®1Bla®)  (@®]Bla®) (a®|Blal)

Se [A, B] =0 e A tem espectro nao degenerado, temos

§ (a®|B|a®) 0 0 D 0 0
8 0 (a®|Bla®) 0 0 @ 0
g b= 0 0 @®Bla®)y ... [Fl0o 0o ®
839 g . . . . . .
o3P
s
Qoo R
¥ | 20
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FI001 slide 4 lousa
Aula 3 Suponha que A tem espectro degenerado. Nesse caso, por exemplo,

A poderia ser representado pela matriz

(a,1|Ala,1)  (a,1]Ala,2) (a,1|Ala®)
(a,2|Ala,1)  (a,2|Ala,2) (a,2|Ala®)

A=1 (®]Ala,1) (a®|Bla,2) (a®]|A]a®)
a 0 0
0 a O

A=10 0 a®

De novo, se [A, B] =0, B ficaria
(a,1|Bla,1) (a,1|Bla,2) (a,1|Bla'¥)

"§ (a,2|Bla,1) (a,2|Bla,2) (a,2|Bla®))
s B=| @®Bla,1) (@®|Bla,2) (a®|Bla®)
_§ . . )
2 : :
SSQGE (a,1|Bla,1) (a,1|Bla,2) 0
92:\ P2 (a,2|Bla,1) (a,2|Bla,2) 0
%53, B = 0 0 (@®|Bla®)
Q00 A, A
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