FIOO0| Relagao de Incerteza

aula 4 . :
Na aula passada apresentamos a forma geral da relacao de incerteza:

AA=A—(A)

1
(AA)2)(AB)?) > Z\([A, B])|% onde A e B sdo observaveis, Com{AB_B<B>

Para prova-la, demostraremos 3 lemas.
Lema 1: A desigualdade de Schwarz (a|a)(B|3) > [(a|B)|?

(E anéloga & |al?[b|? > |a.b|? do espaco real Euclideano)

Demonstracao:
({0 + A% (B1) (a9 + A1B) > 0 isto poraue (3]} > 0

[7)
(ala) + X (Bla) + Ma|B) + A" A(B]|8) > 0

ég “gi (vale para VA .. vale para esse também)

3 ~ l8) (Bl (alB) (8la)
%?;ggo A expressao fiea {ale) = g5y Wled = 1518y 5+ 1518, (a1g)

99°  Multiplicando tudo por (8|3) encontramos a expressio desejada. AW M
¥ ]
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FIOO0| Relagao de Incerteza

aula 4
ILema 2: Se XT =X — (X) é real I

Demontracao: (a|X'|a) = (a|X|a) = (a|X]|a)*, c.q.d.

|Lema 3: Se X = —X — (X) é imaginério I
Demontracao: (a|X'|a) = —(a|X]|a) = (a|X|a)*, c.q.d.

Prontos para demonstrar a forma geral da relacao de incerteza. Considere
la) = AAl]) e |B) = AB]J), onde |) é um ket arbitrario e AA e AB sao as

variancas de A e B. Com isso, podemos escrever as componentes da

((aa) = (|AATAA|) = (|(AA)?]), pois AAT = AA

desigualdade de Schwarz { (5|5) = (|{ABTAB|) = (|(AB)?]), pois ABT = AB,

[{elB)° = [{|AAABI)[?
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cj’c’;?c,o° E assim (a|a)(8]8) > [(@|B)]? nos leva & (|[(AA)?|)(|(AB)?|) > [(|AAAB|)|?
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Relagcao de Incerteza

o AAAB = [[AAAB|+ J{AAAB)
e [AA AB] = AAAB — ABAA = (A — (A)(B — (B)) — (B — (B))(A — (A)) =

= AB — A(B) — (A)B+ (A)(B) — BA+ B(A) + (BYA — (B)(A) = |A, B|
Note que isto nao € verdade para {AA, AB}.

([A,B])' = (AB— BA)' = B'A" — ATB" = BA — AB = —[A, B]

o que faz do valor médio dele, um imaginario puro para qualquer ket. Como

{AA,AB} = {AA, AB},o seu valor médio seria real para qualquer ket.

Assim, (AAAB) = _([AA, AB]) + _({A4, AB))

1magindrio puro real puro

o ~[(AAAB)P = C[([AA, AB)P + {[({AA, AB) =

Se € maior que a soma de

({AA, AB})|? { ntmeros positivos, é maior

1 , 1
= A, B + ]

que cada parcela.

e assim, como {|(AA)?|){|(AB)?|) > [{|AAAB|)|?, vale
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Mudanca de Base ou mudanca de representacao

Pense em |+),|—) ou |S;;+), |Sz; —) e suas relacoes.

Representacao de A ou

Base de autokets de A, {|a’)} — o
Representacao diagonal de A.

Queremos relacionar a base de autokets de A, {|a’}}, com a base de B, {|t')}.

base velha base nova
Operador de transformacao

Teorema: Dados 2 conjuntos de kets, ambos satisfazendo relacoes de

ortogonalidade e completeza, 3 um operador unitario U, tal que

bWy = UlaW), 6@ = Ula®), ... o)) = Ula™), ...

U unitdrio — U'U=UU" =1 (note que UT =U1)
Demostracao: Demonstramos este teorema por construcao explicita.

Pressupomos que o seguinte operador resolve o assunto:

U = Z b)Y (a®)], e para verificar, aplique-o em |a'?)
k

Ula) =Y " 15" (a®1]a') = " [p8N)6, o = o). | Serd que UUT = 17
k k —

U = (37 ) P30 15O) 0] = 310 0@ = 1
k 12
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FIOO| Matriz de Transformacao |
aula 4

E instrutivo estudar a representacéo matricial de U na base antiga {|a’)}

D770 ®)y ™) ¢ () (0) ()
(@™ |Ula \b )]a™) = (al9p™)

-~

5m,kz

Ou seja, o elemento de matriz do operador de transformacao da base antiga
para a base nova é o produto escalar entre o bra da base antiga e ket da base
nova. Tem uma analogia com a matriz de rotacao de vetores do espaco

tridimensional de (2,9, 2) para (z',9',2"), que pode ser escrita por:

>
>

) QD) &

~
~

oy
I
3\2> .@> <
S
N> &S
3\2> Q.Q> >
N>

~
~
~

N>

o

Oo
53
Qoo
Qoo \\“, A
4.\’ 5

MAPLima

A matriz feita pelos elementos (@ |U|a®) é conhecida por matriz de
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transformagao da base {|a’)} para a base {|b')}.



FI001 Matriz de Transformacao |l

e Conhecendo o ket |a) na base {|a’)}, como escrevé-lo na base {|b’)}7

Ou seja, sabendo |a) = Y " [a/}{a’|er), como obter |a) =Y " [b')(V[a)?
a’ b’

Para obter |a) na nova base {{b%*)}, use (6™ |a) = Z(b(k”a(ﬁ))(a@)m},
¢

<a(€)|b(k)> — (a(£)|U|a(k)>

ou ainda, (b™]a) => (ap")*(aV]a) = (aD|U]a™)* (0 |a) =
12 14

=Y (a®|Ua®)(a|a) = (Nova) = (UT) (Velha)
12

Como obter (0| X|6(D))? Como [bY)) = Ula®) e (6| = (a®|UT, temos
OP| XY = (P |UTXU|a?)
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FIOO| Matriz de Transformacao |l
aula 4

Uma propriedade interessante de uma matriz é o traco, trX = Z(a’ 1 X |a")

a/

trX = Z |X‘CL YYY ‘b’ b/‘X|b//><b//‘ >_

/ b//

—ZZb’!le” (1) = 32 S 1X 8 =

/ b// / b//

= Z (b'| Xt o traco nao depende da representacao
b/

§~ Mostre que:
: 1) tr(XY) = tr(YX);
(©)
g 2) tr(UTXU) = tr(X);
80, 8 3) tr(la’){a"|) = darar;
%%g’ £ 4) tr([b')(a’]) = (a'|V)
AR
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aula 4

Autokets, autovalores e diagonalizacao de matrizes

Como resolver o problema B|b“) =¥ [p®)), supondo conhecida a base {|a(¥)}?

Multiplique pela esquerda pelo bra (a(i)| e use o operador unidade

Z<a(i) |B\a(’“)> (a¥) |b(€)> — D <a(i) ‘b(€)>

k
O que transforma o problema em um problema matricial.

Bi1 Bia DBis
By1 Bay DBas

B3y B3y Bss

\

/

— D)

lousa

com B; ; = (a'?|B|a¥)) e C’,g,e) = (a™[b®)). Conhecer [b(¥)) é conhecer
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suas componentes, pois [b()) = Z ) (aP)]p®)) = Z \a(k)>0g)
k k

sao diagonalizaveis. Se a dimensao do espaco for N, a equacao produz N

de um fator multiplicativo que encontramos normalizando [b")).

Solugoes nao triviais sé se det(B — AI) = 0. Lembre que: Matrizes Hermiteanas

valores de A. Substituindo de volta cada \ = b(e), encontramos os C,g) a menos

38
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Observaveis unitarias equivalentes
Teorema. Sejam |a’) e |b’) conectados pelo operador de transformagao U,

U = Z 6% (a®)|. Os operadores A e UAU ! tém o mesmo espectro e
k

sao denominadas observaveis unitarias equivalentes.

r-> multiplique por U e insira a unidade 1 = UTU = U~ 'U
Demo.: Se A|a'?) = a9 [a®) — UAUU|aY) = DU |aD).
. AeUAU™! tém o mesmo espectro, onde {|a'?)} séo

autokets de A e {U]a'®) = [b)} séo autokets de UAU*.

Por definicio B|b)) = b)) - {|pD))} é uma base completa de autokets de

Bede UAU™! Isso sé acontece quando as observaveis sdo compativeis.

Se sao compativeis, comutam. Mostre, portanto, que mesmo que [A, B] # 0,
[UAU~!, B] = 0 (dica: calcule [UAU™!, B] na base {|b{“)})
Um bom exemplo sao as observaveis S, e S.. Elas nao comutam, mas estao

. ~ . ya . ~ 7T
relacionadas por uma operacao unitaria (rotagao de 5 ao redor de y), e

possuem o mesmo espectro. No caso US,U ™! = S, n
e 9
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FIOO0| Posicao, Momento e Translagao

aula 4 , .
e Um bom comeco: Espectro continuo. Considere

€’€,> :€/‘£/>7 f:$ayazypx,py7px,et0-

¢ é um operador, cujo espectro ¢ pode variar continuamente entre — oo e -+ 0o

e Faremos a seguinte analogia com o espectro discreto:

([0} = Surar — (€17 = 3(€' —€)
Z )| =1 — [agie)el=1
= S la')a'la) —la) = [ €1 a)
Z (@l =1 — [agl(elal? =
(3la) = (Bl a'la) — (Bla) = [ dE'{BIENE o)
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F'?OL Autokets de posicdo e medidas de posicao
aula

x|z’ = 2’|z

/] N\

operador  numero

+o0
Suponha particula no estado |a) = / dr'|z") (2 |a)

— 00

Experimento de medir z, clica s6 quando ela estiver em z’. O estado |a) muda

abruptamente para |z’). Na prética, um intervalo pequeno ao redor de z’, algo

A A +oo
entre x’ — 5 ¢ x + 5 Nestas condigoes o estado |a) = / dx'|z") (2 |a)
.CC/—F%

colapsa, com a medida, para / dx"|x")(z"|a). Considerando que (x”|a)

r_A
=3

varia pouco no intervalo, podemos escrever que a probabilidade de encontrar
|2

a particula em z’, é [{z'|a)|*dx’. Para escrever isso, assumimos dz’ = A.

de fato, entre =’ e 2’ 4 dz’ funcio de onda
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FIOO0I Extrapolando para 3 dimensoes
aula 4

X) = |2y, 2)

r|x') = a'|x); ylx) =yx); zlx) = 2X).

Assumiremos que [z;,x;] = 0 e que a base {|x)} é completa
r; €T; =X,Y,2

Um estado |a) de uma particula em um espago tridimensional pode, portanto,

ser escrito por:

+oo
a) = / B/ [x) (x| )

§ —00
3
g Agora, a quantidade d°2’|(x'|a)|? representa a probabilidade de
i
® S encontrar a particula em x’ dentro do elemento de volume d*x’
- 2
o3 (Pis
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F|?0|4 Translagao (deslocamento espacial)
aula

/ ’ /
Este operador atua em um estado |x') de uma particula que se encontra em x

e a leva para um novo estado, agora |x'+dx’)

S(dx)|x") = |x' + dx')

Operador de Fase i
R ase igual a | por
deslocamento infinitesimal ~
convengao

Note que |x’) nao é autoket de I(dx’).

O efeito de I(dx’) sobre |a) — S(dx')|a) = %(dx’)/d3x’lx’><x’\oz>

% — /d?’az’]x’ + dx") (x|}
S
S
S
ggg(’é - /dgm/|xl><xl — dx'|a)
2 Z
Q2 08%,0 /
Qoo funcao de onda calculada em x’ — dx’ N
=¥ 13
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F|(|)0|4 Propriedades do Operador de Translacao
aula

1) Se |a) é normalizado — (dx’)|a) também é normalizado
— {ala) = (a|ST(dx')I(dx')|a) =1

(
basta — ST (dx)S(dx') =1

~ . . / . 1 / 1/
2) Translagao primeiro em dx’ e depois em dx"' tem que resultar em dx’ + dx

S(dx")S(dx") = S(dx’ + dx"")
3) $(—dx') = 3 Hdx)

4) dlimo J(dx") = 1 neste limite basta primeira ordem em dx’
x/ —

para representar S(dx’). Adotaremos (dx’') = 1 — iK.dx’

5) Se K., K,,, K, forem operadores Hermiteanos, mostraremos que

S satisfaz as 3 primeiras propriedades
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FIOO| lousa
aula 4 slide 8

Observe como chegamos em det(B — A\I)

Bi1 Biz DBiz ... oY oY O 0 0 ... c®
By1 By Bag ... Cée) ® C;E) 0o »® o ... Cy)
B3y Bsy Bssz ... C?()E) b C?()E) — 0 0 b(e) C?(’E)

Note que tomamos A = b(¥) e com isso a equacio que exige o determinante nulo

¢
Bii—\ B Bis ... c¥
. . Bay Bas — A Bas - C’ée)
c acima fica clara, isto é: Ba1 Bas Bz — A\ ... o0 | = 0
§ 3
3
O
3
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3
o o
95; E
35
o
Qoo R

¥ 15

MAPLima el



