FIO0] Propriedades do Operador de Translagao
Aula 5 Adotamos S(dx") =1 — iK.dx'. Esta escolha satisfaz as 3 primeiras
propriedades: ™S K Hermiteano
1) ST(dx"J(dx') =1
(14iK".dx)(1 —iK.dx) =1+ i(K — K).dx' + O?(dx') = 1 + O*(dx’)
2) S(dx")S(dx") = S(dx" + dx")
(1 —iK.dx')(1 —iK.dx") = (1 — iK.(dx" + dx") + O?(dx’)
3) $(—dx') = I (dx')
(1 —iK.(—dx)) = (1 +iK.dx') = (1 — iK.dx) = 37! (dx')
Uma relacao interessante entre K e x, pode ser obtida a partir das equacoes:
(1) — S(dx")x|x") = x'S(dx) |x") = x'|x" + dx”)
(2) — xS(dx"|x") = x|x" + dx) = (x" + dx')|x" + dx')
Tome (2)-(1) — [x,$(dx))]|x") = dx'|x" + dx') =~ dx'|x") + O*(dx)
]:1:’\+ dx'y ~ |z') + A|dx')...

"4

Assim , temos para V |x') — [x, $(dx")] = dx’
e .. [x,—i(K.dx')] = —ixK.dx" + iK.dx'x = dx’
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Qoo Para dx' = dz'i ou dy'j ou d2'k, temos | [z, K] = 0y, . A
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FIOO0I Momento como um gerador de translagao
Aula 5 Qual o significado fisico de K7 Em mecanica classica, uma translacao

infinitesimal pode ser vista como uma transformacao canoénica do tipo

Xnovo =X =x+dx e P,y = P = p relacao que pode ser obtida

da funcao geratriz F'(x, P) = x.P + p.dx T

A fungao geratriz F(z, P) = x.P é a fungao geratriz da transformacao
identidade X = x e P =p .. especula-se que K estd de alguma

maneira relacionado com momento
P

cte universal com dimensao de acao

K =

£ “\
% %(dx’) =1 —iK.dx’' dimensao de momento
0 /v angular
0
@ , _
o g dimensao de inverso de
[+ I 3 .
OS%O g comprimento
(% iy
035
Qoo 2r P NS
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FIOO0I Momento como um gerador de translagao
Aula 5

A rela(;éo [CCi,Kj] = 7,57,] fica [33‘7;, %] = z&m — [jS,pj] = zh(?w
1
e a relacdo de incerteza ((AA)*){((AB)?) > Z\([A, B))|?, fica

Até agora translacoes infinitesimais. O que muda para translacoes finitas?

Que tal construi-la como uma composicao sucessiva de translacoes infinitesimais?

J(Az'R)|x") = |x' + Az'Xk), onde

Voluntario para

Eﬁ demonstrar isso na
: / roxima aula?
AN P

£ o fan 1 B AN N B

O

g

i . /
5 g . 1 . ips A : .
52, G g Aqui, a exponencial é funcao do operador X = — ; e precisa ser entendida
Qoo B
03 7 X2 T

d’?&?o por exp(X)zl—i—X—i—T—i—... Atencio: sé _
Qo0 ! tengao: so p, R

MAPLima é operador =¥ 3



FIOO0I Momento como um gerador de translagao
Aula 5

Uma propriedade fundamental das translacoes é que translacoes sucessivas em

direcoes diferentes, digamos x e y, comutam.

Az'%x
D,
by o &
> >
= =
< < Cuidado!
A® "C
Az'%x
Ay’ AV Ay + p A
I(AY')I(A'R) = exp (— L) exp (— L) = e (- 2L L0
= S(AY'y + Az'x) = S(AZ'R)S(AY'Y)
Ay’ s Ax
L S0y, S = 0 56 0 foxp (- =), exp (—=)] = 0
o
S : 2 A,,/2 ; / 2 A /2
2 ipy Ay py Ay ip: A piAx
3 1— — o) (1 — — )=
;go g [( h 2h2 + )7( h 2h2 + )]
Qa5 B Ay Ax’
o%aw =S ] + 089 ou 0 — | [y =0
Qoo
000 Ay A
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QOIOIS Momento como um gerador de translacio: 3d
ula

A hipdtese de que as aplicacoes de operacoes de translacao, em diferentes
dire¢des, comutam, implica em [p;,p;] =0 p/i e j=u=x,y,2. Se as

. , ’ . AN / / /
componentes de p comutam entre si, é possivel construir |p’) = |p,., py, D),

de tal forma que p.|p’) = v, |p"); pylp") =, lP"); p:Ip’) = pLIp")

pz|P’) = pz|Py) @ |py,) @ |pL)
Podemos definir: |p') = |p,) ® [p},) ® |p,) onde { p,|p') = [p},) @ pylp,) @ |p.)
Pl

p-|p’) = |P}) ® |p,) ® pz|p.)
Importante:
£ Note que |p’) é autoket de I(dx’),
p.dx’ p.dx ,
3(@x)[p’) = (1 —i7=—=)Ip") = (1 —i==—)|p), pois [p, I(dx")] = 0

e / ~ ’ .
O autovalor, entretanto, é complero — I(dx’') ndo € Hermiteano
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20|0|5 Relacoes Fundamentais de Comutacio - |
ula

i, ;] = 0;
Condicoes Quanticas Fundamentais (Dirac) ¢ [p;,p;] = 0;

(i, p;] = 1héy;
Dirac observou uma relacao direta com a Mecanica Classica

o |

[, Jclassica — —— onde [, ]classica € O colchete de Poisson

(/
Z 0A 0B 0A OB
/ s S S S S

um primeiro exemplo disso € [x;,Djlclassica = 0ij

([A, A] =0

A, Bl = =B, 4]

A, c] =0 — ¢ é um nimero

A+ B,C|=1[A,C|+ [B,(C]

A, BC| = [A,B]C + B[A, C]

A, [B,C]|+ [B,[C,A]|+ [C,[A,B]] =0

Classico ou Quantico, vale o seguinte <
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,IZOIOIS Relagées Fundamentais de Comutagio - Il
ulia

Ainda com respeito as semelhancas apontadas por Dirac

[, |
ih

[A(Q7 p>7 B(Qa p)]cléssica —

onde [, Jclassica € O colchete de Poisson

Z(aA 0B B 0A 8B)
0qs Ops  Ops Oqs

[ ’ ]cléssica —

S

Existem diferencas importantes. Destacam-se:
e As unidades. Devido as derivadas parciais com respeito a p e g do
colchete de Poisson. Note que pg tem unidade de momento angular.
e colchete de Poisson de funcoes reais de p e ¢ é real, enquanto que
o comutador de dois operadores Hermiteano é anti-Hermiteano

(valor médio é um imaginario puro).

.__CC_
g O 2h cuida destas duas diferencas
> -
93 Og A semelhanca entre o colchete de Poisson e o comutador da mecanica
995 2 Ny : , : : . :
O%OM ] quantica, apontada por Dirac, ficara mais evidente quando introduzirmos
Qoo
Qo0 o formalismo de Heisenberg. RN
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FI0O0| Funcdes de onda no espago de momentos e de posigoes

4

Aula 5 Para simplificar tomemos o espaco unidimensional de posicoes
(1) afa’) = 2'[a)
2) < ’va ) =o(z" — ")
onde ¢ 3) |a) = [dz'|z"){(z|a)
)

|< ! \a>\2daz é a probabilidade da particula ser

encontrada entre x’ e 2’ + da’.

Considere a amplitude de probabilidade (8|a) interpretada por

amplitude de probabilidade para o estado |a) ser encontrado em

|3). Com auxilio do operador unidade, ela pode ser escrita como

Instituto de Fisica Gleb Wataghin
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FIO0| Fungoes de onda no espago de posigoes

Aula 5
Como interpretar |a) = Z la"){a|a)?
a/

Usando a linguagem de funcgoes de onda, isso seria

(a'la) = Y (a'|a'){a'|a) — val2)) = ) chrua (')

a’ a’

onde, introduzimos as auto-funcoes, u, (z') = (z'|a’), do operador A

com autovalor a’. Nesta representacao, o produto (5| Ala) fica
(Blla) = [ da' [ do"(3la') (' 415" o)
— [’ [ asusa) @Al ya )

/ . / 1/ ~ / 1/
Para calculd-lo precisamos conhecer (z'|A|x"), uma funcao de z’ e z".
(=

= . ;. ~
§‘A vida fica facil se A for um operador em funcao de . Tome como

exemplo, A = z? — (2| A|z") = (2 |2?|2") = 2"%6(z" — x”"). Neste

caso (B|A|a) = /daz’wg (2")2"*1po (2"). Em geral, podemos escrever

Instituto de Fisica Gleb
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FI00| Operador momento na base de posigoes
Aula 5

Considere o operador de translacdo atuando em um ket |a)
P AL

; Ma>z€ﬂAmﬁb§=1/df3@AfN$5@”&>:
— /dx’\:c' + Az") (x'|a) = /d$/‘$/><$/ — Az'|a) =

= [ dlayne’ = Aa') = [ do'la") () = A’ (') =

AN / d /
:/ﬁxmx@k@ Az’ = (a'|a))

Aplicando (z”'| em ambos os lados e pela esquerda, temos:

(@10~ 222 ) = (a”]a) — Aa’ (" o)

(1—14

0
g Comparacao direta fornece | (z'|p;|a) = —ih%(x’\@ (troquei 2" por ')
_%
SO e [l = it ) = ittt ) a
dé’? (Blpzla) = [ da’(Bla")(—ihg s (z'|a)) = [ da'pi(a')(—ihgva(z’))
000 \\v, -
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FI00| Operador momento na base de posigoes

Aula 5 oo
) — (—ih)"-2 /
Mostre que: (@ \pﬂa} ( 7/,)*8"’;, a(azi o7 ,
(Blpgle) = [ da'y(a")(—ih)" gomba (")
Funcao de onda no espago dos momentos
Para simplificar tomemos o espaco unidimensional de momentos
(
1) plp’) =p'Ip")
2) 'lp") =o' —p")
onde §3) |a) = [dp'[p")(p'|ev)
: 4) |{p'|a)|?dp’ é a probabilidade da particula ter
§ momento p’ no intervalo estreito dp’
8
o
5
G
)
Q05 B , :
0°%;% = Se |a) é normalizada, temos

MAPLima

e (ala) = /dp’<oz!p’><p’la> - /dp’!<p’|04>|2 = /dp’|¢a(p’)l2 =



QOIOIS Conexao entre as representagoes de momento e de posicao
ula 0

Para fazer isso, considere (z'|p|a) = —zh?< 2'|a) com |a) = |p’)
a Y |
Assim, (o/|plp') = 9/ &'[p') = ~ifgy 5 @' |p') — (o/|p) = Neap(+5-)

Para obter a constante de normalizacao, considere /
use p' = hk

W) =0’ ey = o [ dh eaplibtal — 2"

'p/ 1/
ey = [ ! (@) /la") = NP [ difeap P

6(z' —2") = \N\227rh5(x’ — ") — \NP _ L

E assim, temos (x'|p’) =

§, Duas relacoes interessantes
8  (2|a) =Y, (x /d a /d ex o
8 (o) = val@) = [ () I} m peap(+ 25 )6 (p)
?-t /
S / / 17 1./ 37 /
o s (p'la) = da(p :/da:pa: Q dx’'exp(— )Pa(z’)
gg G% < ‘ > ( ) < ‘ >< ’ \/ﬁ
&§000 A funcao de onda no espago das posigoes € a transformada de
e Fourier da fungao de onda no espaco dos momentos (e vice-versa). \\V” -12
(‘\
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FIOO| Lousa do slide |

Al Tome dx’ = dx'i em
— ixK.dx' +iK.dx'x = dx’
— ixK.(dz'1) + iK.(d2'1)x = d2'1, — mas K.(dz'i) = K;dx’
— ixK;dx' +iK,;dx'x = dz'i — divide a equacio por dz’
—ixK; +iK;x=1— multiplica a equacao por ¢
xK; — K;x = ii — essa é uma equacao vetorial
(af;zi + xjj + xklA{)Kz — Kz(xﬁ + a:'jj + af;kf{) — i
Uma equacao vetorial que precisa ser satisfeita nas 3 direcoes, i,j, e R,
Na direcao i— v, K, — Kix; =1
ou seja ¢ Na direcao 5 — x; K — Kiz; =0
§ Na direcao k — 1 K; — K,z =0
. . dx' = dy'j
E Repita o procedimento para {dx’ _ Rk
e
%%%O g
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