FIOOI  Equacdo de Schrodinger para o operador de evolugio temporal
Aula 7 pncontramos a forma infinitesimal para o operator de evolucao temporal

 Hdt
Ulto +dt, to) =1 — -
Vimos que o operador de evolucao temporal satisfaz a equacao de Schrodinger
., 0 :
zhaU(t,to) = HU(t,ty), com tlg?o Ut,tg) =1

Achamos também a equacao de Schrodinger para o ket |« tg;t)
)
th—|a,tg;t) = Hl|a, tg;t
5710 to3 t) |, to; T)
mas como U (¢, ty)|a, tg) = |, to;t), basta resolver a equacao para operador

de evolucao temporal que teremos o futuro do ket. Dividiremos o problema,

em 3 casos:
§ 1) H(t) = H (Hamiltoniana nao depende do tempo)
3
§ 2)[H(t),H(t)] =0V tet (Hamiltoniana depende do tempo, mas os H's
% % comutam em instantes diferentes)
- 2
%%%G £
33 % s 3) [H(t),H(t')] # 0 parat # t' (Hamiltoniana depende do tempo, mas os
Qo0 . , , w
i H's nao comutam em instantes diferentes) él'»% 1
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FI0O0| O operador de evolugao temporal

Aula 7
2 12 Caso: H(t) = H (Hamiltoniana nao depende do tempo)

CiH(t — t)

0
|

ZhaU(t, to) = HU(t,tO) — U(t,to) = exp[

Para provar isso, substitua na equacao de Schrodinger, a expansao:

—iH(t — tp) —iH(t — to) 1, —iH(t—1t9)
—1 —
exp [~ 2] = 1 [ ] [T
isso permite encontrar
0 —iH., 1 —H?2(t—tg)
h—U(t,tg) = 1h — )=
Z@t (t,to) = il h]+2![ h? J+)
—iH(t—t
< = H(1+ | (h: 0)]+...):HU(t,t0)
% note que a solucao respeita a condicao de contorno thn? Ut tg) =1
O —rto
8 Uma outra forma de fazer isso é tomar um nimero infinito de
3. g evolucbes temporais infinitesimais:
°33<’§ H R (t — to) iH(t — o)
ooo . _ (Z / 0)1N _ (/ 0
33 L

Qoo &"’4
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FI0O0| O operador de evolugao temporal

Aula7 | , , L
2= Caso: [H(t),H(t')] =0V tet (Hamiltoniana depende do tempo, mas

/ . . ~ /
os H's comutam em instantes diferentes). A solugao proposta é:

Ut t) = expl~(5) [ A

que pode ser verificada pela estratégia de expansao, como no primeiro caso.
Um exemplo interessante é de uma particula com spin em um campo
magnético fixo em uma direcao, mas variavel no tempo em intensidade
Para perceber que a forma de solucao proposta tem sentido, resolva a

equacao para a fungao w(t)

;: dw —ib(t)dt  [*® g tih(t)dt
gihd—w:h(t)w(t)%—w:L%/ _w:/&
% dt w h w(t0) w to h
g st gt
o g nw(t)“) = (%)/t h(t)dt — Inw(t) — Inw(ty) = (%)/t h(t')dt!
°, g 0 0
233( P2 i [t
O29,.,. e encontre a forma proposta w(t) = exp [(— h(t")dt'], pois w(ty) =1
y Qo0 h to
Qo0 RN
¥ 3
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FIO0] O operador de evolugio temporal
Aula7 A importancia da relagcao de comutacao de H’s em instantes diferentes,
vem da propriedade U(to,t1)U(t1,t9) = Ul(ta,tg) que pode ser escrita por
it it i [t
expl-(3) [ AWHONexpl-() [ aHE) = [~() [ dH(E)
hoJy, ho Ji, R Jy,
Note que isso s é verdade se exp (A)exp (B) = exp (A + B), e isso exige
[A, B] = 0 (mostre isso, usando a expansao da exponencial em ambos

os lados)

32 Caso: [H(t),H(t')] #0 parat # t (Hamiltoniana depende do tempo,

mas os H's ndo comutam em instantes diferentes). A solucao formal é:

Um exemplo interessante é de uma particula com spin em um campo magnético

variavel no tempo em sua direcao e em intensidade.

Jggﬁo Mostre que caso 3 respeita casos 1 e 2. Em FI001 teremos basicamente
Hamiltonianas que nao dependem do tempo (como no caso 1) .,
MAPLima e
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FI001 Autokets de energia
Aula 7 Se [H, A] = 0 — fécil, pois autokets de A também sao autokets de H, ou

seja H|a') = E4/|a’). Para saber o futuro, usamos U(t,tg) na base |a’)

—iHt —iHt —iHt
exp 1) = e (5 = 3 s (S Y -
_ I\ N —1Bqt Ny ; — Bt ,
—Z;!a ) {a™] exp [— Ha><a!—Z\a>exp[ —d

Considere o ket
o to = 0) =Y |a’){(d'|a, to =0) =Y Cur(t =0)|a’)

A aplicacao direta do operador de evolucao temporal sobre esse ket, fornece

—1Ht —1Bqt
lloto =0) = la’) exp [—=]{a| to = 0) =

a

= Z Cu (t)|a"), onde Cy (t) = exp |

|, i = 0;1) = exp |

—iFgt
h

]Ca’ (t — O)

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

.1 ‘Ct,t() — O> = ’CI,/>
Um caso especial interessante: { —i Ea/t] )

o, tg = 0;1) = exp|[—F
3% s O estado nao muda com o tempo. S6 ganha uma fase global

MAPLima ¥
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FI001 Autokets de energia
Aula 7 g, [H, A] = 0 — e inicialmente o ket é autoket de A e H, ele permanece sendo,

quando o relégio, comeca a rolar. Ou seja, observaveis compativeis com H sao

“constantes de movimento”. Isto é,

w [A,B] = [B,C]=[A,C]=... =0
[A,H] =[B,H]|=[C,H]=... =0
—1Ht —1F it
U(t,to) pode ser escrito por:  exp | Zh | = ; |K'") exp [ZTKKK’]
onde K = A,B,C....e |K') =|d,V,c,...).
— 1Bt
Assim, se |, to = 0) = |K') — |a,to = 0,t) = exp [ZTK]\m.

|K') é estaciondrio, pois se medirmos qualquer uma das observaveis(A, B, C,...)

£em t, encontraremos o mesmo resultado que haviamos medido em t=0

Boas Praticas:

N

E fundamental achar um conjunto completo de observaveis que comutam

Instituto de Fisica Gleb Watag

o
o S o . y . y ,
og;(’ gentre si e com H. Na base comum destas observaveis, é possivel escrever

% - s .
c?’ 53%. nao s6 um ket arbitrario de forma precisa, mas o seu futuro. Basta
Qoo X R , ) , b A
escrevé-lo em funcao destes autokets e aplicar a férmula acima. e}“’é
MAPLima will
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FIOO|

Dependéncia temporal de valores esperados

Aula 7
Suponha [H, A] = 0 e que no instante t = 0 o sistema se encontra em um
autoket de A. Sabemos que no futuro, ele estaria em: |a’,tqg = 0;t) = U(¢,0)|a’).
Que tal olharmos (B), onde B pode ou nao comutar com A ou H?
Foit —1 Bt
(B)(#) = (a'|U(1,0)BU(+,0)la') = {a/ | exp [~ | Bexp [ ]|a’) = (/| Bla')
la") é dito estado estaciondrio, pois (B)(t) = (a'|B|a’) é independente do tempo.
Suponha agora |a,tg = 0) = Z Caurla’)
N +i B, —1F it
(B)(t) = {>_ Cula'|exp| IB{>  Carexp] Jla”)}
£ onde usamos U (t, 0) ZC na”y = ZC /1 €XP [_iEa,/t]\a”>
-§ ‘ a// ¢ h
3 —1 Ea// — Ea/ t
_§Assim Z Cx Cyr{a’|Bla") exp | i > ) ]
> s G g o valor esperado é a combinacao de termos oscilatérios de frequéncia
Oo 2
4 Ea” — Ea’ N
c?’ gues ; , as frequéncias de Bohr
Qoo R
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FIOO0| Precessao de spin — um bom exemplo
Aula 7

A Hamiltoniana de um sistema de spin 1/2 (momento magnético 5 ) sujeito
MeC
e
a um campo magnético externo B é: H = —( )S.B
MeC
" P el
Tomemos B estatico, na dire¢do 2 — H = —( )S,
MeC
Como H x S, — [H,S,] =0
(Quais sao os autokets e auvalores de H?
ehB FE, —FE_ e|B
|£) com autovalores F e frequéncia de Bohr w = |— | = d
2MC h MmeC

hw

S B = j:?' Assim, a Hamiltoniana pode ser escrita por H = wS,.

—iwS,t
g Conhecer H é conhecer o operador evolucao temporal U(t,0) = exp | u}z; ]
z Tomemos em t=0, |a,ty = 0) = C4[+) + C_|—). Este ket no futuro é:
o .
g —wS,t
2 o, to = 0;t) = U(L,0)|a, to = 0) = {exp [———|HC4|+) + C-[=)}
Hia —jwt wt
S5 (WIE . touto = 000 = e exp (o) + e [T
Qoo
Qo0 R
¥ @ 8
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FIO0| Precessao de spin — dois casos

t
Aula 7 .ty = 0:1) = O, exp]| —jw 114+) + O exp [+zwt

JI+)

—wt

Caso 1: CL =1e(C_ =0— |a,tg = 0;1) :exp[

[I=)

Sem surpresas, pois |+) é uma estado estacionario (autoket da Hamiltoniana)

1
Caso 2: |a) = |S,,+) > CL=C_ = —
) =[Sz, +) = C 7
1 —iwt 1 —|—’Lwt
a,tg =0;t) = —=ex +) + —ex —
v, to ) NG pl——II+) 7 pl——I-)
Qual é a probabilidade de obtermos |S,,+) no futuro?
Que tal, [(S,, £|a,to = 0;8)]* = mz
1 1 1 —jwt 1 —Hwt %
= [+ £ —=(-lll—z exp [ —][+) + —z exp [ —]|-)]|* = |
IR ALY, V2 .
= 1 . " 1 . " 2 wt Sx t
Lo W]i—exp[“wﬁ R . ;
8 2 2 2 2 sin® 5+ para [S;, —) |
8 3
£ Note que a soma ¢ 1 e que o ket estd rodando. Quanto vale (S,)7 %
> /A2 h t h t h S
383(’ "3; (Sz) = = cos” w2 sin? w2 cos wt oscila com frequéncia w kS
8°0°° Za [{a . Mostre que <Sy> =3 sinwt; (S,) =0 RN
a¥
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FIOOI  Amplitude de Correlacdo e relagido de incerteza tempo-energia
Aula 7

Isso comega com a pergunta: Quao similar ao ket |a, tg) é o ket |a, tg;t)7
C(t) = (a,tg|a, to; t) = (a, to|U(t,0)|a, tg) € uma medida disto.
Definimos: |C(t)| = semelhanca

Exemplo 1: tome |a,tg = 0) = |a’), um autoket de H

— 1Bt
h

C(t) = (a'|a’,tg = 0;t) = exp ( ) = o mddulo de C(¢) é |C(t)| = 1, Vt.

Exemplo 2: tome \oz,to = O) = an”a,>7

g . * / ZE //t /, ’[,E nt
% C(t) = (Z C*{a |).[Z; Cur exp ( Z Cr|? exp ( )
Q a a
. 8 Note que C'(0) = 1. O que esperar de C'(c0)? C(oo) — 0.
0 g
e
s
Qoo \\“, y
" 10
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FIOOI  Amplitude de Correlacdo e relagido de incerteza tempo-energia
Aula 7

Suponha agora, um continuo de energias. Vale a seguinte substituicao:

a

Z — / dEp(E) e  Cy — g(BE)|p~p,,

C(t) = 3 [Car|? exp (=)

compare

= [dE|g(E)[*p(E) exp (=52)
com a condicao de normalizacao / dE|g(E)|?p(E) =1

Em uma situacio realista |g(E)|?p(E) tem um pico em E = Ej e largura AE.

Reescreva C'(t) na seguite forma:

—1FEot —i(E — Ey)t

& C(0) = exp (T2 [ dBjg(E)p(E) exp (— 0

§ L v I Y !

o)

G E — Ey)t
o S Isso é zero se E> Eo +|AE] Oscila muito se | ( 0) | >>1
003 E < Ey — |AE| h
Qo 2

&gow Para evitar mudancas em C(t), é preciso oscilar pouco na regiao:
e Ey — |AE| < E < Ey + |AE|. Para mudancas em C(t), AE.t >h 1
(‘\

MAPLa



FIOOI  Amplitude de Correlacdo e relagido de incerteza tempo-energia
Aula 7

Como exemplo, tomemos:

—iFot —i(F — Ep)t
C(t) = exp ( ho )/dE\g(E)|2P(E) exp | h 0 ), com Ep =0
V2o E) — 1 E? . . L
e |lg(E)|“p(F) = 1727 ©XP [_ﬁ] que respeita a condicao de normalizacao

+oo
/ dE|g(E)|?p(E) = 1. Desta forma, C(t) fica:

— 00

1 +oo E2 .
C(t) = 771/2d/ dFE exp [_ﬁ] exp (—iFEt)

Note que a largura AFE da Gaussiana é d e que estamos utilizando

— 00

unidades atomicas, onde i = 1. Note também que ao escrever
exp (—iEt) = cos Et — isin F't, a integral envolvendo sin E't é nula,

pois o integrando é impar. Assim, nosso problema se reduz a analisar:

1 +o0 E2
C(t) = 7T1/2d/ dFE exp [_ﬁ] cos (Et)

— 00

Queremos ilustrar a afirmagao: Para evitar mudangas em C(t), é preciso que o

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

o

95

%
337, cos(Et) oscile pouco na regiao: —d < E < d. Para mudancas em C(t), vale a

Qoo
Qo0 3 , , . -y
: relagao de incerteza d.t > 1 (unidades atomicas). e}::’é 12
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FIOO |
Aula 7
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Relacao de incerteza tempo-energia
AE=d=1; t=0,5
Semelhanga = |C(t)| = 0,94

1.2

@ Pacote Gaussiano

COS(Et) 1 .o

Produto

0.8
0.6
0.
-2
0.0
-5 4 -3 -2_0-.120 1+ 2 3 4 5
-0.4
-0.6
-0.8

'1 -o

Para t pequeno, cos(et) nao oscila na regiao do pacote gaussiano

e a semelhanca fica proxima de | N
¥ |13
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FIO0| Relacao de incerteza tempo-energia
Aula 7 AE=d=1; t=1

Semelhanca = |C'(t)| = 0,78
1.5

@ Pacote Gaussiano
Cos(Et)
Produto

1.0
0.5

0.0
5 4 3 2 1 0 1 2 3 4 5

-°l5

£
=
_% -1-0
(G)
3

o E 1.5

35D i

Od?,% 2 Para t proximo do limite da relacao de incerteza, cos(et)

000" . o« .
o g comeca a oscilar na regiao do pacote gaussiano e a -
N
semelhanca comeca a mudar C® 14
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FIO0| Relacao de incerteza tempo-energia

Aula 7
AE=d=1;, t=2
Semelhanca = |C(t)| = 0,37
1.5
@ Pacote Gaussiano
Cos(Et)
Produto
1.0
olo
5 4 3 2 1 0 1 2 3 4 5
£ -0.5
3
5 1.0
g
514
Q05 g -1.5
o&‘?oo S o) : ~ :
L uando t cresce, cos(et) oscila na regiao do pacote gaussiano e a
e semelhancga se afasta de | N

% 15
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FIO0| Relacao de incerteza tempo-energia
Aula 7

1.5

@ Pacote

Gaussiano
Cos(Et)

1.0
AE=d=1 t=4

07”\ Semelhanca = |C(t)| = 0,02
4 N o

0.0
5 4 3 2 14,0 1 2 3 4 5

-°l5
'.g -1l°
3
8 -1l5
2
2 ¢ Para t grande, cos(et) oscila muito na regiao do pacote gaussiano e a
A =) . r. .
gggG = semelhanca fica proxima de zero. O resultado da integral muda
o E . . 14 3 . ~ . .
08'903%»0 muito, pois ha um cancelamento das contribui¢coes positivas e
e negativas. A, A

MAPLima ¥ 16
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FIOO |
Aula 7
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Relacao de incerteza tempo-energia

AE=d=02 t=4
Semelhanca = |C(¢)| =0, 85
3.5

@ Pacote Gaussiano
Cos(Et)
Produto

3.0

25 |
2.0
1.5
1.0
0.5
0.0
5 4 3 2 4.0 1 2 3 45
1.0

1.5
Se d diminui, o mesmo t=4 faz agora cos(et) oscilar pouco na

regiao do pacote gaussiano e a semelhanga fica proxima de |aW, #9F
¥ 17
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FIOO|
Aula 7
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Relacao de incerteza tempo-energia
AE=d=3; t=1
Semelhanca = |C'(t)| = 0,09

1.5

@ Pacote Gaussiano
Cos(Et)
Produto

1.0

0.5

/ T \.
0.0
5 4 3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

-0.5
1.0
1.5
Se d cresce, t's pequenos ja fazem o cos(et) oscilar na regiao do
i . A
pacote gaussiano e a semelhanga se afasta de | Y

¥ | 18
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FIO0| Relacao de incerteza tempo-energia
Aula 7

Comentarios sobre: AEAt > h

I) Se alargura em energia é estreita (estado quase estacionario), &
preciso esperar muito para que haja oscilagoes da exponencial na
regiao da Gaussiana e a semelhanca demora para mudar de |.

2) Se a Gaussiana é larga (grande mistura de estados estacionarios,
rapidamente a exponencial oscila e cancela contribui¢oes positivas
com as negativas e) a semelhanca se afasta de |.

3) Se diminuir a largura de distribuicao de energias do sistema, € preciso
aumentar a espera para grandes mudangas. Para diminuir a espera de
grandes mudangas € preciso aumentar a largura da distribuicao de
energias do sistema.

Convido um aluno a trazer um outro exemplo da relagao de incerteza
tempo-energia para mostrar no inicio da proxima aula. Livre escolha.
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