F1002 Teoria de Perturbagao: o ket “perturbado”
Aula 02

A partir de ||n) = [n(?) + (0)¢n (A\V — A,)|n), obteremos agora o
Eyn’ — Hy

{ = n(O) + AnM) + X2|n)) +
ket “perturbado”. Para isso insira:
= AL + 2240 1.
(O = A = (nO]V]n0)
O\2) = AP = <n<0>yvyn<1>>
)

e resultados da aula anterior: < ON\°) = A(S) <n<0>!V!n(2)>

O(AN):»NN) <n(0)\V\n(N 1)

na equacao do retangulo e iguale coeficientes de mesma ordem em . Isto é:

) A} + R ®) + . = [0+ P (A = AAD —R2AR
En’ — Hy
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F1002 Teoria de Perturbagao: o ket “perturbado”

Aula 02
o Em O(\) = [n¥) = [n®)

e Em O(\) = [n(V)) = (O;bn Vin©) + (O;bn AW O
En - H() En — HO
0, pois ¢, [n'”) =0
em A = |nD) = On V|n'9). Esse resultado pode ser usado
0) _
EY _ g,
para obter: A? = (O |V |pM)y = (npO)y O(b” Vn(©)
EY) — Hy
e Em O(\?) = |n?) = (0)% (V — Ay — (0)% A2 |0
En - HO En — H()
§‘ 0, pois ¢n|n®) =0
8 Assim, temos |n(?) = (0)(% 1%4 (O;b” Vin®)+
t En” —Ho En’ — Ho
o § qbn ¢n
033 | T (0) <n(0)‘v‘n(0)> (0) V|n(0>>
od%% g E,’ —Hy~———F;’ — H
s A
Qoo 4§@;“-'
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FI002 Teoria de Perturbagao: Caso nao-Degenerado (resumindo)

Aula 02
A, =MW L 2AD

Usando os resultados anteriores em
n) = @) + AnMW) + A2 |n@) + ..

A, =E,—E® =) AL £ \2AR) 4 |

1
— (0) (0) 2 (0) (0)y (1.(0) (0)
A @V [nt) 22 " (n \VE(O) — £ BV )
e k#n n 0 D
Vnn an
Vi Vi Vok|?
= AV + X7 Y s b = AV AT ((L) ot ot
k#n En _Ek: k#n En _Ek:
% Note que para o sistema de dois niveis, obtivemos a expressao aproximada
o 2
v
ﬁg F, = E%O) + \? ((l) 12| oy: €M acordo com a expressao acima, obtida
95 E : - -
od%% C’ Z por teoria de perturbacao. Nao esqueca que para comparar com dados
Cf) 359 experimentais ou valores exatos é preciso fazer A = 1.
Qoo R
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FI002 Teoria de Perturbagao: Caso nao-Degenerado (resumindo)
AUROZ ) et [n), autoket aproximado de (Ho + AV)[n) = E,|n), fica

’k(O) k( )’
) = 10+ Mn) + X2 ®) 4 = 0 @)+ 23 G i)+
k#n n k
k(O) k(O) £(0)y (p(0) "

Y ( Z ’ (0) (0‘) |(0) : (0|)V‘n(0)> B ( (0)¢ )2VnnV\n(O)>] B

ktn En’ — By En’ — Ey E,’ — H,

{#£n
e assim, temos, hierarquicamente em A :

(0) 0y
n) = |n +>\Z Ew)yk )+

k#n n
Vkl‘/ﬁn Vnnvkn

+ A’ ( Z’k(0)> 0 0 0 0 _Z|k(0>> 0 0 ] R

iz E -ENEY-EY) iz BB

l#£n

onde usamos que ¢2 = ¢,,.

Note que a partir do termo de primeira ordem o ket |n) deiza de ser igual
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gﬁ (’ a [n%Y) e passa a incluir uma combinacdo dos outros autokets |k'°))de Hy,
C?é’ooo com k # n. O potencial V' controla a mistura dos kets.
Qoo \\",} o
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FI002
Aula 02
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Teoria de Perturbagao: Caso nao-Degenerado (observagoes)
e A teoria de perturbacao deve ser aplicada sobre um determinado autoestado
\n(0)> e correspondente autoenergia da Hamiltoniana nao perturbada. Ou seja,
a teoria permite estudar o efeito de V' adicionado a Hj sobre um autoestado (e
autoenergia) de Hy.
e Para obter a mudanca da energia em primeira ordem, é suficiente calcular o

valor médio do potencial <n(0) |V]n(0)>, com respeito ao ket nao-perturbado,

(), autoket de Hy.

e O efeito de segunda ordem em energia sobre estados proximos é de repeli-los.

[Viayng |
E,, —E,,

suponha que sé existam os dois - isso vale, pois se sao proximos o denominador

Para ver isso,

Isto porque A(z) = —A,,, ) pois Ap, = AV, 0, + A2

diminui, a fracao aumenta e as outras contribuicoes ficam despreziveis.

e O efeito de segunda ordem em energia sobre o estado fundamental é sempre
de diminuir ainda mais a energia. Para ver isso, lembre que F,, — E} <0, se
E, < Ey, Vk (esta é a definicao de estado fundamental) e avalie seu efeito na

‘Vnk|2

contribuicdo de segunda ordem \? —"—.
En — Ek
R
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F1002 Teoria de Perturbagao: Renormalizagao dos kets
Aula 02

Lembre que tomamos (n'?|n) = 1. Agora queremos |n)y, respeitando as
n) N o< |n)
condigoes = Para tanto, defina Z, tal que |n)y = Z/2|n).

N<n|n>N =1

Exija que n(n|n)y = 1. Considerando que (n(?|n) = 1, obtemos que
Z?% = (nO|n) N. Se |n)y estd normalizado, qual o significado fisico de Z,?
Que tal: a probabilidade do estado perturbado ser encontrado no autoestado

de energia nao-perturbado correspondente.

Calculo de Z,,
n(nln)n = Zu(nln) = 1. Z; " = (nn). Use que [n) = [n) + A[nV) + X*[n?)
e obtenha Z ' = ((n(o)\ + A(nM] + )\2<n(2>\) (|n(0)> + AnM) + )\2]n(2)>)

Use que (n'9nW) = (n(®n2)) = 0 (lembre que ¢, aparece em ambos os kets,
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Sigo \n(1)> e !n(2)>),para obter
0&’?@ 30 Z-1 = (OO0 L A2(nW Wy + O(N3)
Qoo §\",A p—
Y
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Aula 02
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Teoria de Perturbacao: Renormalizacao dos kets

P
FE, — Hy

2

1 (0, (0)y 2 4y (D)1 (1) 3) — & Vi
Z —Sn n >,+)‘ \(n n >/+O()‘)—1+>‘ Z(E(O) E(0)>2

- ~~ k#n k

¢2
(En — Ho)?

Como |nM) = V[n®), temos até segunda ordem:

+ O(\?%)

1 (n v ~V[n(®)

Se

e 1 — x = podemos escrever Z,, =1 — A gﬁ% (E(O) Elio))2

\ 7
-~

Probabilidade de haver vazamento
do estado [n(?)) para V outro

Note também que como

Ep— EQ = AV + A )

k#n
oF, Vien|?
é possivel escrever o = =1-—\? Z (0‘) k| DN Zn
OEn k#n (En —Ekz )2
Este resultado também vale para ordens superiores de teoria de perturbacao.
R
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FI002 Teoria de Perturbagao:Alguns exemplos
Aula 02 Oscilador harmonico Simples

2
1 1
Hy = L + —muw?z? perturbado por V = e—mw?x?
2m 2 2

€ << 1,adimensional

H tem soluciio exata. Basta redefinir w'> = w?(1 +¢) = o' = w1 + €.
O exemplo é legal, pois permite comparar a solucao exata com a solucao
aproximada. Um bom comeco é obter o novo estado fundamental |0) e o

deslocamento de energia Ay.

v
(10) = [0) + 37 4 ’k(0)>15(g0+35,§” +
Por teoria de perturbacao, temos: <
Vi |2
\A0:%0+Zk¢OE§)+OJEI@+...

Voo = €22 (0(0)|22|0(©))
Os termos relevantes sao
Voo = emToﬂ<2(0),x2,0(0)>

o o — h T _ B 1
?)oo‘é(’ Lembre que TV 2m (a+a 2) o CLLTO vnln —1)
%g GEE x2 — —27’7:Lu) (a2 _|_a/T _|_aTa[+a[a}T) a |n> —_— f"L_|_ 1‘/’7/_'_ 1>
Qoo V
e hw huw W
MAPLima Conclua que: Voo = 1 Voo = 62\/57 eque Vio=0p/k#0e2. H& | g
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F1002 Teoria de Perturbagao: Oscilador Harmonico Simples

Aula 02 ©)
e espectro: Ep’ = (n+ 1/2)hw

Oscilador nao-perturbado E(O) =1/2hw e E(O) (2+1/2)hw
o quantldade util: E(()O) — E(O) —2hw

Do slide anterior, obtemos:

0) = |09) +

(0) ehw 1 € 2(0) 2
RO 512+ 0e)
chw chw.2 1 chw €2
o (woyz 1 _dw ey,

2./27  —2hw 4 16

+O(2) = [0©) —

GAOZEQ—E(()O):

62

Ou seja |Ap = hw(z ~ 16 + O(€®)).|Compare com a solugio exata
hw h 2
no limite de e << 1, isto é 7\/14—6% 7&}(14— % — % + ...).

Observe a auséncia de |1°) no novo |0). Porque? A nova Hamiltoniana

comuta com o operador paridade e exige solucoes com paridade bem

83 O definida. Na representacdo das coordenadas (z|1°) é fmpar, e (x]0) é

e par.

&(?Ooo
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F1002 Teoria de Perturbagao: Oscilador Harmonico Simples
Aula 02

As fungdes de onda do Oscilador nao-perturbado que compde (x|0) sao

(2]0©) = 7r11/4 ﬁe_ﬁ/zx?} -
dadas por onde, xg = {/ —
ZU2 .272 T 2 mw

(£20) = Lo b e 22 4 4(2)7)

Para obter a solucao exata do estado fundamental da Hamiltoniana pertubada,

Zo L (1L49Y% gm0+t
basta t 00, (z]0) =
asta trocar xy por 15 o)/ em (x|0"), (x]0) Az

Para obter o resultado da teoria de Perturbagao para (z|0) basta expandir a
férmula acima na série de Taylor, isto é: f(e¢) = f(0) + f'(0)e. Ou seja:

]. 1 (1 —|— E)_7/8€[_%(1+6)1/2] —l_ 1 (1 _|_ 6)1/8

(@]0) =~~~/ 4 of .
x|0) = — ——e€ € —
§ ml/4 | /xg Tl/48  Jxg 1/4 To
[~ 2 (14e)*/?] 2 (14 €)~1/2 0 €

8 xe *% .= —o = (2]09) — — (z]2(®

i A
R 2 "detalhes para casa
e

&(?Ooo
Qo0 \\",, o
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FlI002 Teoria de Perturbacgao: Alguns exemplos
Aula 02 Efeito Stark Quadratico

Atomo de hidrogénio sujeito a campo elétrico uniforme na direcao z,

) ) E = |[E|Z
p e
Hy = — — — perturbado por V = —¢|E|z<{ F = e¢E
2m r
F(r) =-VV
62
En — "~ 2agn?
Conhecemos a solugao de Hy|n,l,m) = E,|n,lim){0</{<n-—1
A <m</

Spin ¢ irrelevante neste problema: ignore-o, pois assim alguns estados ficam

nao-degenerados (até agora desenvolvemos a teoria de perturbacao apenas

n = 1 — 1s nao-degenerado

IN

para estados nao-degenerados), ex.: ¢ n = 2 — 2s e 2p degenerado (+tarde)

% etc.
o
g Consideraremos n = 1 para calcular o deslocamento de energia em 2a. ordem
& g k=(n=1¢=0,m=0) 5
835(’ % Para isso suponha e = AL = Vi + Z Vi
G55l b EZVRET 200 0
Qo0 ] = (n)f, m) J#k ~k . J
Qoo &‘"’A o
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F1002 Teoria de Perturbacao: Efeito Stark Quadratico
Aula 02 |Z'k: |2
A}, pode ser re-escrito por: A = —e|E|Zy;, + €?|E|? Z J
L (0) _ p(0)
j7#k ~k J
Zir = (n,£,m|z|1,0,0). Releia o capitulo 4 (sobre simetrias) para melhor

onde

compreender as seguintes propriedades de Z;;. Lembre que z ¢ um tensor
esférico Tq(i)o. Aplique o teorema de Wigner-Eckart e consideracoes de

Ziw = (1s|z|1s) = (1,0,0|2]1,0,0) = 0
U'=10+1

m' =m

aridade para obter
P P (n',0'!m'|z|n,fm) = 0 a menos que {
Uma outra maneira de entender a propriedade m’ = m é perceber que
|V, L,] = 0 (simetria cilindrica). Ou seja, a adicao de V em Hj, quebra a

simetria esférica original, mas mantém a cilindrica. Com isso, autoket de

C
£
§ H precisa ser autoket de L,. Zj igual a zero sai direto por consideracoes
& de paridade (integrando impar). Assim, o primeiro termo a contribuir é o
'8 / / . .
£ de segunda ordem (dai o termo quadratico do efeito Stark) e como k tem
5 B , . . .
93; g m =0, s6 j's com m = 0 contribuem na soma acima.
Qoo 2 1
:Cf) 92:.  Podemos agora estimar a polarizabilidade, o, de um datomo: A = ——oz|E|2
Qoo S A
¥ |12

MAPLima e



F1002 Teoria de Perturbagao: Polarizabilidade do Hidrogénio
Aula 02 2P
ik

0 0)’
v -

Assim, do slide anterior, temos o = —2¢? E onde j deve ser

7k B
somado sobre o espectro discreto e continuo do atomo de Hidrogénio e

Zir = (79)2]1,0,0) e Elio) é a energia do estado fundamental 1s. Como
——

k
1

E]E;O) . EJ(‘O)

1 1
= = —262 (0) Z |Z]]€‘2 =

(0) (0) (0)
By’ — E; B = By

= constante Vj

realizar a soma? Podemos estima-la. Suponha

Se fizermos a constante =

1

. Assim a = —2¢” 0 0 Z 1(7)2]1,0,0)|> que pode ser reescrito por
§ By = B 57
1
3 : :
s “T ~2e £ _ 0 > (1,0,0[2])(?2]1,0,0) = use Zir =0 e
% ko Tho Ji#k
o e 1
Ogo § . —_ 2 2
%%%C’ § complete a soma em j para obter o 2e E,io) — (1,0,0|27|1,0,0)
335 &
Q00 R
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F1002 Teoria de Perturbacao: Efeito Stark Quadratico
Aula 02

A expressao de o pode ser re-escrita da seguinte forma:
1

(0) (0)
B, — Ly

Como exercicio, mostre que

(1,0,0[2°|1,0,0) onde Eﬁg) — Eéo) > 0 (energia de excitagao)

a = 2e?

1
(1,0,0]2%1,0,0) = (1,0,0[z*|1,0,0) = (1,0, 0[y*|1,0,0) = g<1,0,0|r2|1,0,0> = a;

Assim, se fizermos k = 1 para o estado fundamental 1s(n = 1), e jo = 2 um dos

primeiros estados excitados 2s ou 2pg(degenerados com n = 2), temos que, para

( 1-(0) 0) 0 0
By — B < B — g
Vi=(n#1,4,m=0): 3s,3p e 2d
1 > 1 2s e 2p
| BV -E” = E{Y—E{
£ J
g Isso permite estimar um limite superior para a, I's
o 1 1 16
o 2 2 2 2 3 3
g = —2e¢ ay = —2e ay = —= ap ~ 5.3 ag que pode ser
2 EO _ gl — (1 —1/4) 3
> 5 C’ £ comparado com o valor exato, somando em j corretamente, a = 4.5 ag.
Qoo o
o5 %
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