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Teoria de Perturbacao independente do tempo: aplicagoes
Atomos do tipo Hidrogénio: Estrutura fina e o Efeito Zeeman

O atomo tipo Hidrogénio tem Z prétons, mas um unico elétron. A Hamiltoniana

2 Ze? Z2e? h?
L — solugao: Hy|n;lm)=— in; fm); ag =
2m 2a0n2
(1) Correcao relativistica para a Energia Cinética

2
p / 3 3 . . ’ . . . .
O termo — é de fato o primeiro termo da energia cinética relativisticamente

é dada por: Hy= 5
Mee

2m
p2
correta, K = \/p202 +m2ct —mec? = mec?y |1+ —a mec® =
e
1 p? 1 p p> p
2 2 2
mec”( 1+ = — = — MeC” = —
(14 2 m2c? 8(mgc2) ) ‘ 2m  8mlc?
N ~ >4 N — —
r x? .
Vi =1+ 3 g V' (perturbagao)
Vimos em Mecanica Quantica I que a degenerescéncia g deste tipo de atomo é
r/n/: 1 — 187:>g: 1 Se comuta com p comutacomp
) n=2—-282p=>9g=4 o o
n- < n=3—353p.3d=g=09 L, V] =0 (pois [p“,L] =0) ... V é diagonal
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FI002 Correcao relativistica do termo de energia cinética
Aula 04 Em outras palavras, V é rotacionalmente simétrico e isso o torna diagonal na

base de Hy. Desta forma, o deslocamento de energia em primeira ordem ¢ igual
(p*)

-~ n; dm)

ao valor esperado de V, isto é ASE) = (n; m|V|n; fm) = —(n; lm)|

onde a simetria rotacional assegura que Agg) nao pode depender de m. Os

autores usam um truque para simplificar as contas. Primeiro escrevem:

2)\2 1 2 1 7 2
é;;@ = I (22%)2 = e (HO -+ Te)z e em seguida concluem que
1 Ze? Ze?
AV = —m[(EﬁLO)V +2E) (s bm| ——|n; &m) + (n; tm| (T)an;gmﬂ
(n; €m|ZT€2]n; ¢m) = —2EY) - teorema do virial
_ de
§ <n;€m\(zf2>2]n; Im) = einl (Eﬁbo))2 — redefinicao da barreira centrifuga
2
3 2 2
(©) (1) o (0) y/ate) 3 n o 1 24 4 3 1
8 A/ =FE"—(—- = ——mec 2 —
% nt n [ n2 ( 4+£+%>] 2mC Oé[ 4n4+n3(€+%)]
02 O £ AD
992 2 ordem de grandeza: —2£ ~ Z2a? quadrado da constante de estrutura fina.
02

Qoo 12(0)
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Teoria de Perturbacao independente do tempo: aplicagoes
Interacao spin-orbita e estrutura fina
Aqui estudaremos dtomos do tipo sédio (Na) ou potassio (K), com um elétron
14 fora e o restante (camadas fechadas internas) formando um potencial de
caroco para este elétron, V. = e¢. Em sistemas como este, a degenerescencia
do potencial puro colombiano é quebrada em ¢ (por exemplo, Fas < Eg,, etc.).
Consideraremos V. conhecido e estudaremos o efeito (chamado de estrutura
fina) da interacao spin-orbita, L.S, sobre um auto-estado de Hy = p? /2m + V.

Para ter uma visao qualitativa da origem desta interacao, lembre que o

1
potencial V., gera um campo elétrico: E = —(—)VVC(I') e que carga em
e
\%
movimento gera um campo magnético Beg = — (—) x E. Como o elétron tem
c
: » eS : L
momento de dipolo magnético pu = , a interacao spin-orbita vem do
MeC
acoplamento deste momento de dipolo com o campo Beg, isto é
2 Y eS p x, —1dV, 1 1dV,
His = —puBeg =p.(— xE) = : X (—)— — — L.S
LS H-Deff u<c ) (mec [mec (7“) e dfr] m2c? r d'r( )
De fato, erramos por um fator 2 a mais (a versdo relativistica conserta,
como veremos mais tarde). N
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F1002 Teoria de Perturbagao: Interagao Spin-orbita
Aula 04

Comece escolhendo a base mais apropriada para a Hamiltoniana nao perturba-

conjunto 1: de autokets de L?, L,,S?, S,
da. Duas bases conhecidas de Hy
conjunto 2: de autokets de L?, S2,J?, J,

Qualquer dos conjuntos de base faz Hy diagonal, pois ambos os conjuntos de
operadores que definem os kets das bases comutam com Hy. A perturbacao
V = H s nao comuta com todos os operadores que definem o conjunto 1
(componentes de operadores de momento angular nao comutam entre si).
J2 _ 12 _ §2

5 :
Se escolhéssemos a base 1, teriamos mais trabalho, pois V nao seria diagonal

Entretanto, a perturbacao é diagonal na base 2, pois, L.S =

e terlamos que diagonaliza-lo. O resultado final seria o mesmo.

Para obtermos o deslocamento em energia em primeira ordem, precisamos

calcular o valor esperado da pertubacao V' com os kets do conjunto 2.
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Teoria de Perturbagao: Interagao Spin-orbita

O conjunto 2 de kets (definido pelos operadores, L*, 8%, J%,.J,) é {|¢, 1; jm)}

que na representacao das coordenadas sao spinores do tipo:
1

:I:\/Ej:er Y, 2(6, )

j= £:|:2,m 1

Vi V201

que sao autofuncoes

m—I—l
VEFm+1Y,72(0,¢)
_1(72 _ 72 _ Q2 o _ 11
de L.S = 5(J° — L — S*) com autovalores 2(](]+) ((l+1)—5(5+1))
p/j=L+3 :>h£ VE>0

Assim, os valores de L.S sao

p/j=l—1= R w5 g

1
e+, :
As autofungoes sao do tipo V¥pnem = Rpe(r)Y, 2 m(Q, ©) e permitem calcular
1,14V,

>n€<L-S>€sjm

Anﬁj — <¢n€m‘HLS‘¢n€m> — <_

2m2c? 'r dr
com ( dv Yt = / R,o— dV R, r2dr e (L.S)¢sjm nao dependem de m.
r dr 0 r dr
R
o 1
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F1002 Teoria de Perturbagao: Interagao Spin-orbita

Aula 04 Para ser especifico, considere o d4tomo de Na: (1s)%(2s)%(2p)®(3s)* (3p)°
——

vazio

O 3s nao é mais degenerado com 3p devido aos 10 elétrons internos. A

figura mostra o espectro real

. 3
1=5890A /', 3P3/2
,' S P12
, A =5896 A
V
k 351
Para apreciarmos a ordem de magnitude entre os niveis separados pelo
1dV, 1 e?/a e?
acoplamento spin-érbita, tome Z = ~ /% = —
r dr ap Ao ag
. .. , 1 3h%e®* €2 h?
. A diferenca entre os niveis 2p; /9 € 2p3/5 ¢ da ordem o SR — 0oy
§ 2mzicc 2 ag ap miciag
1 (26€? e? h
8 Isto é (——=) — considerando que 5 :ag 1@ 137 ¢ (137)?
3 1377 ag MeC MeC
Z —— ——
()
3 h_y?
3; C’E onde « - ! ea h” // | \\ (mec) 137°
B = — = —= =
OZ?, = he 137 0T mee? ¥ . a’ 1374
é,gooo ° raio cldssico comprimento de raio de -y
2

: do elétron onda Compton Bohr £ & 6
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FI002 Teoria de Perturbagio independente do tempo: aplicagdes
Aula 04 Efeito Zeeman

Atomo do tipo Hidrogénio em um campo magnético uniforme. Construa A,

tal que B =V x A de um campo homogéneo na direcao z. Que tal

A = 1B xr = —1(Bykx — Bxy)? Verifique, calculando B =V x A, isto é
0A, O0A 0A, O0A, ., 0A, 0A,

— Yy S _ Y _
B= VXA_X(ay 82)+Y(8z 6:U)+Z((9:r; oy
eA

A Hamiltoniana é obtida pela substituicao de p — p — — em Hj. Assim
c

2 2 AQ
P ovr =24V - (pALApP) +

7

) = Bz

temos Hy =

2m 2Me 2MeC 2M C2
€ A\

~"

Hy

Mas (xp. A} = TV [AG) ()] = ARV () + () TV AR =

= (xX'|A(x).p|) + (x’])E,V'.A(X’) ou seja p.A = A.p se V. A(x') = 0.
0

E o caso do problema em questao, pois V’.( — %(Byfc — Ba;y)) = 0.
Assim, p.A = A.p = L B(zp, — ypm) = 2BL,. Tb temos A% = 1|B[*(z* + ¢°)

Instituto de Fisica Gleb Wataghin
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FI002 Teoria de Perturbacao: Efeito Zeeman

Aula 04 a1ta ainda a interagao do momento magnético do elétron com o campo B,

S.B=—

MeC MeC

+V()

dada por: — u.B = — |B|.S,. Assim nosso problema se

Hy= 3£

2Mme
reduz a:

Como a escolha da intensidade de B permite ao efeito Zeeman competir com

m

a interacao Spin—érbita ¢ melhor escrever um:

Hy = +V()

novo problema

V =Hp+ Hrscom Hp g = —5514%T, S

2m?2c? r dr
conj. 1: de autokets de L?, L,,S?, S,

Qual base de H é + apropriada’?
conj. 2: de autokets de L?,S?,J2, J,

Instituto de Fisica Gleb Wataghin
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F1002 Teoria de Perturbacio: Efeito Zeeman + Efeito Spin-Orbita

Aula 04 Comecamos estudando o caso Hyg >> Hp. Para simplificar nao consideraremos
2

/. 6 ~ V) ’
o termo quadratico 5 IB|?(2* 4+ y?) que ndo é importante para dtomos com
8mec
um unico elétron. Com isso, o deslocamento de energia em primeira ordem é

€ €

B Lz 25%)) . - = B z z)/ .
e BiLe+252)), 1 =g =B +5:0,_ 1

dado por —

rm = E r nerescenci rm
O termo <Jz>j:£:|:%,m mh ja quebra a degenerescéncia e o termo <Sz>j:€i%’m

pode ser calculado, se lembrarmos que | Note que J. + S, nao acopla m e

" de um mesmo j.
, (+m+1 —
\]zéi%,?ﬂ}zi\/ 2lme =m — 5,ms = 3)+

20+ 1
(Fm+ 3
§ +\/ 2€+12‘m£:m+%vms:—%>
8 Algebra simples nos leva a:
S 1 1
z h txtm+5. h LFm+3 2 mh
$(j=0lE+LmlS,|j=¢+1 = — 2) — — 2) = ———
. 2 2> IS ] 2™ =3 (S ) T ) T e
°°3< 'E e mh e|B|hm 1
0%95%,  Assim, AEg = — B(imh+ ———) = — 1+ ——0
d{?g%oo ssim, Abp = =5 IBlmh £ 57) omec W37
o /¢ I~ . / &“r,é
O campo magnético quebra a degenerescéncia para todos os m's = 0
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FI002 Teoria de Perturbacao: Efeito Zeeman + Efeito Spin-Orbita
Aula 04 O resultado anterior poderia ter sido obtido pelo teorema de projegao. Se V, ¢é

componente de um operador vetor V, entao
(a,jm|[J. Vl]a, jm) .

A | . _ / .
(a,jm\Vq\a,]m)— hz](]‘l‘l) <]m‘JQ‘]m>
Tomando V = S, temos:
1 1 <JS> =0+1m
_ g:l: - / B - €:|: - _ J DR . ; .
(.3 = 0 g[Sufn, j = (% gm) = St Gl jm)
mas J.S pode ser obtido, considerando:
J2 S2 o L2
J=S+L . J-S=L J24+8 2JS=L?=JS=" " - Assim,

considerando que (jm|J,|jm) = mh, temos

m
S.)iprim = J?+8° L% _
< >j—£:|:§m 2h](]+1)< + >j—€:|:

((u;)(zi;+1)+jae+1)> mh
— mh =t
20 D)t £ L1 +1)

e 20+ 1
95
2 . .
o%‘é) . conforme obtivemos anteriormente.
Qoo
o R
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F1002 Teoria de Perturbacio: Efeito Zeeman + Efeito Spin-Orbita
Aula 04

Suponha agora Hg >> Hjs. Neste caso a base 1 é a mais indicada para
Hy + Hp, pois ela diagonaliza esta Hamiltoniana. Nessa base, temos
e|B|h

-5 (myg + 2my). Lembre que para um dado par (¢, s),
MeC

<HB>m£ms -

1
a degenerescéncia é (20 + 1)(2s + 1) —2 2(20+41).
Hp remove esta degenerescéncia de forma que sobram apenas os estados
com my + 2mg = cte. Se tomarmos my = %, para quais M, vale
me+1=M—1— M =my+ 2. Assim o estado |my, %) tem a mesma
energia que o estado |my + 2, —%>

A perturbagao L.S = L, S, + 2(L+S_ + L_S) nao pode conecté-los,

£ pois my e my + 2 diferem de 2 e L+ mudam m, de 1.
% A perturbacao spin-orbita em primeira ordem ¢é simplesmente do tipo:
E valor médio de (L.S)p,m. = (L.Ss + 2 (L+S— + L_S51))mym. = K>mems.
. g  Ou seja,
35:())s K2mem, 1dV
Qoo o AT c
= H Mems — -
OCO& - (HLs)mem, 2M.C2 <7“ dr )
Qo0 RN
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F1002 Teoria de Perturbacio: Efeito Zeeman + Efeito Spin-Orbita

Interacao Dominante Quase bom Nao bom Sempre bom
Hps (B fraco) J? (ou L.S) L, eS, L% S%, J,
Hp (B forte ) L., S, J? (ou L.S) L% S%, J,

, , eh|B| 1\ e?
O que é B fraco, o que é B forte? Compare com | — | —
2mecC 137 ) ag

muito maior — B forte
Se

muito menor — B fraco
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Fl002 Teoria de Perturbagao independente do tempo: aplicagoes
Aula 04 1Interacdo de Van der Waals

Um interacao de longo alcance entre 2 dtomos de hidrogénio em seus estados

fundamentais. E possivel mostrar que a interacao é atrativa e vai com %6, onde

r ¢ distancia entre eles. Vamos demonstrar isso com teoria de perturbacao.

4
r r,
r

r -+

Escreva a Hamiltoniana H (considere os prétons fixos). Que tal: H = Hy + 'V,
r 2 2 2

h e e
2 2
Hy=—-——(V1"+V3")—— — —
= . 2m )
§ energia cinética atracao proton-
ks dos elétrons elétron proximo
:
£ onde ¢
. g v e? e? e e
el S r—nl —r—ra]  Jra—(ra )|
o 5 k= r 1 2 2 1
&gooo . -~ 7 \ ~~ i
Qoo ~ ~ , ~
Qoo repulsao atracao elétron repulsao . A
dos nucleos longe - ntcleo entre elétrons Z=® 13
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F1002 Teoria de Perturbacao: Interacao Van der Waals
Aula 04 O estado fundamental de Hy é dado pelo produto de dois kets iguais (ambos

relativos a menor energia do atomo isolado). Isto por que Hy é a soma de dois
atomos que nao interagem. Na representacao das coordenadas seria:
(0) _ 77(0) (0)
Us " = Usgo(r1)Ujgp(r2)
Para descobrirmos o comportamento do potencial entre os atomos para r

: N Ty
grande, comecamos por expandir V' em poténcias de —. Tome, por exemplo:

r
1 1 1 _ 1
= = s = — — € Use a expansao de
r — 1 V2 =2rg + 12 /1 =285 4 (L) 1 +x
/<< 1, isto é - L 3x2+ Feito isso, t
T , isto é ~1— -4+ — 4+ ...Feito isso, teremos:
b I+ 2 "8
1 1 1 Ty i \9 3 T Ti\ 9\ 2
5 ~—(1——=(—2r.— — —( — 2r.— —
g]r—rﬂ r( 2( r+(r))+8( r+(r)> +
1 rr; 1 riy.2 3,r.r;.2 T
B - (2 - O((=)3
% r( r 2(7“) 2(r) ((r))>
%
0003 4;% 7/ . . . ~ .
oggo i Mostre que se tomassemos apenas 0s dois primeiros termos da exrpansao acima,

Cf 2s>  obteritamos V =0, com V dado pela expressao do slide 13.
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F1002 Teoria de Perturbacao: Interacao Van der Waals
Aula 04

1 1 rr; 1,rj.2 3 ,frj.2 T
Aplicand =21 L 2 i O3
peando = (145 = 50 3T o))
2 2 2 2
para os 3 casos em V = e __° — ‘ -+ ‘ :
r  |r—ry] |—r—ra| |rg—(r;—r)]
62 1 r{\2 3f’I‘12 1 o2 3f‘.I‘22
t V=—-D = — ) - =(—= —(—=
e G T (E DR (R (I
1 — 3 7
5(@)2 — i(r( " )) ) e, apos notar que s6 os termos
cruzados dos dois ultimos termos contribuem, obtemos:
82 1 2[’1.1‘2 3 Z(f.rl)(f'.rz)
V:—7(—§( 3 >+§( G )> Escolhar =1Z e

2

finalmente obtenha V = 6—3 (:clzcg + Y1y2 + 2122 — 321,22), ou melhor
r

62

1
V = (3315132 + 1Y — 2z1z2) + (’)( ) interacao entre dois dipolos -
r3

ver Jackson p.141.
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Estamos prontos para aplicar teoria de perturbacao



F1002 Teoria de Perturbacao: Interacao Van der Waals
Aula 04

Acontece que quando vamos fazer as contas em 1% ordem, temos que

0 0 0 0
V(r) = ED(r) = (Ul (r1) U op(r2)|V|Ugo (r1) Uspp (r2)) = 0,

( / . ~ .
V(r) é uma integracao independente em ry e em ro

2 ~ ’
V = & (2122 + y1y2 — 22122) é uma fun¢do {mpar em rq e em ro

POIS <
Ulgo(rl) ¢ uma funcao par em ry

0) , ~
| Ui60(r2) é uma fungao par em rp

g Contribuicao de 2% ordem fornece:

B kO |( _9 0(0)

| Voo p -5 5 e sz
: S k0 Ly " — B,
23: (W2 (0) _ (0)
993 (’ 8 Uma interagao que varia com — e € atrativa, pois Ey~ — E;™ € sempre

r

&go Q09 negati?)a. \",} y
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