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Aula 05 Suponha conhecido o estado fundamental |0) de H com energia Ey. Chamamos

o
(& 2P
99

B

959 método variacional. Note também que H = Ej se |0) = |0). R

5D
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Metodos Variacionais (excelente alternativa para teoria de perturbagao)

de fundamental por ser o estado com energia mais baixa do sistema, isto é
E}, > Ey Vk. Suponha um ket qualquer (chamaremos de ket tentativa) |0), e
- (0|H|0 . e .
! ‘~ J > Note que é possivel escrever |0) = Z |k)(k|0), onde |k)
(010) o
compode o conjunto completo de solugoes de H|k) = Ei|k). Assim, reescrevemos
> neo{OLK) (RIH0) 3202, Exl(k[0)*
o0 A\ 12 T o0 A\ |2 EO +EO
2_k—o |{k|0)] 2_k—o |(K[0)]
Ly 2120:0 ‘<]f‘0>’2
> ko | (K]0}

escreva:

H na forma: H =

Se substituirmos o primeiro Fy por , teremos

> o Er — Eo)|(k|0)]?
o [(k[O)[?

anf
I

+ Ey (a soma é sempre positiva, pois Er — Ey > 0)
Ou melhor H > Ey, a energia média obtida com um estado tentativa é sempre
mator que a energia correta do estado fundamental. Nisso reside a estratégia do

4‘\’ 1
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Metodos Variacionais (excelente alternativa para teoria de perturbagao) ,
_ 2heo(Ex — Eo)|(k[0)
o [(k[0)]2

Erros de 1%ordem no ket tentativa, (k|0) = O(¢), geram erros de 2%ordem na

energia H — By = O(€?).

Note uma propriedade muito importante de H — E,

Uma outra forma de formalizar o método variacional (alguns autores chamam
de principio variacional) é dizer que H deve se estacionério com respeito a
variacoes |0) — |0) + 6]0). Isto é, obrigue 6H = 0 se |0) sofre uma variacdo §|0).
(00| H[0) _ (0] H]0)
(0]0) (0]0)2

que variacoes sobre bras sao independentes das variacoes sobre kets - poderia

(60|0) = 0, onde assumimos

Em outras palavras, faca 6H =

e ser variacoes da parte real sao independentes da parte imaginaria. Em suma,
=~ (H0) (0]H|0) - -
0H = <50|( ~’~> _ l ~‘2> ]O)) = 0. Para variacoes arbitrarias de (60| é preciso
(0[0)  {0]0)

H|0) (0|H|0 - (0]H|0) ~ -

que ~’~> _ {0H[0 >] 0) =0ou H|0) — M]O) = 0 = leia: |0) = autoket de
(00)  (00)> (0/0)

H com autovalor <6]~H~]6> 60H =0 — estratégia variacional para g‘ggoes

(0]0) aprorimadas da eq. de Schridinger. & | 9
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F1002 Metodos Variacionais (excelente alternativa para teoria de perturbagao)
Aula 05

O método variacional nao ensina a gente a escolher funcoes tentativas, mas
fornece a melhor combinacao delas ou o melhor conjunto de parametros que
representam a solugao verdadeira. Escolhemos a(s) funcao(oes) tentativa(s)
por intuicao (as vezes, simplesmente, por que sabemos fazer as integrais

envolvidas), parametrizamos (inserimos \;s) e depois impomos:

OH
v 0 = isso permite achar o conjunto ideal de {\;}.

Finalmente, colocamos {)\;} de volta em H e estimamos a energia.

Exemplo 1: Atomo de Hidrogénio

Este exemplo € interessante porque mostra que se “base” de funcgoes

£ . , ~ , . .
§ tentativas contém a solucao exata o método variacional a encontra.
8 Suponha (x|0) = e~/ onde “a” é o parametro variacional. Ao aplicar:
8 ~ o2 :
= S H = — 34, @ energia correta
()
©
gooog a—:()—> encontramos a = ag €
o3 £ a
ﬁ ~
v = 0) = |0) o ket correto
335
Q .
9o &"’A y
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F1002 Metodos Variacionais (excelente alternativa para teoria de perturbagao)
Aula 05 Exemplo 2: Poco de potencial

Este exemplo ilustra a aplicacao do método com diferentes funcoes tentativas.
V =0 para |z| < a
O problema do poco de potencial é definido por:

V = oo para || > a

(x]0) = \/— cos (5%)
A solucao exata é conhecida

Bo = (45)

Solucao variacional: procure solugoes tentativas que se anulem em = = +a

(1) Que tal (z|0) = a* — 2? (sem parametros!)

< 2 g 2

E i ga‘ﬁ*AQQ__x2)£ﬁ(a2__a¥)dw‘—'10( s ) = 1,0132F
8 B [° (a? — 2?)2dx - 72\8a2m2’/ 0
3

G

§ (2) Que tal (%]|0) = |a|* — |z|* (apenas um parametro!)

E

933
3P
~ A+1)(2N+1 h? OH 1 6 -
@%w _ | +)('+)( )= =02 )= +¢1+H:1MM%E)
Qoo 2\ — 1 4a2m? E)N 2 Sn

MAPLima |4
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F1002 Metodos Variacionais (excelente alternativa para teoria de perturbagao)
Aula 05

Ainda poco infinito: uma olhadinha na funcao de onda variacional

Temos que Hyin = Z [(k]|0Y|2EL = |(0|0)|*Eq + | (1|0) | E; + Z [(K|0)]° By,
k=0 ’ k=2
0 (paridade)

E possivel escrever que
Hunin > [(0[0)*Eo + B2 ) _ [(K[0)[* = [{0[0)[* Eo + E2(1 — {0[0)[?)

k=2
e assim, obter que [(0|0)|*(Ey — Ey) > Ey — Hpin
N —

positivo
~ Eoy — Hmin ~

s - [(0]0))? > = =0,99963 (|0) é ~ paralelo ao |0))

g Fy — Ey

8 Se fosse vetor e (0]0) = cosf = 6 = 1,1°! — usei que E, = 9E

s
A r g2 Para estudar estados excitados, tome kets tentativas ortogonais ao estado
038@*2 damental
o> £ fundamental.

335
Qo0 R
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Método Variacional Linear
Digamos que queremos resolver o problema: H|i,,) = Ep,|1,,) € que temos uma

base conhecida de kets |u;), solugoes de Hy|u;) = EZ-(O)\u,L-). Se Hy é Hermiteano,
N

{|u;)} é completo = Z |u;) (u;| = 1. Para simplificar, consideraremos base finita
i=1

de dimensao N. Suponha H mais complicado que Hgy, mas atuando no mesmo

“espaco”. Isto significa que a solugao |¢,,) pode ser escrita na base de Hy, isto é

Assim, o problema de encontrar |¢,,) é trocado pelo problema de achar as
componentes (u;|1,,). Para resolver o novo problema, projete a equagao original
Hl|,) = E|Yy,) em cada componente (u;|, isto é (u;|H|Ym) = FEun (ui|tm).
Insira a unidade e

> Huj) (uj|thm) = Em(ui|tm), ou
obtenha:

>l (wilHluj) — Epdijl(ui|$m) =0

que no prorimo slide colocamos na sua forma matricial.
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F1002 Metodo Variacional Linear
Aula 05 /() |Hlw)  (ui|Hlug)... (ui|Hluy) (u1]tm) (u1]tm)
; ; ; ; = by, :
(un|Hlu1) (un[Hlug)... (un|H|un) (un[tm) (un[tm)

Uma equacao de autovalor de H no espaco de dimensao N. Resolver o problema

exatamente € resolver este sistema de equacoes (diagonalizar H em {|u;)}).

O método variacional linear, consiste em expandir o ket procurado em uma base
de fungoes tentativas, da seguinte forma: |¢) = g ai|lu;), onde {|u;)} é um
i

conjunto de “fungoes”tentativas e {a;} é um conjunto de parametros variacionais.

WIHY)

Aprendemos que [E] = —— é sempre superior a Ej (autovalor do estado

(D)
O[E]

gfundamental). Podemos procurar os {a;}, exigindo que = 0 (condigao de

8ai

extremo) Para simplificar, [E] pode ser substituido por:

Instltuto de Fisica Gleb Wataghin

95,
Ly
&gow = (Y| H|p) + A1 — (1)[))) onde A é um multiplicador de Lagrange para

garantir o vinculo (¢]¢)) = 1. \}‘ {: -

MAPLima



FI002 Método Variacional Linear
Auat (O |H ) — Mo |h) = 0
Note que §[E] =0 =
(G| H|0b) = M[dh) =0
Onde, consideramos |61)) e (51| como variacdes arbitrarias e independentes.
Para (01| arbitrario = H|i)) — \|¢b) = 0 ou seja, [¥) é solucdo aproximada da
equacao de Schrodinger com autovalor A\. Repetindo o procedimento usando as
\@ = D Gilu;)

expansoes na base de funcoes tentativas temos:
(W = 22 ;(ujlaj
ZZ (uj|H|w;) az+)\1—ZZa fai(uji|u;))

£

§ Aplicando a condicao variacional, obtemos

3 5z'j

O

8 O|E] do satisfei

s =0= E (uj| H|ui)a; — A g az = 0 ou seja, Quando satisfeita,
o S 8&; diagonaliza H no
95; E espago de fungoes
Oo 2 (uq ]H]u1> (uq ‘H|UN> ai aiy tentativas

oot . . | |
ggoc’ . . . = A . ‘J\\",' -

MAPLima (un|Hluy)... (un|H|un) an an ¥ | 8
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Método pertubativo no espago “truncado” de fungoes
O método variacional nos leva a diagonalizacao de H no espaco de funcoes

tentativas {|u;)}. Se o espaco for completo a solugao variacional é exata.

'H:H0+V

Digamos que queremos resolver H|i)) = E|) com { Holu;) = Eilu;)

um conjunto
{lui)} {
\

oo de kets

A menos que os V, s sejam zeros por simetria, na pratica nao é possivel
trabalhar com um conjunto infinito de kets, e temos que truncé-lo (escolher
um subconjunto de dimensao V). Usando o Método Variacional é possivel
mostrar que EN > E{VH > E]J_V+2... > E%° = F; (solucdo exata). Ou seja,
aumentar a dimensao do espago truncado significa melhorar (ou manter) a
aproximacao até um limite que é a solucao exata. Para mostrar isso, basta,
considerar que o subconjunto Sy = {|u1)...|un)} estd contido no subconjunto
Sna1 = {|ur)...lun), |luns1)} e assim por diante, isto é Sy C Sy11... C Seo-
Note que a combinagao de kets de Sy (que fornece a menor energia possivel

E{V ), estd presente em Sy 1. Portanto, na pior das hipéteses o métog'(;
L - SN g BN < E .,
variacional em Sy fornece EN 1 = EV. B daf que EY > B} Tl %u®

UUUUUUU
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FI002 Metodo Variacional Linear

Aula 05 Suponha agora que Hy seja diagonal no espaco truncado, mas que H nao seja.

Nesta situacao (espectro nao degenerado para simplificar):

lug)  |u2) ... |un)
0
(B 0 ... 0 ) Vii Viz ... Vin
o E® ... 0 Voo Voo ... Van
Hy = . . . V=
\ 0 0. ... E](\?)) Vi VN2 ... VinN

Como ficaria a teoria de perturbagao sobre |u;) com autovalor Eio) de Hy?
E, = E;O) + Mup|[ VRO + X2(uq [VInW) . onde [n(9) = |ug) e [nM), [n@)), ...
sao combinacoes de kets (exceto |u1)) de Sy (lembre que a melhor combinagao é

< a variacional). No método perturbativo, [¢1) = |u1) + AnY 4 A2n@)y 4

§ Note que F; > E; e que a igualdade E; = E, é atingida somente no limite de
% convergéncia da série perturbativa, quando |¢01) = |¢1). Com isso concluimos:
: % e (O método pertubativo no espaco truncado, na melhor das hipoteses, fornece o
gg% g resultado do método variacional neste mesmo espaco.
085(?3050 o Ao diagonalizar V no espaco degenerado, € como se estivéssemos aplicando o
99° nétodo variacional neste subspaco antes da teoria de perturbacao. A

MAPLima ¥ 10
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FIO02  Um novo olhar para Teoria de Perturbagao - caso degenerado
Aula 05 Material complementar ao livro texto

Suponha conhecido: Ho|m®) = EO|m () tal que, se m’ e m € D com

dimensao gp = Ef?g) = Eﬁg,) = Eg)). Matricialmente, temos:

(ES 0 . 0 | 0 )
o EY ... 0 | 0 .
: : 0 0

Queremos resolver (Hy + AV)|m) = E,,|m) tal que }\irr%) im) =0 ¢ D
—

PO — ZmGD ’m(0)><m(0)‘
e [00) = Z C,,|m'?). Construa
meD P =1-P

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

95;
%)
&§°°° Ambos com a base original. Note arbitrariedade (Py = Z 10O (),
e ¢eD N

'4

MAPLima ¥ 11
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FIO02 ©  Um novo olhar para Teoria de Perturbagao - caso degenerado
Aula 05 O potencial V| matricialmente, fica:

( Vll V12 o . e VlgD ‘/vl’gD_i_l o e e \
Vo1 Voo o Vagn Va,gp+1
Vo= 1% 1% 1% 1%
gpl gp?2 <. gD gD gp,g9p+1
V9D+171 V9D+1,2 s VQD+1,9D V9D+1,9D—|—1 <.

Escreva H nesta base da seguinte forma: H = 1H1l = Hy+ 1V1 ou
H=Hy+ (Ph+P)V(Py+P)=Ho+ FPoVFPy+ PBVP + P,VFPy+ P,V P

[_{0 = HO + P()VP() — P()H()PO + P1H0P1 + P()VPO

< e redefina

§ V=PRVP +PVP+PVP

B , .

% Note que é equivalente

E Diagonalise Hy { & diagonalizar V em D,
883 O% pois fora de D, Hj ja é diagonal
25, D 8

Qfg‘“’ Reescreva Hy e V na nova base e construa Py = Z \6(0)>(€(0)\ =P,

Qoo

Qo0 — R
: — . . ¥
MAPLima  Lembre, entretanto que P, e Py sao escritos na mesma base. ey 12



F1002 Um novo olhar para Teoria de Perturbagao - caso degenerado
Aula 05

Assim, podemos reescrever

=S EDUOY @]+ 37 D@y m @] 4+ 3 e @y O]

teD me¢ D LeD
Assim Ho = 3 (Ep + o) [(OWO ]+ 3 ERD|m ) (m®)
teD m&D
=Y BN+ S B m ) m )
teD m&D

Dependendo de V, Eéo) pode nao ser mais degenerado. Se isso ocorrer,

aplique caso nao-degenerado para ordens superiores. Antes, entretanto,

§ reescreva V = PV P, + P,V Py+ P,VP, = PB,VP, + P,VE, + P,V P,
8  Como calcular BVP = Y [6OY OV ]m/ ) (m' @ isto ¢

g LeD

E m’¢D

-

;

g§°<’ combinacao de elementos (6(0)\V\m'(0)> = Z <€(0>\m(0)><m(0)]V]m’(0)>
d’o mED\ > g

335
Qoo R
MAPLima Isto vem da diagonalizacao de V em D.
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Um novo olhar para Teoria de Perturbagao - caso degenerado

E se a degenerescéncia nao for quebrada?

Redefina Py (aumente a dimensao de D, incluindo kets que acoplem kets

de D via V). Chame-o de f’o. Defina P = 1 — f’o e comece de novo, agora

ﬁg = Hy + }50‘/}50 diagonalize I:IO
com e repita ¢ e na nova base
V =P, VP +P VP +PVP reescreva Hy e V

Se a degenerescéncia for quebrada, aplique caso “nao-degenerado”. Em
. ~ /
outras palavras, aumente a dimensao de D escolhendo m' ¢ D que acople

/(0)><

com os kets de D via V. Ou seja, faca Py = Py + |m m’(o)\ tal que

<€(0)\V\m’(o)> # 0. Isto aumenta as chances de quebra de degenerescéncia

para aplicacao do caso nao-degenerado. Tente isso no problema 5.12 do livro.

A proposta de ampliar o espaco Py para Py implica em comecar o problema
com o método variacional (espaco truncado) e apds transformagdo das
matrizes envolvidas, aplicar método perturbativo sobre kets, agora, mais

proximos da solucao exata. Isso deve ajudar no processo de convergéncia.

¥ 14

UUUUUUU



