FI002 Hamiltonianas com dependéncia extrema no tempo
Aula 07 Trataremos agora Hamiltonianas dependentes do tempo que permitem

aproximacoes consistentes e relativamente simples por se tratarem de
casos de dependéncias muito rapidas ou muito lentas no tempo.
Aproximacgao subita (ou repentina.)

, , , , O sistema nao tem tempo
Hamiltoniana muda muito rapidamente = . )
para “acompanhar” as mudancas.

Para melhor entender o significado de aproximacao subita, considere a equacao

de Schrodinger ih—U(t,tg) = HU(t,ty) para o operador de evolugao temporal.

ot

sT {3 é um parametro adimensional
onde
Y

troque ¢ por — 5
2T T é uma escala de tempo, com ) = %%

E 0 H
g btenha: 1 —U(t,tg) = ———=U(L,t —Ul(t,t
geo enha: io- (t,t0) 2wt/ T (t,t0) = o (t,to)
B
E Note que se T'— 0 = 2 — oo e temos 8—1/{(75, to) = 0 (U constante no tempo).
i S

R Oé Como U(tg,tg) =1 = %imOU(t,to) = 1 (para t imediatamente apos T).

935 i -
5 2

&(?Qoo De fato, basta pedir que T seja pequeno comparado com " , onde
Qoo Wab \\",} o
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FI002 Hamiltonianas com dependéncia extrema no tempo
Aula 07 A proximacao adiabatica

Tendemos a aceitar a aproximacao adiabatica sem pensar muito. Dada uma
Hamiltoniana que depende de alguns parametros, simplesmente calculamos

os autovalores em funcao destes parametros. Nesta aproximacao, se os
parametros mudam “vagarosamente” com o tempo, entao os autovalores sao
corrigidos apenas em funcao da mudanca deste parametros. A chave da
questao é: o que significa “vagarosamente”? A escala de tempo de mudanca
dos parametros precisa ser muito maior que a escala tipica de tempo do
sistema 27 /wqp. Ex: curva de potencial da molécula de hidrogénio, onde para
cada valor de R, distancia entre os nucleos, resolvemos a parte eletronica do
problema. Vale porque o “movimento” nuclear é de fato muito mais lento que

o “movimento” eletronico. Em seguida, monta-se a curva de potencial Fy(R)

§ e calcula-se o espectro vibracional da molécula.
% Para entender melhor isso, considere: H|n) = E,|n) que pode ser entendida
% por H(t)|n;t) = E,(t)|n;t) simplesmente notando que H
95; O§ . A evolugao
Qas 2 9 B
djgow temporal é comandada por ih—|«a;t) = H(t)|a;t)
kg ot R
4‘\' 2
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FI002 Aproximagao Adiabatica Base completa a cada
Aulas ;) = 35, ca(t)e’®On; )
Consideraremos solucoes do tipo e substituindo
¢/ 0,(t) = —1 [" B, (t")dt
0
em th—|o;t H(t)|a;t), com o uso delH(t)|n;t) = E, (t)|n;t), obtemos:
ot
0
#n (1) [ t —|n;t ] =0
> Ol ) + en(t) 5 )
Até aqui, sem
Ao multiplicarmos a equagao acima por (m;t|, temos: aproximagdes
: ; _ 0
(1) = = 3 ent)e OO0 O ) (s 1))

aqui reside a novidade
< onde usamos que (m;t|n;t) = d,, se ambos em t.
Se derivarmos a equacao da caixa verde em relacao a t e a multiplicarmos

por (m;t| com m # n, obtemos:

(s 11 1) = [Ba(t) — Eon(1)) s 1] s 1)
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O Assim, finalmente podemos escrever:

&ggf’ooo . (t) (t)< t’( 8 ‘ t>> Z ( ) ’L[O (t) 0., (t) <m t]H]n t> \", -
Cm = —Cm m, U T Cn
MAPLima ot oyl E, —En % [3
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Aula 07

G i[O () =0 (£)] (m;t|H|n;t
t]m,t)) Z cn(t)e BB

éa solucao formal do problema dependente do tempo. Note que com a evolucao

temporal, aparece o acoplamento entre ¢,, € 0s ¢,’s (o estado |m;t) comeca a

misturar com o |n;t),n # m) devido ao termo H.

A aproximacao adiabatica, consiste em assumir que
Argumento (do livro texto) estd errado!
<m;t!H!n;t>’ _ 1

0 m

Ou seja, a escala de tempo 7 para mudancas na Hamiltoniana precisa ser muito

grande comparada com o inverso da frequéncia natural do sistema. Isto resulta

em(t) = e We, (0)

gﬁem:
.ot
3 t)y =i [, (m;t'|(Z|m;t'))dt
3 0 0 0
: §Note que 0 = Y —(m;tlm;t) = (m;t|(a Im; t>) (5’_<m t])]m t)
03305 O 1, *
2z 7

%‘w £ ou seja, (m;t!(0t|m t)) = _(015 (m; t])|m; t) [ m; ¢ ( \m t))]

Qoo

Qoo p, A
MAPLir:a onde se conclui que (m;t| (§|m; t}) = imagindrio puro. u%?l'% 4




F1002 Aproximacao Adiabatica
Aula 07 P
A equagao:| ¢, (t) = —cm(t)<m;t\(a\m;t>) -

1[0 () =00 (1)] $T7%; t|H|n;t)
; cn(t)e E _h

é a solucao formal do problema dependente do tempo. Note que com a evolucao

/
temporal, aparece o acoplamento entre ¢, e 0s ¢,'s (o estado |m;t) comeca a

misturar com o |n;t),n # m) devido ao termo H.

A aproximacao adiabatica, consiste em assumir que

(m;t|Hn;t), 1 09 N gy Imit AL — [mst)
‘ En_Em ‘—;<<’(m,t|(a\m,t>)‘—|(m,t|( At ‘

Ou seja, a escala de tempo 7 de transicoes entre estados precisa ser muito

grande comparada com as mudancas no estado original |m;t) devido a H (t).

cm(t) = e e, (0)

§Isto resulta em:
t)=i [\ (m;t| t'))dt
§ Yon () —Zfo (m; (8t’|m >)
8 0 d 0
§Note que 0 = — (m;tim;t) = (mst]|(5mst)) + (= (m; ¢])|m; ¢
;"o % ot ot ot
(gg’f’ogou seja, (m;t|(= 0 im;t)) = —(2<m't\)\m' t) = — ((mt\(élmﬂ) ]*
dfﬁ%o ot ot ot |
i onde se conclui que (m;t| (a|m; t)) = imagindrio puro. u%?l'% =



F1002 Aproximacao Adiabatica

Aula 07 Assim, concluimos que na aproximacao adiabdtica, se o sistema comeca em um
autoestado |n) de H(0), entao ele permanece no autoestado |n;t) de H(t), pois
¢i(0) = 0 a menos que i = n, e neste caso ¢,(0) = 1. Nestas condigoes e das
s t) = 32, ca(t)e?nns )

equacoes — [a(™;t) = (DD 1)
cn(t) = e (e, (0)

Vejamos se esta consistente. Sabemos que quando H nao depende do tempo,

s, B,
EVL, t>) = —Z? e da

in;t) = e “Ent/Pp). Com isso podemos calcular (n, t|(

E,t

t
0
equacao v, (t) = z/ (n,t’](a -|n;t'))dt’, temos v, (t) = +T Por outro
0

E,t

lado, a partir de 0, (t) = ——/ E,(t"dt', temos que 0,(t) = — Assim, as

duas exponenciais de |a(™;t) se cancelam, e obtemos |a(™;t) = |n;t), conforme
esperado. Esta verificacdio de consisténcia (do livro texto) esta erradal

o A aproximacao adiabatica € aplicada com grande sucesso em cdlculo de

Q Qo
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&gooo o A interpretacao do significado da fase v,(t) € nada dbvia. Recentemente,
R

MAPLima foi mostrado que v, (t) é mensurdvel para Hamiltoniana’s ciclicas! ‘%@ | g

estruturas eletronicas, vibracionais e rotacionais de moléculas e solidos.



F1002 Aproximacao Adiabatica

Aula 07 Assim, concluimos que na aproximacao adiabatica, se o sistema comeca em um
autoestado |n) de H(0), entao ele permanece no autoestado |n;t) de H(t), pois
c;(0) = 0 a menos que ¢ = n, e neste caso ¢, (0) = 1. Nestas condigoes e das
s t) = 32, cn(t)e™ Dlns t)
equacoes — [a™;t) = (M eifn )| 4)
cn(t) = M, (0)

Vejamos se esta consistente. Sabemos que quando H nao depende do tempo,

In; ) = |n). Com isso podemos calcular (n,t|(=:|n;t)) = 0 (pois |n;t) ndo muda

ot
! 0
com o tempo). Isso faz v, (t) = z/ (n,t| (8 -|n;t'))dt’ = 0. Por outro lado,
0

1 [t Bt
a partir de 6,,(t) = _ﬁ/ E,(t")dt', temos que 60,(t) = - Assim, a fase
0

final, contém apenas a componente da evolucao do estado estacionario, ou seja

(™ t) = e iR In;t=0) = eI R In), conforme esperado.

o A aproximacao adiabatica € aplicada com grande sucesso em cadlculo de
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estruturas eletronicas, vibracionais e rotacionais de moléculas e solidos.



Fl002 Fase de Berry

Aula 07 Quantal phase factors accompanyng adiabatic changes, by M.V. Berry
Proceedings of the Royal Society of London, Series A 392 (1984) 45

Considere que a dependéncia da Hamiltoniana possa ser representada por

um “vetor” de parametros R(t). Ou seja, que exista algum espago, no qual

as componentes de R(t) especificam a Hamiltoniana e sua forma de evolugao

temporal. Um exemplo disso seria um campo magnético aplicado ao sistema e

voceé girando o botao de intensidade e/ou orientacao do campo. Desta forma,
En(t) = En(R(1))

temos — (n; t| (%|n,t>] = (n;t| [VR]n t>]
n;t) = |n(R(t)))

OR
ot

onde VR é simplesmente o operador gradiente no espaco e direcao de R. A

£ T
0

§ fase geométrica v, (T) = z/ (n,t|(=|n;t))dt, fica:

8 0 ot

S T R(T)

2 OR
: S 4 (T) = z/ nst] (Valnit)) St = z/ n:t] (Vrln:1)) aR.
53 Og 0 ot R(0)
O;j(? £ No caso em que T representa um perfodo de um ciclo R(T) = R(0) sobre a

Ooo
curva C' = T (C) = i%(n;ﬂ (VR]n;t>] dR N

MAPLima %~ |8



F1002 Fase de Berry ou fase geometrica
Aula 07 para usar uma mateméatica conhecida em Y (C) = z%(n, t| [VR\n; t)] dR,

$A,(R).dR
defina A, (R) = i(n; | (VR\n; t)) — 7, (C) = |} teorema de Stokes
[ (Ve x A,(R)).da
onde a integracao em da é sobre uma area circundada pelo caminho C. Assim,
a phase de Berry é determinada pelo “fluxo” de uma campo generalizado
Bn = Vr x A, (R) através da superficie S, delimitada pelo circuito seguido
por R(t) em um ciclo.
e Note que independente de R, v, (C) terd o mesmo valor, se o fluxo sobre
a superficie for o mesmo.
e Note que A, (R) e B,,(R) sdo reais.
Vamos agora explorar nossa escolha de formulacao matematica do problema.

Suponha que multipliquemos o ket |n;t) por uma fase arbitraria, e O(R)

dependente de R(t). Isto é |n;t) = e®®)|n;¢). Da definicio acima de A, (R)
temos A, (R) = A,(R) — VrJ(R), o que nao altera v, (C) pois, V x Vi = 0.

Aparentemente, v, (C) nao depende de detalhes de R. Falta mostrar que nao €

Instituto de Fisica Gleb Wataghin
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Oo%
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Qo092 zero sempre. Note que o presente formalismo tem similaridade com ogqy, 4w
V4

MAPLima de transformacao de Gauge. :‘: 9



F1002 Fase de Berry ou fase geometrica
Aula 07 Agora vamos calcular v, (C).
A, (R) =i(n;t|(VrIn;t))
De = Bn = iVR X [<n;t\(VR\n; t>)]
Bn = VR X An<R>

Para desenvolver isso, lembre que Vi X [fVR) = VRf X Vg + fyR X V%
0

e escreva By, =i (VR<n; t]] X (VR\n; t)] . Com auxilio do operador unidade

podemos escrever B,, =i Z (VR<n;t\) Im;t) X (m;t] (VR|n;t>) com

m#n
((1) insercao da unidade colocando o |m;t) & esquerda e (m;t| &

, direita do X
duas sutilezas <

L (2) que a soma nao precisa ter n, pois este contribui com zero

Para conseguir uma nova expressao para o termo (m; t| [VR\n; t>) , tome o

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

50
(%)??“’ Vr da eq. de Schrédinger e a multiplique por (m;t|, isto é, calcule
o ((m;t]) Vr (H(R)yn;t> - En(R)\n;t)] com m % 1., T
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FI002 Fase de Berry ou fase geométrica
Aula 07 Do slide anterior, temos :

((mit]) Ve (H®)n:t) = E,(R)|n;t) ) comm #n,
(Gmstl)  ((VeH)n:t) + H(Vrlnst) = (VeEn)nit) + B (Velnit) )
(m; t|(VRH)|n;t) + Em(m;t|(VrIn;t)) = En(m;t|(VrIn;t))

(m; t|(VeH)|n;t)
En — Ep

para finalmente obter (m;t|(Vr|n;t)) =

onde usamos que (m;t|(VrE,)|n;t) = (VeE,)(m;tln;t) =0

Isto permite escrever uma expressao para fase de Berry (ou fase geométrica):

Y (C) = /Bn(R).da

(n;t|(VeH)|m;t) x (m;t|(VeH)|n;t)
RS e .
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C?(? ~ Esta formula jd foi testada experimentalmente para situagoes onde 7, (C) # 0.
Ooo
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FI002

Fase de Berry para spin /2

Aula 07 Vamos calcular ~, (C') para um exemplo especifico: uma particula de spin 1/2

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

o
>
s
83

Qoo
MAPLima

manipulada por um campo magnético que muda vagarosamente no tempo. Para

evitar confusao de notagao, chamaremos este campo magnético de R(¢). A

2
Hamiltoniana do sistema é dada por H(t) = H(R(t)) = —#S.R(t) onde S é o

operador momento angular de spin 1/2. Escrito desta forma, o momento

magnético de spin para cima ¢ simplesmente p. Fixando R na direcao Z,

E.(t) = FuR(t) (autovalores)
temos de: H(R)|n;t) = E,(R)|n;t) =
|£;¢) (autokets)
onde R(t) é magnitude do campo magnético e os sinais + refletem spin para
cima e spin para baixo, em relagao ao sentido do campo magnético R(t). Para
n;t|(VeH)|m;t) x (m;t|(VeH)|n;t)
(En o Em)2 ’

calcular B,,(R) de B, (R) =i ) <

m#£n
(o (E1 — EF)? — p?R?
o VrH — —2£8

necessario calcular < P lha d
ara a escolha da

base use S.z AWy AN
¥ 12
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FI002 Fase de Berry para spin /2
Aula 07 S=1(S, +S )%+ &(Sy —S)y + 5.2
Assim, tomando podemos
S.|+st) = £L|45¢) (2 grudado no R(t))

h 1
calcular (£;t[S|F;t) = 5()‘( F iy). Juntando tudo, temos BL(R) = :F2R2(t)2
Se tivéssemos feito a conta com |+;t) autokets S.R e ndo de S.Z, obterfamos

1 ~
BL(R) = R
1 [ Rd 1
Isso permite calcular a fase de Berry, por v+ (C) = $§ R2a = :F§Q

onde € é o angulo sélido subententido pelo caminho que o vetor R(t) viaja,
relativo a origem R = 0.
Medidas experimentais feitas com neutrons ultra-frios confirmam

experimentalmente a fase geométrica da formula acima.
Ver detalhes, em D. J. Richardson et al., Phys. Rev. Lett. 61 (1988) 2030.
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OCO% “Revisitando Aharonov-Bohm e monopolos magnéticos” fica para para casa.
Qoo
350 A leitura é meio indigesta e, portanto, me procurem para diuvidas. .
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Revisitando o efeito Aharonov-Bohm

Outro caminho
de Feynman

/

B =0

Cilindro

B#0

fonte de particulas

),

Um caminho de Pacote de ondas Pacote dividido apds
Feynman antes de passar passar pelo cilindro:
pelo cilindro Parte do pacote passou
impenetravel por cima. Parte passou

por baixo.
Em FI001, estudamos como a probabilidade de encontrar a particula

na regiao de interferéncia I depende do fluxo magnético. O estudo
foi feito com integrais de Feynman. A particula nao pode penetrar
no cilindro, onde B # 0 (B = 0 fora do cilindro) mas ela percebe o
potencial vetor que difere de zero fora do cilindro. A interferéncia

resultante dependia do fluxo do campo magnético dentro do cilindro. ,
e

'4~.\'

UNICAMP

regiao de interferéncia
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Revisitando o efeito Aharonov-Bohm
Dica sobre a equagao 5.6.43, (r|n(R)) = exp (;—6/ A(r’).dr’] Yn(r —R)
CJR

A solucao do problema de uma particula na caixa pode ser obtida de

2

p
—1) = E, com condicoes periddicas de contorno. Uma forma mais

2m
simples é resolver a equacao p|p’) = p’|p’) na representacao das coordenadas.
2 2
Lembre que [p, p—] = 0 e os autokets de p também sao autokets de o
m
. h .
Assim, (r'|p|p’) = p'{r'|p) = ;an(r’) =P’ (n)¥n(r’). O que muda se a caixa

. T ,o €
estivesse sujeita a um campo magnético? Troque p por p — —A para obter:
&

h e
(_'V B _A] VB (') = p’i)@bf(r’) cujo espectro é o mesmo p'. = P'(,) com
i c

VB (r") = exp [% / A(x").dr” ] Y (r") (verifique, inserindo-a na equagao

n

diferencial acima). Para escrever a solucao com respeito a uma nova origem R,

faca simplesmente a troca : r' — r — R, e obtenha

wf(r—R —exp /A .dr’ wn(r— R) S o
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