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Espalhamento como perturbacao dependente do tempo
Para estudar o problema de espalhamento como uma perturbacao dependente

do tempo, continuamos com

2
Hy = 5~ — ¢ a Hamiltoniana da particula livre

H = Hy+V, onde

V — ¢ o potencial espalhador.
Exceto que agora o potencial é ligado quando a particula se aproxima e
é desligado ao ficar longe o suficiente. Usaremos, como no livro texto, a

normalizacao da caixa

6) = k) = (F|K) = S e (K'[K) = e 1o
Hy|p) = E|op)

Do enfoque de interacao,
UI (t07 tO) =1

R
Ur(t,t0) =1 — %/ ViU (t' to)dt’
to VI — eiHot/hve—iHot/h

e amplitude de transicao do estado |7)(|k’)) para o estado |n)(|k”)), dada

. U iw ! . s AN
por (n|Ur(t,t0)|i) = dni — > > (n|V|m) /e nmt m|Ur (', to)]i) g}l% .
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F1002 Espalhamento como perturbagio dependente do tempo
Aula 12 A estratégia para resolver a equagao

(U 0)) = 6y S ulVim) [ o iU o)

(e Substituir iterativamente o lado direito em (m|U;(t',to)]i). Isto cria uma

hierarquia em O(V™).

foi: { e Para atender que o potencial comeca a ser ligado gradativamente a
partir de tg = —oo, multiplicdvamos V por e’. No final faziamos € = 0,

o que implicava que o estado inicial mudava a partir de um autoestado

| de Hy, sujeito a um potencial constante no tempo.

Agora, no problema de espalhamento, temos que considerar que a condicao
assimptotica deve valer para t = —oo e t = +00. Em ambos os tempos, a solucao

precisa ser solucao de Hy. Assim, repetimos o procedimento de antes, exceto

ca Gleb Wataghin

que exigiremos € << 1/t, e ~ 1 (futuro distante). Ou seja, é preciso primeiro

i fazer € — 0 e depois ¢ — +oo. Proporemos uma solugao baseada no primeiro

o
&) ;. . . , . ~ . . .
3, O € termo da série perturbativa, isto é, situacao obtida para o caso em que inserimos
995 B o - : - : : ,
o°°c9> = do lado direito da equagao acima a expressao (n|Uy(t,t9)|i) = 6, (o |i) evoluido
Qoo

3% . i i A
ok ortornormal ao |n)) : (n|Ur(t,tg)|i) = 6pi — ﬁ(n|V|z> /to glwnit tet dt’u&::i )



FI002 Espalhamento como perturbagio dependente do tempo
Aula 12 Por hipdtese, consideraremos que a dependéncia temporal para o espalhamento

deve ter o mesmo formato que o termo de primeira ordem, e com isso trocar
V,i por algo mais geral, T},;. Assim, escrevemos:
i b
(n|U;(t,to)|i) = i — ﬁme/ it et g1
to

Esta amplitude de transicao é conhecida por matriz S de espalhamento e fica:
+o00

Sui = lim ( lim (n|U (2, 10)13) ) :(sm—%mm@/ piemit’ g4 —

t— 00 e—0 5o
A matriz de espalhamento S tem claramente duas partes, uma na qual o estado

final € igual ao estado inicial e outra governada pela matriz T que deve levar

em conta o espalhamento.

§Taxa de transicao e secao de choque. Como fizemos antes, definimos por

g taxa de transicao a quantidade: w(i — n) —’ (n|Ur(t,to)|t >‘2 Para |i) # |n),
g; gtemos: <n|U[(t —OO)‘Z> — _ET ,/t 6iwmt’+et’dt/ _ —ET ewn—m
258 7 i) F D o e
dj§8°ooo ' 2 Ve e2€t . € €2€t
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Espalhamento como perturbacao dependente do tempo
2
A expressao w(i — n) = % T5,5|?0(E,, — E;) é muito similar & Regra de ouro

de Fermi, exceto que T),; aparece no lugar do V,,;. Veremos, logo mais, como
calcular T,,;. Primeiro, vamos ver como ficam as secoes de choque dentro deste
procedimento. Multiplicando a expressao acima por p(En)dFE,, e integrando

mkL3 |
(2#)2713

sobre E,,, temos: w(i — n) = T,i|?dS), onde usamos o resultado para

k, L
p(E), isto é, p = m—( ) dS? obtido na aula 10, slide 4. Aplicando a definicao

h2

de secao de choque da aula passada e lembrando que estamos na normalizacao

do mL3
da caixa, temos:] — = (2 75 )2|Tm-\2 (note que para obter esse resultado, é
T

df)
h k v
£ preciso mostrar que o fluxo de probabilidade incidente é J = —— = —, onde
mIL3 L3
do

hk/m). Compare isso com o resultado da aula passada 2= = |f(kK',k)|*|com

S
I

42 L3
f(k',k) = — 7;'12m (k']V]\Ifl({+)> = —%(k’]ﬂ@fj)) (este dltimo com a
s
mL°>

———T,,/l a menos de fase global.
21 h? A A

4‘\' 4
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normalizacao da caixa), e conclua: | f(k’, k) =



FI002 Espalhamento como perturbagio dependente do tempo
Aula |2 Vamos agora obter a matriz T, seguindo a estratégia do livro texto. Primeiro,

resgate duas equagoes do 20.(caixa azul) e 3o.(caixa verde) slides (para tg=—00):
) {015 =00l = i = 3 3 Vo, [ e i, ool
1 ezwmt—ket

2 — = Oni T nz :
) (alUs (8, ~00)i) = b+ 3 Toi =

Insira a equagao 2 (com n = m) no lado direito da 1 para obter:

' G Y ot 1 glwmit +et’
(0Tt =00 ) = s = 5 3 Vi [ e (G + 1 T )

. t . t
/I/ N . / /I/ 1 TmrL - t/ . 't/ t,

— 5nz . _Vni ezwmt = Vnm ezwnm +1wm it +€ —
h - m

50 h h —Wmi T %€ J_
= i piwnittet i1l T . tEe
= 0 — —V _ _ = V. ma / Wit +et’ _
% "R " 4tiw,,+€e hh zm: i + e oo c
0
g 1 ezwmt—ket T .
2 = 0y + = (V V. LI ) comparacao com Eq. 2
o L%SL’ + h —wy; + 1€ ni + hz T o i€ aparag q
95; =
Qoo O @ mz Tmz
1 T, = V, = Vi V.
&(?Ooo —nos leva a: T,,; = Vi, + hz L —— m+; T Bt ihe
Qoo \\",, o
4‘\' 5
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FI002 Espalhamento como perturbagio dependente do tempo
Aula 12 Vamos agora obter a matriz T, seguindo 4 a estratégia do livro texto. Primeiro,

resgate duas equacoes do 20.(caixa azul) e 3o.(caixa verde) slides (para to=—00):

nt ﬁ . e
1 eiwmt—l—et
2 Ur(t, — N = 0, + =Th; ‘
) (alUs (8 ~00) i) = b+ 3 Toi =
Insira a equagao 2 (com n = m) no lado direito da 1 para obter:
. t Wit +et’
1 . / / 1 e —m
Ur(t, — ) = 5nz - z Vnm Wnm el (5mz _Tmi ] —
(01t =) = = 3, S Vom | T

t

. t .
1 . / / 1 ]_ T : . /- / /
_ 1wnit et ma W t"+Firwmt +2et’”
- 5nz - ﬁVnz/ et T T E Vnm / e e —
m

- h h —Wmi T 1€ J_
- e e [
: % = 5m+%% (Vm' + % Zm: Vim —I::Zj—e;e ] Tome e““~1 e compare
%%é,gg! g(:om Eq.2: T = Vi + % ; Vi —wﬂimi 5e — Vni + ; Vam B, — §:z+ ihe!
Qoo A

Chame € de € (note que tanto faz, pois o que importa € que vd a zero) 2.
MAPLima (note q Jaz, p 1 P 1 )J‘.c'i:, 6



Fl002 Espalhamento como perturbagao dependente do tempo

Aula |2 T
Temos com isso uma equacao 1, =V, . V, e ara os
quacio T = Vi + ) G E v ihe P

m

elementos de matriz de T', em funcao de elementos de matriz conhecidos, Vi,,,.
Se definirmos T,,; = (n|Ti) = <n\VW§+)> podemos re-escrevé-la por:

Vg™
(n|VIp) = (n|V]i) + Y (n]V|m) E<77z| Eff+ 7l>he

e re-arranja-la da seguinte forma:

v (1) —1) = 3 i) =

m

ou ainda

1
oV (166 — 1)~ g V™)) =0

Para (n| arbitrario, é preciso ter o elemento entre parénteses igual a zero, isto é:

1

Oy | oy | N Oy — 7
i) = 1)+ VW) | Note aue | Vip(™) = T

Instituto de Fisica Gleb Wataghin
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i sta € a equacao de Lippmann-Schwinger obtida na aula anterior ¥ 7



Espalhamento de um pacote de ondas
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F1002 Espalhamento de um pacote de ondas
Aula 12 Evolucao do pacote

Ek

Y(r,t) = /Ooodk g(k)y " (r)e= i

Para simplificar g(k) real, unidimensional e tem pico em k = kg e é zero para

k longe de ky. Para r — oo, temos:

o0 . eikr By, g(k)
wlet) = [ dbglk) (4 fifo.0) ) e .\
0 N r_Z/,
lim oy, (r, ) LI\

7—00 |(0 k

Pensando que g(k) esta centrado em kg, em que circunstancias que a integral

em k contribui para o caso da onda incidente?

Ly, . (ke BEg) . .
Se (kz — —=t) variar ao redor de ky, e F2= ) vaj oscilar muito e “matar” a

: h
% integral. Para que isso nao ocorra exija que i(l~cz — %t ‘ =0e -
3 ' dk ho 7 k=Fko a
% _ 1dEg 1d h?k? Rk hkg
gg :3 Z = ﬁ% k:kot = ﬁ% om k:kot Wt ou Seja Z = UGt = Wt e
O C’ 2 interprete como: nas prorimidades de z o pacote vai existir e z muda

&(?Ooo ' hk()

linearmente com t, .. centro anda com velocidade vg = —. s
MAPLima m |9



F1002 Espalhamento de um pacote de ondas

Aula 12 .
Suponha fk? (9, 90) =e " ’fk? (9, 90)‘
A condicao estacionaria é dada por:
d E,
dk‘ (kT — O — ?t”k—ko = ()
dak hkg
r= }kz o Tt
0 m
regiao de interferéncia do
pacote de ondas planas com
pacote de ondas esféricas
8 A onda espalhada ndo é esfericamente simétrica. Ela é modulada por f(6, ).
8
% t — —oo P condicio estaciondria.
o
> 52 O é Sé que r é sempre positivo. Assim p/
99 Z
Jg %z t — 400 d condicao estacionaria.
000
Qoo hk N
O “centro” do pacote espalhado tb viaja com velocidade vg = 0 :,\‘\,: 10

MAPLima m uncane G



FI002 Teorema Otico (regido de interferéncia da figura do slide 9)

Aula 12 i
Vamos mostrar que/Imf (0 = 0,p) = Imf(k, k) =

tot . ~ 1
y OU Seja que O angulo

zero carrega a informacao sobre as particulas que foram “retiradas” do feixe
incidente pelo potencial e esta relacionada a definicao de secao de choque total:

“todas que sairam, foram espalhadas”.

1
Da equacgao de Lippmann-Schwinger ]¢§+)> = |i) + B Ho T ihev|¢§+)>’
podemos, tomando o adjunto Hermiteano, escrever uma equacao para o bra:
1
<¢§+)| = (i| + <¢§+) |VEZ- TH ihe Isso permite re-escrever a amplitude de
. mL3 (+) m47r2 (+)
espalhamento f(k, k) = 5 k|V|w, ") = —7<k]V]\Ifk ) apenas usando
T
§ (1| = (k| nesta expressao do bra. E assim obter:
Gy — (p ) gD 1 ] (+)
§ Vi) = R e e S ML LR
s + + + + 1 +
o m{VINS) = I (UDVIRS) IV e VIR
933 O§ . 9 ,
df? ] 0 — pois é um numero real
Ooo
Qo0 (+) o) 1 (+) o
k\V|w, —I V V|w AV,
I (k[V|9) = ~In(00 )V Vi) i @

MAPLima il



F1002 Teorema Otico
+oo +00
Aulgl Lembre que / /(@) dx = 73/ f_(a:)

T — T x

dx + (2)
L0 C <~ <0

dz onde,

— 00

f(z) é uma fungao complexa com z = x + iy. O valor principal é definido

por P/_J:o xf_(zv) dx = lim (/:COCS f(x) d:z:—l—/:o /() dx] e o

iy 0—0 oo T — X 046 T — Zo

) 0
residuo por /(z) dz = /jL /(z) dz = f(x.o) (i6e'®dp) = +imf(xo)
o Z— 20 s 22— 2 _ . 0el?

Y X X=Xy Xo  X*X,
] ®
N -0 \\-/+ 0
X " d)
\./ z=0 e
1 T §(E' - E
Com isso, podemos calcular lim = lim ( ) dE’

e—~0 F — Hy —the =0 )__ FE' — Hg— the

§ onde apenas usamos que a integracao em E’ de qualquer funcao multiplicada

8 por §(E' — E) fornece a funcio calculada em E. A funcio em questdo é:

g

2 1 TRLS(E - E)

S lim . Assim, temos lim dE' = ind(E — H
88°<’§ e—0 B/ — Hy — the ’ e—0 J_ o E'— Hy,— 1he ( 0)
Qoo o , ) .. ,

08‘;) ¥~ (apenas o residuo pois o valor principal é zero). Usaremos esse resultado,
Qoo
Qoo | . 1 RN

= imd(E — Hy), na ultima expressao do slide 11.

¥ 12

UUUUUUU

1111
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F1002 Teorema Otico (normalizacio de Dirac)

Aula 12 + + 1 +
Isso 6 Im(k|V|WL) = —Im(w{ )]VEi i _mevy\pf{ )y =

= —Im<\111({+)\Vi7r5(E — Ho)V‘\I’1(<+)> =
= (U |VS(E — Ho)V|OH) = —n(KITT6(E — Ho)T|k)

onde nesta ultima passagem, usamos que T'|k) = V|\IJ§{+)>. Assim,

tm e ) = 7 0 1) = T [ 05 H) I € T
E finalmente Imf(k, k) = 47;;m EE|(K|Tk)|*5(E — h;:f) com E = h;:j
Lembrando que f(k’, k) = _471;771 <k’\V|\I/1({+)> = 47% m{k’\T|k> podemos
§eserever Imf(k,k) = 47%zm(ijjm)2/d3k’f(k’,k)25(E — h;:f) = (4Z2m)>< 2
L [erisrae - ) = () [ sacaopae - )
2f O = ( 422)2; / Al f 06 ) = - / 1] f(0< W) = 77

éaz;o p(E) para [K'| = [K| S o
MAPLima UNICAME 13



F1002 Teorema Otico (normalizacio da caixa)

Aula 12 T T 1 +
Isso é Im(k\V\\IJ( )y = Im<\IJ( )|VEz‘ “H, ih€V|\Iﬁ({ ) =

= (O |Vind(E — Ho)V|wL) =
= (U VI(E — Ho)V¥™) = —n(k|TT6(E — Ho)T|k)

onde nesta ultima passagem, usamos que 7T'|k) = V|\I'1(<+)>
mL> mL?>

27h? 2h? "

L3 R k2

m E (K| T|k)|? E p2p2 com B =
2m

Assim Imf(k, k) = — —— Im(k|V @Dy = k|T1S(E — Ho)|K')(K'|T|k)

E finalmente Im f (k, k)

2m

L3
- o7h2

L3
;:Thz ——(K'|T|k), podemos

mL3 27h? . 2 ;19 212 h?
escrever Imf(k, k) = 572 (mL3) ;\f(k , k)| 5Eah§fé2 = ( o ) X

Lembrando que f(k', k) = — <k’\V\\IJl({+)> —

72 k/2

2m

272 h?
< SO e = () [ aEpEyasel ¢ 0P8 -

)

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

27‘(‘2 h2. mk L k koot

s~ s B <27T>‘°: [ 0108 = - [ sl g = 27
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MAPLima p(E) para [k'| = |k| ol




