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Série de Born
Nossa intencao agora é calcular f(k', k) e, consequentemente, as secoes de

(+)>

choque. Em principio, basta achar \\If](:)> e calcular (k'|V|¥,; ™). Uma forma

de fazer isso é resolver a equacao de Lippmann-Schwinger

(+) 1
Vi >_|>+EZ-—HO+ihe
) = k) +

1 1 1
Vk) + —V :
E; — Hy + 1he E, — Hy+1the E;— Hy+ the
Outra forma é via matriz 1", obtida pela equacao de Lippmann-Schwinger
|¢(+)>

Tlk)

V|¢(+)> iterativamente, isto é

Vik) +

multiplicada por V, isto é V\wl(:r)} =Vik)y+V

Ei _HO —|—Zh€
1

trocando V|”¢1({+)> por T'k) = T|k) = V|k) + VE,L. — Hy + ihe

1
Considere |k) arbitrario T =V 4+ V [ heT que iterando fica
1

1 1
T—V 4V V4V V V+..
+ Ei—HO‘I‘ihe + Ei—Ho-l—’L'hE Ei—HO‘FZ.hE +

As duas expressoes das caixas tem hierarquia em O(V").

A série de Born é obtida com qualquer uma delas inserida em

47rm 47rm

fK k) = — K |Vwly = (K'|T|k). R

h? |
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F1002 A aproximagao de Born ou |°. termo da série

Aula |3 (+) (+) ek
Se o espalhamento ¢ fraco |¥; /) ~ k) — (x'|V. ") ~ (x'|k) = (27)372
-

Nestas condicoes, obtemos a amplitude de Born em la. ordem:

4 4 2 1 . N o
FOK k) = — 2m<k’\V]k> 7%2m . /de/V(X/)ez(k—k).x
T

Transformada de Fourier do potencial
calculada em q = k — K’

Se o potencial for esfericamente simétrico, fica mais simples calcular a integral

em coordenadas esféricas. Antes, escolha 6, angulo de espalhamento da seguinte

forma:
k-K|=qg=Vk+k?—2kK = k\/2(1 — cos0,)

g K’ k =k’ (colisao eldstica) k

g /

i Lembrando da relagao trigonométrica cos 26, = cos? B, —sin®h, = 1 — 2sin’ 6,

gg O% s cosfy =1—2sin%6,./2 = q = k\/2(1 — 14 2sin*6,/2 = 2ksin 6, /2
dj§°°°o Perceba no triangulo isdsceles que sinf,/2 = ﬂ
2o g q /2= R
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F1002 A aproximagao de Born ou |°.Termo da série

Aula |3 AnZm 1 | o
Com q na direcdo z, temos: fM (k' k) = — /d?’x’V(x’)eZ(kk )X —
% (2m)3

1 2 '
L[ ] famsorianio -

T

1 2m . 2 _iqrcos6
=177 sin 0dfdpr-e Vi(r) =

12 > " :
— _4_7”2—? dr r*V(r) 2m / sin fe'4" <5 dg =
™ 0 0
12m [ eI 4
= __ dr r’V =
2 W2 J, rrVin) igr '—1
2m [ eldr — eTuar 2m [
= —— dr rV(r) _ = —— dr rV (r)sin (qr)
q7:L2 0 2 qﬁ2 0
c Voe™H"
§ Exemplo 1: V(r) = 0¢ potencial de Yukawa
wr
3 1
8 — pode ser visto como alcance do potencial, pois quando r >> — = V(r) — 0
i
> ;3 Og Usaremos que sinqr = Im e'?" para facilitar a realiza¢do da integral, ou seja
9095 B 9 00 9 0 Vie HT .
0o f(l)(k/,k) __n dr vV (r)sin (qr) = _am dr r € Im e'd”
Qoo qhQ 0 QE2 0 ur
g3 R
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|°. termo da série de Born: Potencial de Yukawa

2 o0 . 2 (=ptig)r
Assim, f(l)(ee) = — mVo Im / dr el~#tiar — _ mVOI e—’ =
0

m
quh? quh? —p +igq 'Y
2mVy 1 2mVo,  p+ig 2mVo ¢
- > lm S p lm —o——5 = — 2 2 L 2
quh p—1q quh pe+q qui® p* +q
2mV/ 1
Ou seja, f(0,) = — ZiLi; e Lembrando que g = 2ksin 6. /2 a amplitude
2mV, 1
fica: f(1>(96) = — m20 — e isso fornece a secao de choque
ph?  p? 4+ 4k?sin“ 0. /2
do 2mV0 2 1
diferencial: — =o(60.) =
ds () = ( ph? ) (42 + 4k2sin® 0, /2)2
v
Note que se tomarmos @ — 0, mantendo -0 constante, digamos V= 772
M M
—ur ZZ/ 2
o potencial de Yukawa fica lim Vo - = — - (esse é potencial
u—)O,%:ZZ’ez T r
Coulombiano de uma particula de carga Z’e, sendo espalhada por uma com
h2k?
carga Ze). Com isso a se¢ao de choque fica (com F = 5 )
m
(0.) 1 (ZZ’62)2 1 Este € resultado cldssico do
o(f.) =
16 FE sin*6,/2 | espalhamento de Rutherford. RN
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.termo da série de Born: esfera mole

Vo r<a
Aula |13 : : , :
O pogo de potencial finito (esfera mole) é caracterizado por V(r) =
0 r>a
A amplitude (lo. Born) é obtida diretamente da integral:
(1) 2m [ , 2m Vpa® (singa
fP0e) = —— dr rV(r)singr = ——; 5 — cos qa
ah= Jo n? (qa)? \ qa
Esta funcao tem zeros em gqa = 4,49; 7,73; 10,9; ... e as posicoes destes zeros,
com auxilio de ¢ = 2ksin 6. /2, podem ser usados para determinar o raio da
)4 L] T L T ' T 2 T ’ T 1 U LI | T
GSfera a. mxﬁ Proton elastic scattering E
ol sgy  S0OMeV 1 Figura 6.6 do livro texto.
i 'O”{ 1 Note que os minimos na DCS se movem
R | 1 para esquerda para niicleos mais pesados.
S 10 : 1 Como o tamanho “a”da caixa aumenta
3 107} T 1 com a inclusdo de néutrons,“q” precisa
S 102f ] diminuir (pois, qa estd fixo). Como k ¢ fixo,
g 102} & precisa diminuir.
-g 10—47:’ Lo 1 1 TP P T L1, 'i
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24
ilg: H\‘.I“. (dcg]
= § A figura mostra segoes de choque diferenciais de espalhamento de prétons por
B 2 . . P . , . ~
oggo g isotopos de Calcio. O potencial de esfera mole é uma aproximacao bastante

65’ a4
Qoo
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razoavel deste processo, como sugerem os minimos nas curvas de secoes de
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F1002 Observagoes importantes sobre |°. termo da série de Born
Aula |3
]

FM(0,) é uma funcdo de g somente. Isso estd claro em

2m  [°

f(l)(ee) — _ﬁ ; dr TV(T) Sinqr

h2 k2
2m

a dependéncia em 0, e em E = entra via ¢, pois ¢ = 2ksinf. /2.

e f(6,) é uma funcio real. Problema: no vale o teorema 6ptico.

do . :
° 70 independe do sinal de V.

e Para ¢ pequeno, supondo ¢qr pequeno (se r grande, V (r) cuida dele)
2m [ 1 2m

f(l)(ge) =7 dr r*V(r) = 177 d’x’ V(r) (é6 geométrico)
0

e Quando ¢ cresce, f (1)(66) decresce, pois o integrando oscila muito.
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FI002 Validade do |°. termo da série de Born

Aula 13 2 1 eTikl(x—x")]
Comece com <X|\Ifl(j:)> (x|px) — i R V(X’)<X/|\I’1(<i)>

A7 |(x — x')|

Queremos <X|\I!1(<i)) ~ (x|¢pk) que significa ter:

omn 5 1 e:l:ik'|(x—x’)|
ﬁ d x/4ﬂ_ |(X_X/)| V(X’)<X/‘k>‘ << }<X|¢k>} V’X’

om 1 j:zk:r’ L,
Na regiao r ~ 0 temos: 2 0 /d3 ' i V(x')e™= ‘ <<1

fei¢k|(x—x’)| N e:l:ikr’
[(x=x)]
onde usamos que para r = 0, vale <
c zk x -~ 1
§ <X‘¢k> (277)3/2 ~ (2n)3/2
Voe ™ H"
%Considere o potencial de Yukawa V (r) = —
r

) =
s g Para k pequeno: tome kr’ << 1 e k.x' << 1. Isso é possivel se —+-— << 1,
35 o

] 27

éow com k=—, ou seja k << u,pois se u grande, kr’ e k.x' sdo pequenos na regiéo
A A,

MAPLima do potencial. Com isso, podemos escrever a condicao de validade por: ¥ | 7
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FI002 Validade do 1°. termo da série de Born: Potencial de Yukawa

Aula |3 om 1 [ 5,1 Voe i |
d°x —‘ << 1 ou ainda
B2 A r ur!
2m 1 51 Voe ko 2mV, > :
et [ L <1 | OH/ e << 1
h? 4 ! 0
e assim, finalmente obter, para energias baixas, a condicao de validade
2mV,
do lo. termo de Born para o potencial Yukawa: ‘ 72 20 ‘ << 1.
L4

Para entender o significado desta expressao, estudaremos em que condicoes

. Voe , 1A L
o potencial ——— fornece um estado ligado. Que tal —=+-— > 1,isto é,
ur W2
2
pA < 2w (pelo menos uma oscilada dentro do alcance do potencial) .- Tﬁ > W

Ou seja, para o potencial de Yukawa ter um estado ligado, é preciso que k> pn

h2]€2 h2 2 h2]€2
Isto implica em k* > p? = > a . A energia E = + V ~ 0 (quase
m

2m 2m
VO h2 k2 hQMQ

ligado) e .".no alcance de V ~ Voe !, temos — = > ou seja,
e 2m 2m

Q Qo
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3
2m
C?é’ow EpE [Vo| > e~ 2,7 (se o potencial permite um estado ligado, o 1o. termo de
B R

MAPLima DBDorn nao funciona). O caso k grande, fica para lista de exercicios. ¥ 8
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FI002 Série de Born

Aula |3 O exercicio 7 da lista 3 pede para voceé mostrar que quando k ¢ grande, o lo.

2’)77,“/0’
In — 1.
2 ik y << -

Isso é mais facil de satisfazer e .. 1lo. termo de Born funciona melhor para

termo de Born para o potencial de Yukawa funciona se

-

altas energias.

Aproximacao de Born em ordem superiores.

1
Tome, por exemplo a segunda ordem I'=V + V V' para obter
E — H() + 1€

f(kK' k) = f(l)(k’ ) + f@(K', k) onde j4 escrevemos o termo de la ordem e

1
d3 / d3 17 k/ /
27Th2 / / )V ) (x ‘E Ho—l—ze|x>x

x V(x")(x"|k) =

FA K k) =

g / 2 . 124
—%\ _ o /de//de// —ik’.x’ V( )h”;’G(Jr)(X/,X//)V(X//)/ezk.x
g

g" é ’/vx’

9553 OE x”

80000 Interpretagao: onda incidente k “interage” (via V') em x”, propaga

: via G) até x', “interage” (via V) em x" e sai com k’. =¥ | 9
MAPLima 9

UUUUUUU



Fl002 Um método variacional para a amplitude de espalhamento

Aula |3 (Existem outros!) Lik|( N
: 4 2m 1 e=trlix—x +
Vimos que (x| W,”) = (xlw) = Jy [ d'a oS s VO ),
que formalmente pode ser re-escrita:
1
\\I!l(f)> = |ox) + G(i>V\\1!(i)> com G( ) = ~F oot . Multiplicando por

V' e reorganizando temos:
o A®) =V — VGV (coisas conhecidas).
AR) |\I!§{i)> = Vl|ox) e Resolver esta equacao equivale a resolver

H |\I!1(<i)) =F \\Ifl({i)> com condicoes de contorno.
A amplitude de espalhamento, f(k’, k), pode ser escrita por

A1%m 47’(’ m 47r m
g 7 (elVIND) = - (0 VIdw) = == (W 1A
-g fl f2 f3
§ O Método Variacional de Schwinger
>3 : 4r%m _ -
0% O§ )] = == [ VIT) + (03 [Vigw) — ()| A 0,7
8°o°o Note que trata-se de fi + fo — f3 e observe que se \\Ifl({i)> sao solucgoes
/ / : N
MAPLima €Xatas f(k', k)] = f(k',k), pois = f1 = fa=f3 == |10



F1002 O Meétodo Variacional de Schwinger
Aula 13 e Mostre que 6[f] =0 — A(i>]\Ifl({i)> = Vl]¢x) (use que ADT = A,

Dica: trate variagoes ¢ ]\Iff{_)> independente de variagoes & <\I!l({_)]

, + :
e Se V é de curto alcance, convenca-se que ]\Ifl({ ) ) pode ser expandida
em uma base de funcoes quadraticamente integraveis, ou seja

) =3 aB (k) |om)

m

e Insira esta expansao na férmula de Schwinger do slide anterior

e trate a?(ff) (k) como parametros variacionais para obter:
47T2m 1 (+)
[f]=— 72 Z<¢k”vl¢m>(d Jmn{@n|V]dK) com dmn = (@m| A [0n)

mn

Dica: considere all) (k) independente de a!~) (k).

m
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&gcwo e Note que as integrais envolvem coisas conhecidas: |px/); [©m); V; G(()+)
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