FIO02 Estados da particula livre: ondas planas versus ondas esféricas
Aula 14

A Hamiltoniana do sistema de uma particula livre é dada por: Hy = o
m

2 2 2
que em suas dimensoes cartesianas fica Hy = P - Py + Pz . Para definir
2m  2m  2m

uma base, escolha |k) — p.|k}) = Ik, |k}) e construa |k') = |k,) ® |k,) ® |k)

hQ k/ 2 + k/ 2 + k/ 2 th/Q /2
de tal forma que Hplk') = (A ! z )]k’> = k') = p—]k’).
2m 2m 2m
ik’ .x’
Na representagao das coordenadas, temos (x'|k’) = (62 7 Para obter isso,
m

percebemos que [Hy, p] = 0 e usamos uma base de autokets de p — |k’) com
(k'|k") = §(k’ — k). Quando necessério, outra nomenclatura: {|F,k)}.

Acontece que [Hy,L?| = [Hy, L.] = 0 e poderiamos procurar por uma base

(Ho|E,{,m) = E|E,{,m)

L%|E,¢{,m) = (£ + 1)R?|E, £, m)
L.|E,¢;m) =mh|E,{,m)
(B0 m! |E L, m) = 6ppr S O (E — E)

{|E,¢,m)} tal que <
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FIO02  Estados da Particula Livre: ondas planas versus ondas esféricas
Aulpls Sabemos fazer esta conexao: |E, ¢, m) = /dgk\k> (k|E, £, m)

\ . 7
~~

precisamos achar 1sso

Um chute, baseado nas propriedades esperadas: (k|F, ¢, m) = Ag, E(k)ng(l;)
Como provar que a formula escolhida para (k|E, ¢, m) é apropriada?
Se acharmos a conexao com |kZ), podemos roda-lo para obter |k), pois

k) =D(a=¢,8=0,7v=0)[kz)
A" 22 rotacao
Assim vamos atrds de |kz). Sabendo que BZ ) i

|kz) = |k =0,k =0, k,) aplique L, para obter

L.|kz) = (zpy — yps)|ke = 0,ky =0,k,) =0, | ﬂ 1% rotagao
pois p,(ou pz)|ks =0,k = 0,k,) = 0. Onde se f

conclui: momento angular é nulo na direcao de propagacao. Classicamente

ja era, pois L.p = (r x p).p = 0. Mas, se L,|kz) = 0 — |kz) é autoket de L,

com autovalor 0. Ao mesmo tempo, L,|E, ¢, m) = mh|E, ¢, m). Isto implica

que (E', ¢/, m/|kz) = 0, se m' # 0 (autokets de um operador Hermiteano com
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00‘;) . autovalores distintos sao ortogonais). Com isso aprendemos algo:
Qo9
et - N g N g 1 R g
kz) = E /dE |E" 0, m)Y (B, 0, m'|kZ) pode ser reduzido a %,
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FIO02  Estados da Particula Livre: ondas planas versus ondas esféricas
) - Z/dE’\E’,f’,m’ — OV(E', (', m = 0|kz)

Uma vez que |k) = D(a = ¢, = 60,7 = 0)|kz), podemos escrever:

(E,l,mlk) = Z/dE’(E,E,mﬂ?(a =¢,8=0,v=0)|F ¢, m =0)x

(E', ¢',m' = 0|kz). Lembre que D é de fato um operador que depende apenas

de L; (sua forma geral é D = exp ( Jha) exp ( — z%ﬁ) exp ( — zJthy) ] e

é incapaz de mudar ¢’ e E’. Com isso em mente, podemos escrever:

(E, ¢, m|k) = Z/dE S(E' — E)Spry D“ Ja=¢,8=0,v=0)E  m =0kz)
= 47T m* /1. .
g[sw ¢ conhecido, formula 3.6.52 do livro, ST 1Y, (k). Assim, obtemos
% 41
g que (E, ¢, mlk)= ST 1Y *(k)(FE, £,m=0|kz). Tome o complexo conjugado
i
3; g para comparar com formula do slide anterior, e conclua que a proposta estava
O;?g’ £ correta, pois gvp(k) = (FE,¢,m = 0|kZ)* — nao depende de 6 e ¢ e depende
Qoo
Qoo 4 ~ .
i apenas de E.k e £. E assim, (k|E,/,m)= %i 1geE(k)Y£m(k). %1'% 3
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FIO02  Estados da Particula Livre: ondas planas versus ondas esféricas
Aula 14 para calcular gee(k), comece com (HO — E) |E, ¢, m) =0 e multiplique pela

esquerda por (k| para obter:
h2 k> h2k2

( Sy E)(k|E,¢,m) =0 = (k|E,{,m) = 0 sempre que 7& E .
m
(k|E, £, m) é uma funcao delta. Podemos escrever isso da Segumte forma
h2 k2 R h2 k2
( — E) g (k)Y (k) = 0 (ver slide 2) com ggg(k) = N§( —E)
2m 2m

Para achar N, que tal usarmos (E’,¢',m |E {,m) = 8(E — E)opp Oy =

/ BEE KK |E, £,m) K72k [ dQg,,gh g (k") %

r¥ ~ A7t 5 FL2:Z€//2
< gem (YY" (RYY™ (R = / K72 dR / 1% NP (" — B)

20+ 1 m

£ h2]€”2 e a .

g ><5( —E)YZ/” (K"Y,™(k").

3 2m

© h2k//2 B2L"

3 Se considerarmos que =F'" = dk" = dE" = kK" dk" = E/~c”dE”,
: f; 2m m h?
95 o It 1 47T 1 g 2
353 C’E podemos escrever: (E' 0" m'|E {,m) = ST h2k dE /de{,,|N| X

C2?000 x 0(E" — E"o(E" — E Yo (&Y (k) e ao fazer a integral, temos e
¢ ¢ A,

4‘\'

MAPLima s Y 4



FIO02  Estados da Particula Livre: ondas planas versus ondas esféricas

Aula 14 1ot ! _ dm m 2 I
(B, 00, m'|E l,m) = 2€—|—1h2k’N’ O(E" — E)0pe0mm,

[dE” f(E")d(E" — E"o(E" — E) = f(E)S(E' — E)
onde usamos que
J dQup, YT (K)Y (K = 6pr00mim

Comparacao direta com (E', ¢/, m'|E, {,m) = 6(E" — E)dp¢0mm nos leva &

h? 2041 oo j20+1
IN|? = i = N = ¢ finalmente
mk 4m vmk 4
47 h h? k> 20+ 1 N
k|E, ¢ = ) —F Y, " (k
8 h h2k? A
0
K|E, ¢, m) = 5 — E)Y(k
(KIE. t.m) = ——5(— — E)Y7"(
3§3<’§ Podemos usar este resultado para escrever k) = Z / dE|E, L, m){(E, ¢, m|k)
552 o ainda |[K) = 1B, L) ez (R o (xk)? g @
ou alnda — 3 ,m :h2k2 1y . X . = -
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FIO02  Estados da Particula Livre: ondas planas versus ondas esféricas

Aula 14 pik.x A .
(KK) = Gy = S ) (R, onde (x1B, ) = ek V7" 5
it [2mk . .
Para casa (1): mostre que ¢y = A\ Para isso, use teorema de adigdo,
T
e UL o
DY (®)Y (k) = ——Pi(k.)
— s
I
e que jo(kr) = W/ e* <059 p)(cos ) d(cos B).
ic )
Resumo
h R k2

k|E,€,m) = _E)S/Em(l;)

\/W(S( 2m

(x|E,l,m) = %\/ 2mk]e(/f7“)ye ()

Wataghin

3

o

3
2 $Para casa (2):analise o decaimento Ne?® — O + He*, considerando que o
03, g, L .
935 Og “pai” (Ne?0") estd inicialmente com spin 1 e que os filhos (0'¢ + He*) ficam

d(’?ow ambos com spin zero.
Qo0 W A
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FI002 Ondas parciais e deslocamentos de fase
Aula 14

O método de ondas parciais para o problema de espalhamento.

[V,L?] =0
Considere V # 0, mas (para simplificar) V(x) =V (r) =
V,L.]=0
O operador de transicao T definido anteriormente por:
1 1 1
T=V+V V+V 74 V+..
+ E;, — Hy + the + E, — Hy+1ithe E;— Hy+ the +

também comuta com L? e L — . T é um operador escalar. Aplicacio

W . FUEIEY)
do teorema de Wigner-Eckart (o, j'm’|S|a, jm) = &/ 0mm (', ] H )
g (o, j'm/|Sla, jm) = &;; TS

onde a barra dupla, indica que nao depende de m e m’, permite escrever
<E, f’m’\T!E, Em) = Tg (E)5gg/5mm/

Isso traz uma mensagem importante:

O potencial esfericamente simétrico nao conseque alterar £ e m no processo
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FI002 Ondas parciais e deslocamentos de fase

1 2
Aulpls A amplitude de espalhamento f(k' k) = —4—71—7?(277) (k'|Tk) pode ser

escrita por:
12
= Mo 322/@/@’ K|E 0, m'WE 0, m!|T|E, 6, m){E, {,m|k)
Im €£'m

(K|E, 6,m) = =6(T5 — B)Y;" (k)
Usando que —> obtemos:

(E', ¢'m/|T|E, em>: o (B)S0tr S

]. 2m m* /1.
F k) = = =2 (27)? ZTK ) ponziz Y/ (k)Y (k)

4 )
ou melhor: | f(K/ k) = —% > TUB)| sz Y (K)Y (k)

Para obter a dependéncia angular da amplitude de espalhamento,
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vamos escolher k na diregao z (direcao do feixe incidente no referencial

&) Qoo ~ 2€ 1
éo 9° do laboratério). Nestas condigoes Y, (k) =Y, (z) = 4—; Oomo g AT
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FI002 Ondas parciais e deslocamentos de fase
Aula 14 A amplitude de espalhamento fica

472 20 + 1

f(k' k)= - ZTg(EﬂE:%YKO(f{’) o onde (mostre)
12

20 +1
4+ Py(cos 6). Definindo, f, = —zTg(lﬁ>, temos
T

YOR/:
(i) "

oo

FK k) = f(0) = Y (20 + 1) fe(k)Pu(cos0)

(=0
Para entender o significado fisico de fy(k), vamos estudar o comportamento

a longas distancias de <X\\Ifl({+)>, isto é:

ikr
: (+), _ 1 ik | ©

: T]‘i)rgo<x|\11k > — (27T)3/2 (6 + r f(@)]

§ Do slide 6, temos e™** = Z(% +1)i%jo(kr)Py(cos §) onde (mostre)

8 14

o

3 +i(kr—€m/2) _ —i(kr—L4m/2) . +ikr _ _—i(kr—£m)

2 lim j(kr) = ° _— = V2 [e - ]
° S r—oo 2ukr ~—— 2ekr
3?35(’ 5 i~
oy

&) 30 . : ikz etthr — emtr—tm o
Q092 assim rlgrolo e = Z(% + 1) Pe(cos ) ( 2 kot ] §"’é
0N
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FI002 Ondas parciais e deslocamentos de fase
Aula 14 Colocando os resultados das caixa verdes na caixa azul do slide anterior, temos:

1 etikr _ o—i(kr—tm)  ikr
Tlim (x[W, ") = Tk 3 (26 + 1) Py(cos 6) ( — s fg(k))
l
Py 1%_089) ([1+2 gtibr  gilhr—tm) ]
A I = e 2 i ([ 2ikf () :

o potencial so afeta a
onda esférica que sai

O coeficiente da onda esférica emergente [1 4+ 2ikfy(k)] =1, se V = 0.

tkr
/ . \ e V4 . . .
Se construissemos pacotes, o pacote associado a s6 existiria p/ cte <t < 00
r
e—ikr (+)
e o associado a s6 existiria p/ — oo <t < cte’. Assim, como o ¥, ")

,
Scontém a informacao completa (antes e depois da colisao), é de se esperar que:

7{ J.dS = 0. As particulas que entram devem sair (se nao ha ralos e fontes).

—ikr
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eikzr . . e
5 2 g Assim, o fluxo associado a deve ser igual ao fluxo associado a . Isso
00 r r
C?go deve valer para cada onda parcial. Para calcular esses fluxos, defina antes
900 Se =1+ 2ikfy(k). N
% 10
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FI002 Ondas parciais e deslocamentos de fase
Aula 14

Assim, a partir de J = —Im(¥* V) podemos escrever
m

—ikr ikr —i(kr—{4m) —i(kr—{4m)
'/r2d91m(sge 9 5, )'_ /r2dQIm[e 0 ¢ ]

r or r r or r

41|Sy|? = 41 = |S;| = 1 (fruto da conservacio de fluxo).

( {deslocamento
oy =

Se =1, é estiv : s ; de fase
|S£‘ , € sugestiva a seguinte definicao: Sy = 210t £ ,
d¢ — numero real

L0 2 é convencao

O que deixa claro que a existéncia do potencial pode no mdximo infligir uma
mudanga de fase na onda esférica emergente. Como Sy = 1 + 2ik fo(k),
e2i0r _ 1 ¢ gin §, sin &y sin &y

d = = ~ Le-i0
podemos escrever f 9T I ke—i0¢ — (cos b, — isindy)
——

1 > .
Ou ainda f; = E(cotdr— 1) Assim, f(0) = Ez:;(% + 1)e™ sin 6 Py(cos 6)

~

x|~

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

o

95

ooo / / / .
Ocof?@ 955 estd forma serd util

Qo0 . . . .
Q09 Note que para deduzir isso, usamos apenas Invarianca Rotacional e g A
V.
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