FIO02 O método de ondas parciais para o problema de espalhamento
Aula |5 Na aula passada, escrevemos a amplitude de espalhamento da seguinte forma:

1 — |
f(6) = ; ) (204 1)e sin 6, Py(cos )
£=0

d
Para obter a secao de choque diferencial basta calcular - | £(6)]?. Vamos

ds?

calcular a secao de choque integral, também chamada de secao de choque total,
se espalhamento de potenciais que nao carregam a estrutura interna do alvo.
Em geral, se integrarmos apenas nos angulos, ela chamara secao de choque
integral. Mas, se integrarmos nos angulos e somarmos sobre todos os processos
possiveis, ela serda denominada secdo de choque total. A secao de choque integral
pode ser para um determinado processo, por exemplo, secao de choque integral
eldastica, ou secao de choque integral da excitacao X — A, do alvo Z. No caso
presente, de potencial Hermiteano de um corpo sé, a secao de choque integral é

elastica e igual a total, pois s6 o processo elastico é permitido. Ela é definida
d 27 7

por: vt = [ A5 = [a0lfO)F = [ do | sinoas o) -
df) 0 0

335(’- +1
o5 2m / i{(5o—0y1) o -
= — d(cos ) Z(% + 1)(20' 4 1)e%c=%) sin §, sin 8y Py (cos ) Py(cos 6)

1 vy W
|

UUUUUUU

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

MAPLima



FIO02 O método de ondas parciais para o problema de espalhamento

Aula |15 +1 2
Mas, / d(cos 0) Py (cos 0) Py(cos ) = deer (mostre!) e assim :

1 20+ 1
2m / i(00—=04) winy 5 2
Ototal = (20+1)(20"+ 1)e sin dp sin 0y d¢er € finalmente
k2 ~ 2041
41 ,
Ttotal = 73 (20 + 1) sin® 6,
14
k ota .
Como fica o teorema 6ptico, Imf(6 = 0) = Oi tal 9 1gs0 pode ser obtido de
s
Imf (6 1ize+ 1) Ime™ sin & Py(cos (6 = 0)) = k Am <2e+1)'25
m = — me'’* sin cos (0 = sin
k e \/—’ < ~ . Amk2 ¢
sin 5@ 1 Ototal
§De volta para a relacao entre f; e 6,. Quando mudamos a energia, 6, muda, e por
gconseguinte muda fy. Note que fy, entretanto, nao muda de qualquer maneira,
g 2idp _ 1 2i5,
5 s e“'t — e 1
53 2 = —— = kfr=—1 —
%%,%O ;i 0= 55 o= T3
9835, -
°" Como fica essa dependéncia no plano complexo? Proximo slide. Az,
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FIO02 O método de ondas parciais para o problema de espalhamento

Aula |5 I
2’2:5g 27:56 .
e e 1
Im fo=—i— po fo=—i——+3
::5 i )
Q 28 /)20,
1 ’ 1
" — Gz 2 >
25g Re Re
.'I.
Comentarios

e kf, precisa cair sobre a circunferéncia.

c% e Se 0y << 1 — kfy fica na parte debaixo do circulo da direita e é quase real.
:
[
gé’o(’é e |kfs| € méximo quando 20, = 7w . 6y = w/2. Isso faz sentido, pois, lembre
9095 B
%g Ras g que Ototal — i_g (2€ + 1) SiIl2 53.
Qoo 14 g\"l& j—

MAPLima Proxima tarefa: determinar os dy ¥ 3

UUUUUUU



F1002 Determinagao dos deslocamentos de fase
Aula 15 Suponha V(r) = 0 se r > R (alcance do potencial). Para r > R a fungao de
onda é combinacao de ondas esféricas. De fato, é solucao da equacao de

Schrodinger da particula livre, cuja forma geral é uma combinacao de funcoes

Newman, m(kr), que nao se comporta bem na origem.
de< e

Bessell, jo(kr), que se comporta bem na origem.

Assim, para r > R, onde o potencial é zero, a funcao de onda deve ser uma

combinagao de ny(kr)Py(cos ) e jo(kr)Py(cos ). Ou se quisermos trabalhar
ei(kr—éﬂ/Q)

hH) = Je+ine = lim, ht) =  ikr

com funcoes de Hankel
o—i(kr—0m/2)

h(2) — Go— iy = lim, o0 R(2) — _

ikr
A funcao de onda pode ser escrita como
1
<X|\If£<+)> = (2m)3/2 E i*(20 + 1) Ay Py(cos ) para r > R, onde
T

¢
Ap(kr) = cé )h(l)(k ) + (2)h(2)(kr) Os coeficientes que multiplicam as
fungoes de Hankel sao escolhidos de tal forma que se V' =0, Ay(kr) fica
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F1002 Determinagao dos deslocamentos de fase
Aula IS para r > R e R muito grande, vimos que

(+) PE COS 9) [ kr B 6—(ikr—€7r)]
rli{gobdqj 27‘(‘ 3/2 Z Se T T

que precisa ser comparado com

tim (<L) = (5 222+ DPi(cos) T Air) =
¢
1 Y, : 1), (1 2), (2)
= (27)3/2 ;z (20 + 1) Py(cos @) Tlgl(;lo (cé )hé )(kr) + cé >h§ (kr)] —
i(kr—€m/2) —i(kr—_0m/2)
Y (1) € (2)€ B
(%)3/2 3" i(20 4 1) Py(cos ) [ce —— | — ] _
1 Pg (cos 9) (1)6 (2) € —i(kr—£m)
LRCST (2 — 2 ]
§ 27r)3/2 Z [ € = Cy .
8 (usei que it = et/ %). Comparacdo direta fornece:
3
E (1) S _ 1 ’LQ(Sg e Céz) — %
g
&

Devolvendo isso em Ay, temos A, = %ei%%(l) + %h@). Mostre que

MAPLima =¥
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(para r > R) | Ay(kr) = eié‘f(cos 0¢ je(kr) — sin &g ne(kr)) N



F1002 Determinacao dos deslocamentos de fase
Aula |5 4 partir de Ay(kr) = e’ (cos d¢ je(kr) — sin §y m(kr)) podemos
Ld_Ag)’ Jo(kR) cosd; — ny(kR) sin &y ]
Ay dr 7'r=ER je(kR) cos dy — ne(kR) sin dy

onde j; e 1, sdo derivadas com respeito a kr. Se aprendermos como

calcular (5, = ( = kR [

obter [y, podemos inverter esta equacao e calcular d,. A inversao é

relativamente simples. Basta agrupar os coeficientes dos sind, e cosdy.

If_JéL< o(kR) cos 6, — ne(kR) sindy) = jy(kR) cos & — ny(kR) sin d, ou ainda
(f—éjg — jy) cosdy = (]f—;m — 1) sin 6y que fornece:
- kRj,(kR) — Beje(kR) Se acharmos [
£ an oy = )
§ * 7 kRn,(kR) — Bime(kR) teremos achado &p.
8 Para determinar 3y, precisamos resolver a equacao de Schrodinger na
i% regiao do potencial,
= g d? 2 00 +1
ggg(’% qu + (k% — —TZV _A j; ))Ug =0 onde uy = rAy(r) e ug(r)|,—o =0
o> £ dr h r
d’§3°o°° Integre esta equacao até r = R, calcule 55‘ solucao € 1guale a Byl sorucao
Qoo interna externa &"’A A
¥ 0

MAPLima Note que 8y é um numero real. Tendo ele, calcule tan d,.

UUUUUUU



FI002

Aula 15
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Aplicacao: Espalhamento da esfera dura
O problema tridimensional de barreira infinita ou esfera dura é definido pelo

oo parar < R
potencial V'
0 parar > R

Como a esfera é impenetravel, a funcao de onda precisa se anular em r = R.

Isto ja é suficiente para achar J, (nao é preciso calcular By neste caso).

Ag(k?‘)‘T:R = "% (cos &y jy(kR) —sind; ne(kR)) = 0 = tand, = no(kR)
jo(kR) = 55"
Caso £ =0 — tandg = —tankR .. 09 = —kR
Io(kR) = —<oEhR
A parte radial da funcao de onda varia da seguinte forma:
: dosinkr  sindg cos kr s sin (kr + dg)
A — ’L(S() [ COS 0 0 ] — 1,50
olkr) =e kr kr c kr o8
s sink(r — ink
Ao (kr) = et sink(r — ) (note que se nao houvesse V, Ay = jo = o T)
A kr kr
|7“A0‘




F1002 Aplicacao: Espalhamento da esfera dura
Aula I5  Ainda para a esfera dura, estudaremos tand, para altas (kR >> 1) e

baixas (kR << 1) energias.

Baixa energia

Golkr) = )

(2¢0+1)!! (kR)2€+1
Para k 1 — tanody, = —
ara Rt << ) T T e — !
ng(lﬂ“) _ _(2@—1)..
(or) 0T
Para ¢ = 0 — tandy = —kR = Jp mesmo resultado que antes que era exato.

Note que é justo desprezar os d; para £ > 0, pois tand, x (kfr)%ﬂ.

1 .
Se 6o = —kR = j—g = [f(O)]” com f(6) = — Zgj(zu 1)e™ sin 6, Py(cos 0)
sin? §,
k2

Truncando a soma, em ¢ = 0, temos f(0) ~ %ewo sindg — |f(0)]? =

do k2R’ , ,
E . 70 = 12 —R — Ototal = /—dQ R /dQ:47TR

A secdo de choque € quatro vezes maior que a secao de choque geométrica.

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

o
9, : : . a N :
0953 O Baiza energia, comprimento de onda grande, mecanica quantica difere da
A . 7/ . / . _ 27
<§°°° mecanica classica. Serd que para altas energias teremos oiotqr = TR
Qo0 \\",’ -
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F1002 Aplicacao: Espalhamento da esfera dura
Aula |15

Alta energia

Para kR >> 1 precisamos somar as contribuicoes de o, que diferem de
zero. Lembre que soma em £ vai até infinito, mas a partir de um dado ¢,
d¢ =~ 0 e a soma pode ser truncada. ¢ esta associado momento angular.
Classicamente L = |r X p| = rpsinf onde rsinf é o “braco de alavanca”,

indicado na figura.

Note que classicamente quando rsinf > R, a particula, com momento
angular superior a Rp, deixa de colidir com a esfera rigida. Com isso em
mente, somaremos em £ até £,,,, = kR. Desta forma, a secao de choque

total pode ser escrita por

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

g§§<’ g (kR
OCO& it Trotal = 7z Z (20+1) sin? §,

Qoo

Qoo £=0 R
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FI002 Aplicagao: Espalhamento da esfera dura

Aula |5
P Considerando sin® §; = ; ia?and 25, e que tand, = %, temos:
, kR) = g sin (kR — {7 /2)
2 Je(
sin? §, = ji (k) Para kR >> 1

D) 2 ’
j; (kR) 4 n; (kR) ne(kR) = — 7% cos (kR — (7/2)
sin® (kR — (7 /2)
sin® (kR — ¢7/2) + cos? (kR — (1 /2)
g (=R
2 (2¢ 4+ 1) sin® (kR — 47 /2)

¢=0

= sin® (kR — /7 /2)

e assim sin® &, =

Agora basta realizar a soma: Typtq; =

Para realizar esta soma, considere dois termos consecutivos da série

4 /=kR { — (2€ + 1) Sin2 5£
Ttotal = k—z Z (20+1) sin? dp, isto é e
¢=0 ' =0+1— (200 +1)+1)sin® 5y

some-os para obter (2¢ 4 1) (sin® §; + sin® 6p11) +2sin” dp41

~" Ve

g; O 1 devido ao ¢m/2 <1
Q9
(=kR (=kR

47
C9§OQO Para finalmente obter oiptq; = — [ Z (20+1) + Z 2sin” 611 ]\V/, A

k2
MAPLima o o) g 00, ' 10
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FI002 Aplicagao: Espalhamento da esfera dura

Aula |15 Note agora que a primeira soma ¢ de uma progressao aritmética e a segunda

¢ uma soma de numeros menores do que uIn

Ar o (SRR (=kR
Ototal — ﬁ ( Z (2€ +1 —|‘2 Z sin (Sg_|_1 )
g fa?r(l) 2 P 2 em 2 P
nimero de Valo.r .
termos X médio  este vai com kR
. : C kR 142kR+1 kR)?
Soma de termos da progressao aritmética é igual a X il + X (kR) :

2 2
A segunda soma é linear em kR e pode ser desprezada para kR, suficientemente

grande. Note que se trocdssemos todos os sin? d¢+1 por 1 a soma seria kR/2.

. , A1 (ER)? ,
< A secao de choque total, é, portanto gspq = ] ( 2) ~ 2m R?!! Isso é o dobro
=
%da geométrica. Surpreso?
O
g
[ . . . P A .
2 g e Um potencial com uma descontinuidade é sempre quantico!
(e}
> g : .y o
gg OE e Mesmo comprimentos de onda minusculos percebem a descontinuidade.
&gow e Uma explicacao mais detalhada sobre este resultado pode ser visto na
Qo0

aproximacao Eikonal - Secao 6.5, leitura suplementar. :“": ar
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