FI002 Estados ligados como polos de S,(k)

Aula 17 Ainda com respeito a estados ligados, vamos olhar algumas propriedades

analiticas de Sy(k) para £ = 0. Para r — oo, lembre que a parte radial
eikr e—ikr

da fungao de onda é dada por Sp(k) — . Compare isso com a
T r

—KRT

. Note

funcao de onda para um estado ligado a grandes distancias
-

que a existéncia de um estado ligado (na pratica um “encaixamento” da

onda no potencial), implica que solu¢oes nao triviais existem apenas para

KT eik:r
é o

r r

€

determinados valores de x (E < 0). Pode-se argumentar que

com k = ik imagindrio puro. Se fizermos uma continuagao analitica de Sp(k)

no plano complexo, esperariamos que Sy(ik) fosse tao grande que a onda

£ —ikr
§ incidente ficasse insignificante (faz sentido, pois estado ligado nao tem
r

B

S onda esférica incidente). Sy(ix) — 0o é o mesmo que pedir que no plano

v

5 k
e g complexo Sy tenha um polo em ix. Algo do tipo Sy = 9( ) com ¢(ik) # 0.
(P o
3 e?1(k) (k — ik) (nao serve)

55 C So| = 1Vk, = |g|* = k* + K? tal g(k) =< .
Om0| 0| ‘g‘ K~ que ta g( ) €Z¢2(k)(k—|—’l,l{) &\‘r,é y
1

Qoo
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F1002 Estados ligados como polos de S,(k)

Aula 17 ip2 (k) (ke 4 4 1) polo simpl :
Assim, temos Sy = ¢ ( ,+ iK) satisfazendo < (1) polo simples em ir
k—1ik \(2) S| =1

( (3) hmk—)() k cot 50 o —%

A condicao (3) diz que lim dg(k) nao pode ser qualquer niimero, pois se

Temos ainda duas condicoes a serem satisfeitas <

k—0
1
lim cot dg = ¢ (ntimero) = lim kcot §p = 0 e ndo — —. Assim exige-se que
k—0 k—0 a
lim 6o(k) = 0, £7, ... =>|lim Sy (k) = lim €2 = 1| . lim "2 = —1
k—0 k—0 k—0 k—0
e
O livro texto escolhe esta solucao Sy = —<k+—Z,K}) e reclama do fato que
— 1K
lim Sp(k) = —1 e ndo 1( lim dg = 0). Para evitar isso, basta fazer
i= k— o0 k— oo
§ lim e'?2*) = 41 — lim Sy(k) = +1. A solucdo do livro na regido k ~ 0
k— o0 k— o0
B
O ’ . SO - ]. ].
$ ¢ suficientemente geral. Podemos calcular fy = — = —¢
u 20k —k — 1k
o % -8 1
gggOE comparar com fo = — ambas com k£ — 0. Isso fornece
o> i< k cot 6g — ik

de espalhamento. limg_,gd0g(k) =m =¥ [ 2
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(3) lim kcotdp = —k = —— —

@8"50 1 k(> 0) € o inverso do comprimento
MAPLima k=0 a



F1002 Espalhamento e Principio da Causalidade
Aula |7 Vamos construir novamente um pacote de ondas espalhadas e analisar o

principio de causalidade (o pacote para ser espalhado, precisa primeiro

encontrar o potencial). Vimos que as componentes do pacote sao do tipo:
1 . eikr
] \If(+) ( ik.z ]
lim (x|¥ ) = o &t f(9)
e em ondas esféricas do tipo (potencial esfericamente simétrico):
etikr e—i(kr—ﬁﬂ) )

[+ 2ikfy (k)] —— -

-~

lim <X|\I’(+)

T—00

r

Pg cos 9)
e i

L 2i0; o potencial so afeta a
onda esférica que sai

Construindo o pacote (unidimensional para facilitar)

: 2 : trad
g\:[j(+)(r’t) _ /dk g(k)q,]gnt)(x)e—zﬁt’ onde g(k) _ eza(k)‘g(k)‘ N {9 centrada
B em k.
O
gVamos supor que o espalhamento é dominado por um dado #, e analizar as fases
e gda ondas incidente e emergente.
OOOSOEJ +i(kr+26 —i(kr—fm
B, v = G [angLetewr o) (S - o)
3% o (2m)3/ 2%k r
s\"b
4‘\7 3
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Fl002 Espalhamento e Principio da Causalidade
Aula |7 A condicao de sobrevivéncia do pacote é garantir que a derivada com respeito

a k das fases, calculada em kg (centro do pacote com respeito aos momentos)

seja nula. Isto faz a integracao em k “construtiva”. Assim, temos para a

. d hk? _ __ hk d ds
sal: %[kr+25g+oz—%t]k:ko—O%T—ﬁt—ﬁ‘ko—2 £|k0
onda que
chega: - [k‘r—&r—a—l—hk t]k:k0=0—>r——h—’“t+ z|k0

Considere agora dois eventos acontecendo em r. e 74 nos instantes, t. e t,
respectivamente. Suponha que trata-se do pacote de onda cruzando uma
casca esférica (raio a) onde V' ja é nulo. Primeiro o pacote chegando e depois

o pacote saindo. Lembre que a condicao acima, define o centro do pacote.

(1) ro = hkot + z“ko onde r, — pacote chegando em ¢, < O.
€ Que tal?
% (2) rg = %ts — fl—z ko 2d5£ ‘ko onde r; — pacote saindo, em t; > 0.
5 do,
£ Some as equagoes (1) + (2) = rs +r. = v(ts — tc) — 2%‘%
o o
83 O -‘;j_’ (ts — t.) = intervalo de tempo e =T =a
(§ onde entre chegar e sair. Olharemos § eventos sobre
00° v = hﬂ’fbo = velocidade do pacote. a casca, A
4‘\' 4
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F1002 Espalhamento e Principio da Causalidade (principio da

Aula 17 Nestas condicoes 2a + 2d—]j = vAt > 0. Ou seja d—]: > —a | casualidade
ds, de Wigner
Possivel, pois o > —a ds,
56(/{)7;« ______ 1) Suponha %}k:ko
. i ddy .
- uanto mais positivo for —, maior
- Quant t fi Tk
2
do
serd At, pois assim vAt — 2d—]j
. ]: permanece constante e igual a 2a
e At grande — atraso.
do
Nao possivel, pois d—/j < —a
ddy
. 5e(k)7TA 2) Suponha %}k:ko <0
g . . dog
uanto mais negativo for —, menor
- i Quant gativo f o
z .
S ! ) L dog
Z , serd At, pois assim vAt — 2%
?) gg G% ’ ]: permanece constante e igual a 2a
0?‘?@ 3o m&‘ At pequeno — adiantamento.
Qo0 . o . ) . . N a
MAPLima Derivada aqui é muito negativa: At < 0 viola causalidade! ¥ 5
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FI002

Formulagao dependente do tempo do Espalhamento

Aula |7 .. : : (£) (+)
At 1 bl tir de |W = V|w
é aqui, resolvemos o problema a partir de | )=o) + B i | )
No formalismo dependente do tempo, temos |¢) >‘i/> |W). O que comanda esta
0
mudanca é [zha — HO] (W, t) = V|, t) — ket depende do tempo na presenga

5
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Qoo
MAPLima

de V. Condicao de contorno? ¢t — —oo a particula era livre. Que tal o artificio,

j4 usado antes: V — lim Ve™"". No curso de Fisica/Matemaética, aprendemos

n—0
0
que se soubermos a solucao do problema: (zha — HO) Gy(t,t')=6(t—1t)
a equacao diferencial completa tem uma equivalente integral dada por:
+o00
W =)+ [ Gt VIEar.
. . : ., 0 :
Para verificar isso, aplique (zha — HO] nos dois lados e obtenha:
0
nd g ] ) ) = ['h——H ] ¢
gy~ o) 1¥40%50) = (in5; — Ho) I )+
+00 O 0
+/ [iha - Ho] G (t, )Y VIO hat = Ve )
N ~ g R
o(t —t') ¥ 6

UUUUUUU



FlI002 Formulagao dependente do tempo do Espalhamento

Aula 17 o
Para obter a solucao de [zha — HO] G (t,t") = 0(t —t') exigimos primeiro

que G (t,t") s6 é diferente de zero, se t > t’, isto é, impomos a condi¢ao de

contorno retardada G (t,t') =0 se t < t'. Para t > t', queremos a solucao da

equacao (zh% — Ho] Gi(t,t) =0 G (t,t) = A{)e #Hot Em ¢t = ¢,
ela precisa satisfazer [zh% — Ho] G, (t,t") = 6(t — t'). Lembrando que
%@(t —t')=4(t — t'), sugerimos um G dado por:

Gy(t,t) = —?_L(%(t—t) Ho(t=t')

Para verificar a sugestao, substitua G (t,t') no lado esquerdo da equacgao do

£ topo e obtenha
% L 0 / L 0 i N Ho ()
§ (ingy —Ho) Gt = (ingy = Ho | [0t —#)eh 0] =
E i ! —1 7 /
o g [gtg(t_t)]e_ﬁHO(t_t)—i_@(t_t/).%HOe_ﬁHo(t_t)—i—
95: 3
33 ( P

dfg?o + - HO Ot — e  #Hot=t) — §(t — ¢ )e #Ho(=1) — §(t —¢) c.q.d.
\\",} y

Qoo
usamos na ultima passagem que f(x)d(x — x9) = f(x9)d(x — x
G passagem que f(x)8(x —xo) = f(x0)d(x — o) = 7



FlI002 Formulago dependente do tempo do Espalhamento
Al 7]\ im0 1) = 161 1) / G (t )WV T ) at,

Gi(t,t) = —ﬁ@( t')e ™ i Holt=t)

e Note que 0 + oo pode ser trocado por t (devido a func¢do degrau);
e Note também que a exponencial € o operador de evolucao temporal.
e Serd que a condicdo de contorno estd correta?
Quanto vale \\IJ(+);t> quando t — —o0? |\IJ(+);t> = |¢p;t), poist <t ea
funcao degrau zera a contribuicao da integral.
e Como relacionar esta equacao com a equacao de Lippmann-Schwinger
independente do tempo?
(W () ) é solucdo estaciondria de H
Suponha que

|p; t) € solugao estacionaria de Hy

(W) ) = (@) e~ n Bt
° 33 O O que equivale a — note o mesmo F.
Qoo .

Cyg 9;t) = [p)e

950 Como ja haviamos discutido a energia € a mesma, independente se o RN

MAPLima potencial estd ligado ou nao. Coloque isso na equacao do topo. u:":: 8
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FlI002 Formulagao dependente do tempo do Espalhamento

AUIa |7 ) ) t Z . ’ ; /
W e~ 7Bt = | )~ # Pt +/ —70(t - t")e~ R Ho =)y | g o= w BV g/,
que em t = 0, temos
0 - , ,
Uy = |g) + / —= O(=t) e H DY g () gy
—o0 ——

1, porque —t’ é sempre positivo

Lembrando que V (t) = "'V, podemos escrever:

i 0

W)y = |¢) — - im et (Ho—E—nm)t' v/ g (+)) gy —
" — —o00 £
( h i N0
_ v . ++(Ho—E—inh)t (+)
= ‘¢> h t//l_lfl;loo Z(HO . E . ’[,77) e h t//V|\Ij >
§ =19)+ 5 - o (1- lim_etanr—inme ) yig )
— 0 " — —o0
-8 - 1/
s 0, pois t lim " =
v " ——o0o
R 2 E assim, obtemos a Eq. de Lippmann-Schwinger (independente do tempo)
0?’"? o W)Y = |¢) + Vo)
Oooo E — HO + ’lnh .
ol RN
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