F1002 Consideragoes de simetria em espalhamento
Aula 18

Considere duas particulas idénticas sem spin colidindo (via potencial central

V(r), r =|x| = |x1 — x2|), conforme a figura.
X1 X9
— S >
kl k2
1 ~ ki (ka)
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G (k)
e g Note que apds a colisao, ndo sabemos se temos em 0 (com respeito a kq),
Qs =
%O 2 a particula 1 chegando de x1 ou se € a particula 2 vindo de xo e chegando
Qoo
050 em m — 0 (com respeito a ka), pois elas elas sao idénticas e as -
QVz,
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F1002 Consideracoes de simetria em espalhamento
Aula 18 Veremos no proximo capitulo que um sistema de particulas idénticas tem

funcao de onda simétrica ou anti-simétrica mediante a operacao de
permutacao de duas particulas. As fungoes que representam particulas com
spin inteiro sao simétricas e com spin semi-inteiro sao anti-simétricas. Com
isso em mente, nosso sistema de duas particulas sem spin (spin 0), precisa ter
funcao simétrica, mesmo assimptoticamente. Que tal exigir a condicao:

ezk:r

lim W(xq,xz) = e®X 4 e X L [£(0) + f(r — 0)]

r—00 r

onde X = X1 — Xg € a coordenada relativa das particulas e k = k; — ks é a
“velocidade” de aproximacao de 1 com respeito a 2 e —k é a “velocidade” de

aproximacao de 2 com respeito a 1.

d
e A secao de choque diferencial é dada por: _a ‘ f(0)+ f(mr— )‘2 ou ainda

;’2 — [£(O)]" + | f(x = 0)|" + 2Re[f(0) f* (x — 6)] = interferéncia totalmente

construtiva em 6 = w/2. Se as particulas tivessem spin 1/2,0 sistema de duas

particulas teria spin 0 (singleto) ou 1 (tripleto). No capitulo 7, veremos que a
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F1002 Consideragoes de simetria em espalhamento
Aula 18

Se tivéssemos feixes completamente nao polarizados, teriamos 1/4 de pares

de particulas no estado singleto e 3/4 no estado tripleto. A secao de choque

diferencial seria dada por: ;Z—Q ‘ f(0)+ f(m— ’ ’ f(o (m—0) ‘2
ou amda — =|f(6 ’ + |f(m - 9)‘ — 2Re[f(0)f* (m — 0)] = interferéncia

totalmente destrutlva em 0 = /2.

Vamos agora explorar outras simetrias além da simetria de troca. Suponha
V e Hy, ambos invariantes sob alguma operacao de simetria. Qual é o

impacto disso na amplitude de espalhamento, f(k’k)?

Caso 1: operacoes de simetria unitarias. Exemplos: paridade e rotacao.

§ HoUT = H,
8 As condicoes UHoU " — urUt=T
: UvUut =V
hot g k) =Ulk) o
935 Oﬁ Suponha — (K|Tk) = K|UTUTU'U|k) = (K'|T|k)
By ) = Ulic)
Qoo \\",} -
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Consideragoes de simetria em espalhamento
Como exemplo, vamos olhar o caso especifico, no qual U = 7w, o operador de
k) = | - k)
| — k) = [k)
Hy e V sob a agao do operador paridade m, levaria a (—k'|T| — k) = (k'|T'|k).

Quando discutimos o espalhamento de uma particula por um potencial

paridade. Vimos em FI001 que { — assim, a invarianca de

esfericamente simétrico, exploramos a simetria de rotagao (e como consequéncia
obtivemos uma matriz T' diagonal na representagao |F, ¢, m). A figura abaixo
mostra as duas operacoes de simetria, paridade e rotacao, e seus efeitos na

matriz 7T

Rodado de ¢

Operador paridade T ao redor do eixo

saindo do slide.

k/ k/ k/
: \ ¥
k —k k k -
—K Operador Rotacao R
. : . . W A
Em sequida estudaremos operadores de simetria anti-unitdrios. %.\é 4
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F1002 Consideragoes de simetria em espalhamento
Aula I8  Caso 11 operacoes de simetria anti-unitarias. Exemplo: Reversao
@H()@_l = Hj
temporal. As condicoes { OVO~ I =V — O7O0 ! =TT uma vez
OcO~! = ¢* — mostre a partir de Oc|a) = c*O|a)

1 1
que @E “Ho 1 ie@_l =5 Ho —ic usei ¢ = 1€ na relacao acima
&) = Oa) veja aula 28 de FI001
Lembre que se {% B @|§> (Bla) = (&|B). Assim, se considerarmos

@) = OT|k) = ©TO1O|k) = TT|—k)
que |a) = TIk) e (8] = (K| ) e ..
5) = 6lK) = |-k}

§ (Bla) = (a]8) = (K'|T|k) = (~k|T|-K')
g E interessante combinar o operador de reversao temporal com o de paridade:
8 SO SOD T
(K'|T[k) = (—K|T|-K') “=" (k|T[K')
32, g E como consequéncia f(k,k’) = f(k', k) e isso d4 origem ao chamado
O(;)%O : do do
337 balanceamento detalhado — (k — k') = —(k’ — k)
Qoo dQ dQ \\",} y

¥

MAPLima s Y 5



F1002 Espalhamento inelastico elétron-atomo
Aula |8 Vamos considerar agora o espalhamento de elétrons por atomos, podendo ocorrer

e espalhamento elastico:

e~ + dtomo no estado fundamental — e~ + dtomo no estado fundamental.
e espalhamento inelastico:

e~ + dtomo no estado fundamental — e~ + dtomo no estado excitado.
Neste caso, a energia cinética do elétron espalhado é menor que a do elétron
incidente (foi usada para excitar o dtomo).

O ket livre do sistema e~ + dtomo no estado fundamental pode ser escrito por

k) é a onda livre (elétron)
k,0) = k) ©0)

|0) é o estado fundamental do alvo (d4tomo)

IN

Na representacao das coordenadas, temos para o

1k.x

antes: (X;X1,X2,...,XN|K,0) = F5z¢%0(x1,X2, .., XN)

estado livre do sistema

- . ik! .x
depois: (x;x1,X2,...,Xxn]k,n) = 6L3T¢n<xlax27 .oy XN)
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800"0 elétrons do alvo. As funcoes precisariam ser anti-simétricas na troca o
N
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FI002 Espalhamento inelastico elétron-atomo
Aula |18 Considerando que a teoria de perturbacao dependente do tempo é valida,

podemos escrever Ji w(0 — n) p(E")/dQY <
do g T on ~ o L3, k'mey v
0 — k', n|V |k, 0)|? %) =
df? ( n> hk/(meL?’) h |< | n| | | >| (271-) ( h? ) Aula 9 slide 3
'S g1 1 2me 2 Aula 10 slide 4
<l<; )L e Ken|Vik, 0)] Aula 11 slide 14

Tudo é muito similar com a primeira aproximacao de Born para o caso de
Ve . . / .
espalhamento eldstico por um potencial, exceto que |k’| pode ser diferente

de |k|. Vamos dar um pouco mais de detalhes sobre o processo. Como é o

Ze? e2

potencial? Que tal V = ——— +

, onde o elétron incidente
r — |x — xi]
1

g interage com o nucleo com Z prétons na origem e com cada um dos elétrons
g do alvo. Um tratamento mais rigoroso exigiria impor que o elétron incidente
B, .1~ - , , . . ’

O é identico aos elétrons do atomo, mas aqui consideraremos apenas elétrons

s suficientemente rapidos, onde a integral de recobrimento entre os estados

Fisica

()

2ligados e a onda plana é desprezivel. Sem a anti-simetrizacao o elétron nao

53
Q99
C?g’ consegue excitar estados tripletos em alvos de camada fechada. Estes estados
Oo°
N

99° 530 muito comuns e tém energias mais baixas que os singletos de
4‘\' 7
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Espalhamento inelastico eletron-atomo
Em seguida, calculamos o elemento de matriz (k’, n|V|k,0) para o potencial

Ze? e? , )
V=-—7>+ ———— com r = |x|. Se definirmos q = k — k' podemos
T - Ix — xi]
1
escrever (k' n|V|k,0) = 73 /d3xequ (n| — Z |X — X1 —

L3 d3xe%qu/d3xj¢ (x1,...x )[_ie _|_Z|Xi—x.|}¢0(xl,...xz)

Vamos ver primeiro o célculo do primeiro termo (interacao do elétron incidente

) o —Z€2 5 equ 5
com o nucleo atomico): 73 d’x H d’z;) (X1, ...Xz) V0 (X1, ...Xz)

7

(n]0) = dno
Ou seja esse termo so contribui para o espalhamento eldstico. Note que neste

caso a integracdo em d°x pode ser feita com auxilio do potencial de Yukawa,

6iq.x eiq.x—,ur A1
isto é: /d3:1; = lim [ d®x = —
r u—0 T q
Em seguida, tratamos o sequndo termo (interagao do elétron incidente
; W
com o0s elétrons do dtomo. De novo € possivel integrar em d°x). =¥ | 8
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Espalhamento inelastico elétron-atomo
eiq.x
A integral em d°x que precisamos fazer é: Z / d3x|—|. Para realiza-la,
, X = Xj

e 1q. (X +X1) 47T )
troque x — x; = x”’ e faca Z / A3’ _ i xi

17 2
\X!J 7> <

¢ tqual a do nicleo do slhide antertor
Note que esse resultado nada mais é do que a transformada de Fourier do
potencial Coulombiano vezes a transformada de Fourier da densidade de
elétrons dada por pstomo = Z O(r —rj) — elétrons situados em rj.
i

E costume definir um fator de forma F,(q) para a excitacio |0) — |n), tal

lim, 0 Fl,(q) =1 paran =0
) onde:

que ZF,(q) = (n Z X
lim, 0 F,(q) = 0 paran # 0

Podemos agora escrever o elemento de matriz envolvendo o potencial, como:

1 3 idx 7 e? e2
k', n|Vl]k,0) = T3 /d re'T*(n| — — -+ % —|X—Xi] 0) =
1 47 Ze Ap A
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F1002 Espalhamento inelastico elétron-atomo
Aula 18 Agsim na aproximacao do primeiro termo da série de Born, a secao de choque

diferencial para o caso ineléstico (e elastico) do espalhamento de elétrons por

atomos fica:

do k'\ 6 1 2me
dQ(O%n) <k)L

K’ 1 2m. 1 4wZe? 2 2
(k)L6‘47T 2 L3 g2 [_5n0‘|‘Fn(q)H - R4

No caso de espalhamento de elétrons por atomos e moléculas, é comum escrever

(K, n|V|k,0)|* =

h2
a se¢ao de choque em termos do raio de Bohr, definido por a9 = ———. Assim, o
€M
do k' 1 2
caso ineldstico fica — (0 — n) = 42%a2 F,(
dQ( ) O<k)(qao4‘ ‘
g do do do
§E comum usar T no lugar de o Para obter uma expressao para T note que
3 ’ do ’ 2mq do
82 = |k —K 2=k +k? —2kk cosf = dg = —d(cos)kk /g e . — =
27 = | | q (cosO)kk"/q J B 40
ggo <’§ A secao de choque ineldstica que obtivemos pode ser usada para discutir a
Qoo j2 , : : .
08‘;) o “capacidade freamento” (stopping power) - a energia perdida por uma
ggooo ° particula carregada quando ela atravessa a matéria. RN
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F1002 Espalhamento inelastico elétron-atomo
Aula |8 Estamos interessados na perda de energia de uma particula carregada sob o

ponto de vista da secao de choque inelastica. Mais precisamente na perda
de energia por unidade de comprimento da particula carregada incidente

decorrente de sua travessia na matéria. A taxa de colisao por unidade de
comprimento é dada por No, onde N é o numero de atomos por unidade
de volume. A cada colisao a energia perdida pela particula carregada é

E, — Ey. Assim, dE/dx pode ser escrito por:

— =N (B, - EO)/dqill—Z(O —n)

Usando nossos resultados temos:

dmax
%_NZ —EO/ dq 4Z%ad(

min

8 N max ]
il —EO/ q n\Zequl

n min

k’) 1 2mq
k7’ (qag)* kK’

E,(q)|" =

4

-~

3 muitos artigos sobre o cdlculo deste expressao
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Os resultados sao comparados com a formula quantica proposta por Bohr (1913):
2

onde I € um parametro semi-empirico.
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