Fl002 Aproximacao Hartree-Fock para camadas fechadas
Aula 21 A aproximacao Hartree-Fock para o estado fundamental de um sistema (4&tomo

ou molécula) com N elétrons (metade deles com spin para cima e a outra metade
com spin para baixo) comeca pela forma dada ao estado deste sistema. A

aproximacao consiste em descreveé-lo por um tunico determinante, dado por:

¢1(x1)a(l)  P1(x1)B(1) ... Pny2(x1)B(1)

- 1 ¢1(x2)a(2)  $1(x2)B(2) ... ¢nj2(x2)8(2)
O(X17X2---XN) = \/ﬁ . . .

1(xn)a(N)  G1(x)BN) . ja(xn) BN)

A energia Ey = (Uo|H|VP() é um funcional das fungoes de uma particula ¢,,,
N, N

al p? Z¢e? 1 e?
comnzl,...,N/ZeH:Z( : —Z 3 )—I—— Z — com & correndo
i=1

2m Teq 2 r
o i)
sobre os N, nucleos e i, j sobre os N elétrons. A energia do sistema é (mostre):

N2 N2 haa = dr19(x2) (3 = X¢* 255 )a(xa)

SSSO Ey=) 2haa+) (2Jap—Kap) Jap= d*z1 [ d*wslua(x1) 2 2 |16y (x2)

%?) 99 o “ Kap=| d3x1fd3332¢2(xl)¢§(Xz)r%%(xl)l%(xz)
Qoo
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Fl002 Aproximacao Hartree-Fock para camadas fechadas
Aula 2| Para obter a melhor solucdo com essas hipéteses, é preciso aplicar o método

variacional para a energia com respeito as fungoes ¢, sujeitas as condigoes de

contorno (¢;|¢;) = d;;. E possivel mostrar que as fungoes ¢; que minimizam

a energia satisfazem a chamada equacao de Hartree-Fock
NJ2

F(x1)¢j(x1) = €;6;(x1) | com | f(x1) = h(x1) + Y _ (2Ja(x1) — Kalx1))

a=1

h(x1) = — - Zévz ij com Tep = |Xe — Xq|
onde 4 J,(x1) = [ d*za¢}(x2)ry ¢a(X2)
Ko(x1)¢p(x1) = [ [ d3w20)(x2)r15 dp(x2)] da(x1).

= [ dPz1¢}(x1)h(x1)Pa(x1)

§Veriﬁque que § Jop = Joo = [ dPz10F (x1)J0(x1)Pp(x1)
% Kab — Kba — fd3$1¢Z(X1)Ka(X1)¢b(X1)-
i N

3; O g Note que Ey # Z ¢; (justifique) e calcule:

Qoo B i=1

&(?Ooo E(])V+1 — Eév = en+1 — enésima—+1 solucao da Eq. HF de Ne™
B o ’ o(Pl) S
MAPLima 2)Ey " —Ey = —€buraco — solugao do e~ retirado da Eq. HF de Ne &,& | 2



FI002 Particulas Idénticas: Segunda Quantizacao
Aula 21 O termo sequnda quantizacao foi cunhado nos primdrdios da mecanica qudntica

ao estendé-la para teoria quantica de campos. As funcoes de onda viravam
operadores e estes respeitavam equagoes de Schrodinger (dai a origem do nome).
O Formalismo

e O formalismo, conhecido por 2% quantizacao, comeca definindo um estado de
muitas particulas por: |ni,ns,...,n;...), onde n; especifica o nimero de
particulas com autovalor k; de algum operador.

e O espaco destes kets é conhecido como o espaco de Fock. A primeira coisa a
fazer é construir a simetria de permutacao de particulas neste espaco.

e Antes é importante ressaltar que a hipdtese fundamental para construir o
espaco de Fock € que qualquer estado de particulas “interagentes” pode ser
escrito em uma base de particulas independentes (autokets de operadores de
uma particula com autovalor k;).

Vacuo ou auséncia de particulas: |0) = (0,0, ...,0...)

e Dois estados especiais
Estado com 1 particula: [0,0,...,n; = 1...) = |k;)
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Particulas Idénticas: Segunda Quantizagao

O Formalismo (continuagao)

Em seguida definimos um “operador de campo” aj que aumenta em um o

numero de particulas com autovalor k;, isto é:

critérios de normalizacao
aj|n1,n2, ey Mgy ) K 01,2, ...,m; + 1, ...) = < definirdo mais tarde a

constante multiplicativa

Define-se que a acao do operador de criacao no vacuo fornece um ket ja
normalizado, isto é: al|0) = [0,0,...,n; = 1,...) = |k;) com (k;|k;) = 1.
Isto nos leva a 1 = (k;|k;) = [(0]a][a]|0)] = [(0|[aa[|0)] = aal|0) = |0)
ou seja a;|k;) = a;]0,0,...,n; = 1,...) =|0) = a; operador que aniquila
uma, particula com autovalor k;.

ailni,no,...,ng, ...y < |ny,no,...,m; — 1,..0)
Postula-se que < a;|0) =0

ailk;) =10,0,...,n; =0,..n; =1,...) =0 para ¢ # j

a|k;) = 10)

a;lk;) = 6;;/0) combina < e

a;lk;) =0 para i # j N Y
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FI002 Particulas Idénticas: Segunda Quantizagao
Aula 2] A acdo de permutar duas particulas pode ser vista pela comparacio entre

colocar primeiro uma particula em k; e depois outra em k; com colocar
primeiro uma particula em k; e depois em k;. Sendo assim, para um
sistema de duas particulas esperamos que aja;|0> = ia;r.a;r|0> onde o sinal
+ (—) é para bdsons (férmions). Consideraremos que a mesma logica vale

para um sistema de N particulas,

a;-ra} — a;r-a;-r = [a;-r,aj-] = 0 = bdsons
isto é:

a}a} + a;r-a;r = {a,}L, a;r-} = 0 = férmions
onde usamos a defini¢ao de anti-comutador {A, B} = AB + BA

[ai,a;] =0 = bdsons

IN

Tomando o adjunto das equagoes acima, temos: o
{ai,a;} =0 = férmions

Note que para férmions, o principio de exclusao de Pauli esta automatica-

. . . 1=J . .
mente incorporado no formalismo, pois a,;-fa;r- + a;a;f =0 aja;r = 0, isto e,
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gggo € proibido colocar duas particulas no mesmo estado.
ocf’ 392 Em seguida definiremos um operador que conta particulas. Se tivermos
ot p A
f V2,

: lai,a;] =1, o oscilador Harmonico nos ensina que serve N; = a, a; S [
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Fl002 Particulas Idénticas: Segunda Quantizacao
Aula 2| No caso de bdsons esta condicao por si s6 define o operador que conta particulas.

Analogia completa com o contador de quanta de energia do oscilador harmonico.
Sera que isso funciona para anti-comutadores que definem o sistema de férmions?

Para férmions, o niimero de particulas em um dado estado k; s6 pode ser 0 ou 1.

(ajai]nl,ng, wsn; =0,...) =0|ny,no,...,m; =0, ...)

onde usamos que a; atuando no zero fornece zero

Assim, N;|ni,ng, ..., ni...) = <
9 1 9 9 ) 11 ajai’nl’n2’ .“’ni — 1’ > == 1")’),1,’]”[,27 ...777,@' = 1, >

T T T

onde usamos que a;a; = 1 — a;a; e a; atuando no

\ “um” também fornece zero.

Com isso para ambos os tipos de particulas tdénticas, férmions e bdsons,

§ podemos definir o operador que conta particulas por: N = Z azai
8 RESUMO
8
i Bosons Férmions

gggog a,];a; — a;ag = [az,a;] =0 aga} + a;ag = {a;r,a;} =0

%5 - aidj = a;a; = [%C]{j] =0 @iy + a0 = {%C]{j} =0

(§8°o°o aia; — aza; = [a;, a;] =i || aa; +aza; = {a;,a;} = 6y T
¥ @ 6
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FI002 Variaveis dinimicas em segunda Quantizacao

Aula 21 Como construir um operador na linguagem de segunda quantizacao que faca
mais do que contar particulas? A resposta é simples se o que procuramos é
um operador aditivo, como por exemplo a energia cinética do sistema (soma
das energias cinéticas das particulas individuais). Num caso como esse, se o
sistema estivesse, por exemplo, em um estado de Fock |ni,ns,...n;,...), que
expressa que as particulas associadas a ni tém energia cinética ki, a ns tém
energia cinética ko, induzindo que, genericamente, n; particulas tém energia

cinética n;k;. Assim, esperariamos que a energia cinética do sistema fosse

Z n;k;, = autovalor do operador | K = Z k;N; = Z kia;-rai.

E se o ket de Fock estivesse escrito em uma base {|l;)}, onde K nao é diagonal,
isto é K|l;) # k;|l;) ou seja, uma base diferente da {k;} onde K|k;) = k;|k;).
Nestas condigoes, como ficaria I? Lembre que se as duas bases sao completas,

vale |k;) = Z 1;)(l;|k:) dando origem & um novo postulado a}j = Z b}(lj\kﬁ

J J
gggo o que implica em a; = Z(lj]ki>*bj = Z(k‘i]lj)bj. Usaremos estas duas relagoes
G)O .

535 j j

Qoo

Qoo ' b A

99 para calcular I da caixa verde. é"’é -
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Fl002 Variaveis dindmicas: operadores aditivos de uma particula

Aula 2| al =3, b1l k)

A partir de podemos re-escrever K = Z kiai a;

a; = 3 ;(kill;)b; -
K= ZkZbT L | Ki) (ki | 1) Zb*bzm\k i (s 1)

= b 3t KT kr]u = 3 th bl

Esta formula serve para, escrever qualquer operador aditivo na linguagem de
segunda quantizacao. Exemplos mais comuns: energia cinética, momento linear,
energia potencial fruto de um potencial externo que atua em todas as particulas,
etc. Ou seja qualquer operador que atua individualmente nas particulas. Pode-se
dizer que esta expressao vale para operadores que nao expressem interacoes entre

< as particulas.
Com isso, ja temos a ferramenta para uma Hamiltoniana de particulas que nao

se enxergam H = ZQ‘CLICM com hle;) = €;le;) — estado |V) = |ny,ng, ...n;, ...).
i

No estado fundamental (baixa temperatura), teriamos:

Instituto de Fisica Gleb Wataghi

o

03;

3P
&(?Ooo

Qoo W) =11,1,...1,0...). \\",} p—
MAPLima (2) todas as n particulas ocupando o nivel 1 (bésons), |¥) = |n,0,...). =

(1) uma em cada nivel até preencher os niveis de mais baixa energia (férmions)



FI002 Variaveis dindmicas: operadores de particulas interagentes
Aula 2| De fato, na maioria das vezes as particulas interagem. Comecamos a tratar o

assunto, postulando a existéncia de operadores aditivos de duas particulas, ou
seja, considerando que as interacoes podem ser contabilizadas (somadas) aos
pares. Suponha que a matriz V;; especifica o “autovalor” de duas particulas
interagentes que se encontram nos estados de uma particula |k;) e |k;). Na

linguagem de 2a quantizacélo a interacao entre as particulas de um dado

sistema é dada por: V = — ZVZJNN + — ZVMN (N; — 1)

i,

1]
onde o primeiro termo soma as interacoes entre particulas que se encontram

em estados individuais distintos (alguns autores somam em 4 e j com 7 > j).
O segundo termo soma as interacoes das particulas que se encontram no

mesmo estado individual ¢ (existem n(n — 1)/2 = C), 2 formas de tomarmos
pares distintos entre n particulas). Ao tomarmos V;; real, garantimos que V

é Hermiteano. Note que podemos escrever o segundo termo na forma
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93: — ViiN;N; — Vi IN;0; ) ue juntando com o primeiro termo, pode-

3s; O 5 Z Z j4Vi0ij | que j p p

%53
go 99 se relaxar a condicao ¢ # j para obter: V = Z Vij(N;N; — N;d;5) A, A
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FI002 Variaveis dinamicas: operadores de particulas interagentes
Aula 21 Se definirmos II;; = N;N; — N; 513; o chamado operador de distribuicao de

pares, podemos escrever )V = Z Vii(NiN; — N;d;5) = Z Vii1lLij
ij
Usando a tabela do slide 4, podemos escrever

IL;; = N;N;j — N;dij = aTaZa;ra] — aTaZ(Sw = a, (521 + CLJraz)cy7 a;-faiéij, ou seja

II;; = j:aTaTaz a; = (x)(£)a; f ;rajaz onde usamos que a;a; = £aja;. Com isso

podemos escrever 1l;; = aJr Tajazj Y = - g Vwa ajaz
ij

Note que nao existe contribuicao do termo da diagonal, © = j para férmions.

al = 3. bl(L]ks)
a; = _;(kill;)b;

1
Z Z‘/;Jbln L [Ki )b <ln’kj><kj‘lq>bq<ki‘lp>bp D) Z <mn\V\pq>binb};bqbp

5z, O onde  (mn|Vpg) =Y Vij{lmlks){(killp) (Ln|k;) (k51lg)
Qoo ij

C%Ooo Para adquirir intuicdo, em sequida trataremos o caso, onde os |k;) sdo os
autokets de posicao, |x), e os |l;) sao os de momento linear, |p = hk)% *}"’: o
MAPLima u:::m 10

podemos re-escrever V em uma outra base:

A partir de {
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FI002 Variaveis dindmicas: operadores de particulas interagentes

Aula 21 Neste caso, V;; representaria a interacao de duas particulas, uma particula em x
e outra em x’'. Um exemplo imediato, seriam dois elétrons (cada um com carga e

interagindo pelo potencial coulombiano.
2

Vij > V(x,x') = =&

|[x—x|

Neste caso
> = [ & [dPa!
O potencial na nova base fica (mn|V|pq) = Z Vii (| ki) kil lp) (LK) (Ki|lg) —

Y]
2
<kmkn’V’kpk /d3 /d3 / i(kp_km)-X‘H(kq—kn),x’ e

[x — x|
Note que (kmkn|V kpkq) = (knkm|V |kqkp).
(m,p) — particula 1

Representacao grafica do potencial é dada na figura. Note
(n,q) — particula 2

7,
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FI002 Particulas Idénticas: exercicios extras
Aula 21 Ni, ai] = —a;
(1) Mostre que = validas para bésons e férmions

(2) Mostre que C = €'“\/n; em a;|ni,na, ..., 0, ...) = C|ni,na,...,n; — 1,...)

4 »,
bosons

e =1

onde ¢ .. .
férmions

i {—H se # de estados ocupados anteriores a ¢ é par

—1 se # de estados ocupados anteriores a ¢ é impar

(3) Mostre que C = e *“y/1 £ n; em al]nl,ng, ey Ny o) = CNyyngy ey ng + 15000
(emia =1 - . C =1+ n; — bosons
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%y 1= e e e
990 —1 se # de estados ocupados anteriores a ¢ é {mpar
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FI002 Particulas ldénticas: exercicios extras
Aula 21

(4) Suponha que ¥y = |110...), escrito na linguagem de 2a quantizacao, seja
uma aproximacao do estado fundamental do atomo de Hélio, de tal forma
que as funcoes de uma particula satisfazem as equacoes de Hartree-Fock

do slide 2. Com isso em mente,

(a) como vocé representaria, a partir de ¥p, na linguagem de 2a.quantizagao,
as fungoes: (i) Wy; (i1) Wo; (iii) W3 e (iv) Wy do slide 10 da aula 207
Repita o procedimento, comecando por ¥, representando todos a partir

do véacuo |0).

(b) calcule, usando linguagem de 2a quantizacao, Ey e os elementos de

matriz dos itens a, b, ¢ e d do slide 11 da aula 20.

(c) calcule o potencial de ionizacao e a afinidade eletronica, definidos no

final do slide 2 desta aula, na linguagem de 2a. quantizacao.
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