F1002 Exemplo: Gas degenerado de elétrons
Aula 22 Um bom exemplo do que discutimos até aqui estd no chamado gas degenerado

de férmions. Especificamente, estudaremos o gas degenerado de elétrons, uma
colecao de elétrons, interagindo entre eles por meio do potencial repulsivo
coulombiano, mas prisioneiros, devido a acao de um potencial atrativo médio,
do meio em que se encontram. Exemplos: (1) plasmas de alta temperatura,
(2) os elétrons de um metal (bulk metal).

A Hamiltoniana do problema: H = H.,; + Hy, + H.;

( 2 — %y — x|
i 1 1 A .
Hoy =), 3=+ 35>y, Dt ﬁ = parte eletronica.
(repulsao entre as
Sy— artes do “background”
H, = %62 f d3 2 f d3x//p(xl)p(xll) e |>l:’—x”| g p g 5
< onde < onde se encontram
g | 0s elétrons.
3
o
2 interagio dos elét
Z S — interacao dos elétrons com
o § Hel—b - _62 Z’L f d3$p(X) - |:—x-| — « ”
03 5 \ : o “background”.
933, B
089 5.. & Usamos o potencial coulombiano blindado e faremos 1 — 0 no final.
Qoo
90° o p(x) é a densidade de particulas positivas do “background”. N
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Exemplo: Gas degenerado de elétrons
Se considerarmos um “background” homogéneo (sem estrutura), com

p(x) = N/V para um sistema com volume L*, podemos re-escrever Hjy,

considerando x = x’ — x”, para obter:

|

Hb: 562/de//de//p(X/)p(X//)€_M|X/_X/ _
2 ‘X’—X”‘

1 ,(N\? [ 4 e kXl 1 L/N\? 4ar 1 ,N24x

- o’ | P — =) Vo =22

2" (V) / ‘T/ x| 2°\V) @2 2V 12

Ou seja, nestas condicoes o “background” contribui apenas com uma

constante aditiva na energia. Embora o resultado pareca explodir com
1 — 0, veremos que isso nao é um problema. A interacao dos elétrons com
esse background homogéneo pode ser re-escrita por:
e Ml o N2 drr
H., , = —e E d>x — = ¢’ " Juntando tudo, temos:
‘X — Xi Vo

6_M|Xi_xj|

2
2 Vo2 " 222 x; — x|

(. / 1 ]#Z
v~
H/—/ NG V)

constante 1-particula 2-particulas

Como ficam na linguagem de 2a. quantizacao? NN
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Aula 22 Vamos escreve-los, usando a base de momento linear para uma particula com

3
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Exemplo: Gas degenerado de eléetrons

spin 1/2, isto é i = {k, A}, onde A\ = £ indica o spin do elétron para cima ou
para baixo. Na estratégia de normalizagao da caixa (k'\ |p|kA) = hkdkdan
e com isso podemos escrever:
2 21,2
Pi k™
= K = ——a;.,\Q
%}\: 2 k) kA

— 2m
1

Analogamente, usando o que foi desenvolvido para operadores aditivos de duas

particulas, temos

1
V=2 YY) (kidikado|ViksAskaa)al y al . ien, Giens
ki1 koo kg3 kay

onde <k1)\1k2)\2‘V‘k3)\3k4)\4> é igual a

/ A>3’ / Pz V(x', x") (ki A\ |x') (X |kaAsg) (ko da|x”) (X" [kgds) =

//|

e? 3,/ 3,01 e 1P k1.x" T ikg.x ko X" T ik
_ —1 X (2 X —1 X 1Kg.X
BR7EE Bl A P S Ve R E LR FL R CY

2 — Ky
e e iy ) . )
> d3y / d3ZU ; e itk . (y+x) 5>\1>\3 6zkg.(y—l—x)6 zk2.x61k4.x5>\2>\4

x"=x = &2 = dx R
y =x —x" — d3z' = d3y ¥ 3
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F1002 Exemplo: Gas degenerado de elétrons
Aula 22 E assim, (ki \ka)o|V|ksAskg)y) fica

2 : —py
= 6—25>\1>\35)\2>\4 /d3x e—z(k1+k2—k3—k4).x/d3y e_e—z(kl—k3)_y _
v Yy
2 —py
= 75A1A35A2A45k1+k2,k3+k4/d?’y — e ilka—ks)y
Yy
—HY ) 4
Tomando ky — kg = q, e a integral conhecida /d3y € ey — 2—7T2’
Y q° + W
temos, finalmente:
2
€ 41
<k1)\1k2)\2‘V‘k3)\3k4)\4> = V5A1>\35>\2>\45k1+k2,k3+k4m

Ox; 201,01, — O potencial nao causa mudancas nas orientagoes de spin

onde

£ . . . ,
§ Ok, +ks ks+k, — indica que o momento linear é conservado no processo
om 1sso, podemos escrever o potencial na linguagem de segunda quantizacao:
g C , pod pot ] na l d da quantizag
8
2 y_1 (kiAikaao|V]ksAskads)al | al
2 9 ~ 9 P P P (K1A1K2A2 3N3KaAL) Ay Ao\, Tka Xy Qkg s
03; g kaAr ka2z kads kads
0000°° £ e? dm t t
&gg:;oo = oV SJ SJ SJ SJ 5A1>\35>\2>\45k1+k2,k3+k4 e _|_,u2 akl)\lakzkgak4.>\4ak3>\3
. ki1 koo kaAg kaAy &"’A ar
¥ 4

MAPLimMa



F1002 Exemplo: Gas degenerado de elétrons
Aula 22 gmando em A3 € A4, temos:

4

2
VY = £ > Y Y N5 a4 a a
o W, W, W) W, ki+ka,ks+ks 2 2 k1 A1 "ka Ao kg Uka Ay
2V q* +
ki1 koo kg kg

(1) k1 + ko = ks +ky
2) k1 — ks =
A soma quadrupla pode virar uma soma tripla com: ¢ (2) ka s =4
(3) ks =k
\ (4) kys=p

2)+ (3) > k1 =q+ k = este resultado juntamente com
) e

ou melhor < (4) na (1) — ko +p—-(a+k)=p—q

ks =k
\k4 =P
E . o » .
§ Realize a soma em ko, e troque as varidveis para obter:
g Y 62 4 T ¥
i kpg A1z
o 9
95 =
Qoo j . : g~ .
QCO& oo Antes de prossequir, € importante analisar a contribuicao de q = 0, pois ela
Qoo . N . .
Qo9 causa uma divergéncia no denominador quando p — 0. g
2,
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Exemplo: Gas degenerado de elétrons

A contribuicao de q = 0 é dada por: V‘ q=0 = 2V Z Z —ak A a I)A ApXy Ak,
kp )\1)\2

Usando a tabela de anti-comutacao de operadores de criagao e aniquilacao

de férmions da aula passada, podemos escrever:

T t . | T _ T t
ak,)\lap,AgapA2ak>\1 T _a'k,Alap,Agakkla'pAQ T a’k,)\l (ajk)\lap,Ag o 5kp5>‘1>‘2)ap>‘2

e? Ar e? Am
. V‘q:O = W,Lﬂ ;;ak A ak>\1 L>\ — 5kp5>\1>\2)ap)\2 = 2V Iu <N2 _ N)
1 2

e’ 4w o
O primeiro termo, ——N cancela exatamente com o primeiro termo da

2V p?

4
Hamiltoniana H (slide 2). O segundo termo — 6——WN pode ser interpretado

2V w2
: , o e? 4m
como a energia de N particulas, com cada uma contribuindo com — v 2
1
Como V vai para infinito com L® e p vai & zero, mas mantendo puL >> 1

(condicdo do potencial coulombiano blindado), temos: Vu? — oo e ..

e? A
N = 0 com isso podemos escrever H da seguinte forma: N Y
2V 2 = 6
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F1002 Exemplo: Gas degenerado de elétrons
AUIa 22 HO = K\ h;rl:i aLAakA
H =Ho+ H1 com

T T
V kaq Z>\1>\2 q —|-/ub2 At g n Yp—q, e APA2 Ak

onde a Z ' significa somar sobre todos os valores de q, excluindo q = 0.

Lembre que o que fizemos até agora foi construir a Hamiltoniana do problema
com a hipotese que o background (onde se encontram os elétrons) de cargas
positivas é homogéneo. Resolver o problema é uma outra estéria. Aqui vamos
usar teoria de perturbacao de primeira ordem com H; como perturbacao de H,.

Em condicoes especiais, isso pode resultar em uma boa aproximacao da situacao

real.
Primeiro, vamos introduzir variaveis que reflitam a escala do problema em
£
gquestao Imagine que cada “sitio” positivo tenha um volume de 4?777“3 Se assim
8 4m 3 . .
o fosse, o volume do sistema seria V= N—rg e .". a densidade mencionada
g_ 3
() 4 1
o B . ™ . . . K2
07 g seria N/V = — 3 . A escala natural de rg seria o raio de Bohr ag = =5
03 2 3 0 me2 "
Oo 2
(§000 sugerindo a defini¢do de um parametro adimensional ry = r(/ag.
Qo0 &‘"’A A
“a¥ 7/
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Fl002 Exemplo: Gas degenerado de elétrons
Aula 22 Pelo lado da energia, como seria o estado fundamental desse sistema de férmions’

Como dois férmions nao ocupam o mesmo estado de uma particula, é preciso
preencher os niveis (caracterizados por k, \) até um certo valor maximo kpr com
energia, conhecida por energia de Fermi. Ou seja lote, aos pares (A = %) todos

os k's com k < k. Ou seja

l paraxz <0
N=> O(k-kp) — Z/ 3k ©(k — kp) com O(z) =
k,A A 0 para z > 0
1% Arr V 8 1% | ,N\'?
Isso fornece N = o) Z)\: ?k% = 27)7 ?]{3 — S?k e . kp= (37r 7)
or\ /3 1
< Usando N/V do slide anterior, temos kp = (I) E’ ou seja, kg, o k da

ergia de Fermi ¢ aproximadamente o inverso da distancia entre particulas.

en
8 Usaremos a mesma estratégia para calcular a energia do estado fundamental e o
te

° ermo de primeira ordem, de perturbacao,

95
» O kp (F[Ho|F)

d§00°o ou seja, usaremos |F) =]1,1,1...1,0,0,...) para calcular
N———
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FI002 Exemplo: Gas degenerado de elétrons
Aula 22 2
p Comecamos por E©) = (F|H|F) = h Z k*O(k — kr), onde novamente
LAY

trocaremos a soma pela integral para obter:

vV k2 ape? . k2

ﬁ2
31 120 9 ArE F
3Z/dkk (k —kr) = e

1/3 5
(V = Nimp3 (%r) 1
e _ape*  Am "

S\ =9z 370 5
()"

2 4 5/3 1 2/3 1
que simplificando fica E©) — doc N I 5 = aoe” 3N on 2
2 3m\ 4 51 2 5 4 o

O —

de <

e2 3 (9r\**1
para finalmente obter, com rqg = rsag, a expressao EO = _—_ =N —
2a0 5 4 2

S

62

Y ¢ a energia de ligacao do elétron (13,6 eV) no dtomo de hidrogénio.
ao

Assim, a energia por particula do sistema nao perturbado é dada por:
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F1002 Exemplo: Gas degenerado de elétrons
Aula 22

O termo de correcao de primeira ordem ¢ dado por

2
1 e 4m
EW = (FIHu|F) = o Z;; 7 Fla a0, B—q . Boxstion | F)
pPa Ai1A2

Para calcular isso, observe que:

e como F representa o estado fundamental k < kp, caso contrario axy,|F) =0

« 19

e 0 que for destruido entre os orbitais ocupados pelos “a’s” precisa ser

re-construido pelos operadores a'’s, caso contrario

(Flajcy q.x, B q.x, 003 Gl | F) = 0

P-q#P
< ® como q # 0 (lembre do significado da Z "), necessariamente < e
§ k+q # k.
3
% k + q=—pe )\2 = )\1
“E e assim sO nos resta fazer ¢ e
?’°<’§ p—q=kel=M\.
&§000 permitindo eliminar as somas em p e em Ao, fazendo p=k+q e Ay = ;.
Qo0 RN
" 10

MAPLima il



Fl1002 ‘Exemplo: Gas degenerado de elétrons
Aula 22 Assim, a correcao de prlmelra ordem é dado fica

41
EW = (F|H,|F) = 2V Z Z (Flafyqx, aL 2 fieras axx, |F) =
kq )\1

anti-comutam (distintos)

e 7'('
— T ov Z Z _2 (ach+q,/\1ak+q,>\1) (CLL,AlakM) |F) =
kg X\

— 2v e /d3 /d3 —@ (lk+q| —kr)O(k — kF)
akkakh)|F> Ok — kr)|F)

*++) F) = O(|k + al — kz)|F)

onde usamos que <

\
V2
/
equez Z%ZX(ZT(‘G
kq )\1

variavel k =P — q/2 = d°k = d°P e inversdo das integrais, nos leva &
2

&2, 2 V2 A q
o O EW = ——2 /d3 /d3P@P 51— kr)O(P — S| — k
d Ooo

90° A integral em d°P ¢ o volume de intersecio de duas esferas de raio A, A

: ¥
MAPLima £k com distancia g entre seus centros. e 11

/ >k / d®q. Uma nova mudanca de
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FI002 Exemplo: Gas degenerado de elétrons
Aula 22 p,ra ver isso, observe na figura abaixo que o ponto P corresponde ao ponto

P — a com respeito ao centro da esfera superior e ao ponto P + % com

respeito ao centro da esfera inferior. As esferas tém raio kp.

1 a aq
| @(\P+§\—kF) @(’P_§’_kF)
q A\ ~~ ‘ J/ ~~ J/ ‘
P - 9 1 para pontos internos 1 para pontos internos
da esfera inferior da esfera superior
P
+§ | P %
— 7. _ N ->
w3l /
£ 2 & SO os pontos da intersecao das duas esferas dao 1
% para ambas as funcoes ©. A integral em d°P
E corresponde ao volume de intersecao.
i
> g
s rions 2 [ 2
ocof?@ % = Para obter o volume, calcule em coordenadas cilindricas: 2 / w(ky — 27)dz
Qoo q/2
Qoo R
¥ 12
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F1002 Exemplo: Gas degenerado de elétrons
Aula 22 2 3 /9\Y3q e2 0,916
Var () ’

Assim, fazendo as contas temos: EW = — 5 — N :
205 2w \ 4~

Ty 2a3 Ty
fornecendo uma energia por particula em primeira ordem igual a

E EO4+ED g2 (2,21 0,916)

N N - 2a2\ 1?2 T
EIN Exact result as r; — 0
0.10e%/2a,}
r_
i | 1 | | | | I | | |
2 6 8 10 7s

: i —_— — >

g 2 i “Wigner solid”

3 —0.10e"2ay

S EIN = —0.095¢*/2a

5 — _ e’ B
532, g 1o ponto E/N = —0,09 2az = 129 eV metal de E/N =—1,13 eV
oggo"g’ de minimo sodio
%g gc:;° rs = 47 83 re = 37 96

o : , . _ A A
Um acordo muito razodvel para um modelo tao simplificado! S 13
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