Fl002 A equacgao de Dirac: atomo de um elétron

Aula 28 A idgia é resolver o problema de um elétron sob a influéncia do potencial:
Ze?

o

Na aula passada, vimos que o problema ficou reduzido a solucao das equacoes

V(r) =

acopladas:
[E—m —V(r)u(r) — [;i + A : 1}@(7“) =0
E+m—V(r)]u(r)+ [;; _ 2 ; 1}u(r) =0

Nossa expectativa é que os termos de estrutura fina, tratados para o atomo de
Hidrogenio por teoria de perturbacao, surjam naturalmente como solucao da

equacao de Dirac. Para resolver estas equacoes, introduziremos novas escalas,

c= £
m

2

e 1

dadas por: e a constante de estrutura fina @« = — = e? &~ —.
hc 137

x=mr
Lembre que escrevemos a equacao de Dirac para um corpo so e no limite de

altas energias, ela nao funciona. Precisariamos de uma teoria de campos de
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Fl002 A equacao de Dirac: atomo de um elétron
Aula 28 Substituindo as novas varidveis temos:

1= 20 (@)~ [+ 2 Do) = 0
[e+1+%}v(w)+[ddm—)\;l]u(x):0

Um bom comeco é analisar o comportamento destas equacoes para r — oo e

impor as condicoes assimptoticas esperadas do problema.

(1) [e — 1]u(z) — [L]v(z) =0
No limite x — oo, temos

(2) [e+ 1]v(x) + [L]u(z) =0
Substituindo u(z) de (1) em (2), obtemos:

d 1 d d?v
e |le+1lv(x)+ v(z) ] =0= — = (1 —€*)v
; e+ o)+ [] (2 [ ]0@) =0 S5 ==&
32 O que sabemos sobre €? Classicamente, a energia cinética £ —m — V(r) é
O
g igual a zero no ponto de retorno classico e como a particula esta prisioneira
° g e o ponto classico é a fronteira, podemos concluir que £ — m < 0, pois
)
995 g SRT E
6?‘# = V(r) <0V r Isso implicaem — =¢ < 1e (1—¢€) > 0. Consequentemente,
Q0o m
i v(z) = exp[—(1 — €2)1/2z] para z — oco. Y
=¥ )
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F1002 ql uagdo de Dirac: atomo de um elétron
Aula 28 Ignorando a normalizacao por hora, temos que

e — 1]u(z) — — =0 — u(z) = exp[—(1 - e2)1/2¢) para & — oo também.

No caso da equacao de Schrodinger para o atomo de hidrogénio, ao chegar no
comportamento assimptoético da funcao radial, expandiamos a funcao em uma
série de poténcias que multiplicava a exponencial e concluiamos que a série
precisava ser interrompida (caso contrario a funcao divergiria no infinito). Isso

quantizava a energia. Seguiremos passos semelhantes para u(zx) e v(x), isto é:

(©. @]
_(1__.2\1/2 .
u(z) = e =€) Ty g a;x’

1=0

v(z) = e~ (1= e 1y Z bz’

= i=0
g Assumimos que encontraremos uma solucao usando o mesmo = para ambas as
% séries. Inserindo estas expressoes nas equacoes diferenciais, reagrupando as
: “E poténcias, obtemos que os termos de menor potéencia serao os envolvendo
gg Og 27! (coeficientes da derivada primeira e dos termos % e FZ2).
@Sooo o Isso permite escrever {(Za)ao —(y+A+ b =0 S S
(v = A+ Dag + (Za)bo = 0 =3
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FI002 A equagio de Dirac: dtomo de um elétron
Aula 28 As outras poténcias fornecem féormulas de recorréncia, relacionando a; e

b, com a;_1 e b;_1. Para que isso funcione, nao podemos aceitar a solucao
trivial ag = by = 0 do sistema de equacoes acima. Exigimos, entao, que o
determinante se anule, isto é (Za)* + (y + A+ 1)(y — A+ 1) = 0. Essa
condicao fornece:
v=—14 [\ — (Za)?)H/?
A=7+4+1/2< Za
Sintoma de problemas para altas energias: se { argumento da raiz

quadrada negativo

Para atomos com Za =~ 1, o campo é tao intenso nas proximidades do

niicleo que terfamos criacao de pares (e™,e”) de forma expontanea. A

equacao de Dirac de um corpo s6 nao da conta do recado. Consideraremos

Za << 1. Para o menor valor de 7,5 = %, isso implica em
Sinal positivo = —1+4 1 — 1(Z«a)? = nimero negativo ~ 0

’y%
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Oo Sinal negativo — —1 — 14 2(Z«a)? = ntiimero negativo ~ —2
@8"0"0 < 0 causa divergencia em r = 0. Precisamos resolver isso. Note que\",’ jp—
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Aula 28
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A equacgao de Dirac: atomo de um elétron
Para Za << 1, a divergéncia do v obtido com sinal positivo, sé aparece para

j = % e € relativamente fraca (removivel se considerarmos que o nicleo tem
dimensao diferente de zero).

Assim, tomamos v = —1+[(j + )% — (Za)?)Y/? e escrevemos by em funcéo
de ag (determinante do slide 3 igual a zero permite isso). No final, ag sera
determinado por condicao de normalizacao. Assim sendo, do slide 3, temos
bo = ag(Za) /(v + A+ 1). Podemos encontrar o restante da série, os a; e b;,

igualando coeficientes de mesma ordem, a partir de 7. Esse exercicio leva a:

(1 — e)ai_l - ZOéai — (1 - 62)1/2172'_1 + ()\ + 1+ Y + Z)bl =0
(1 + E)bi_l -+ ZOébrL — (1 — 62)1/2%_1 — ()\ —1-— Y — z)a,z =0

Multiplicando a primeira equagao por (1 + 6)1/ % e a segunda por (1 — 6)1/ 2,

e somando as duas (com isso, nos livramos dos a;_1 e b;_1), obtemos:
—Za(14+ )20, —(1— )2 N =1 =~ —)a; + Za(l — €)1/ 2b;+
+(1+e)Y2 N+ 1+~ +414)b; =0, fornecendo uma relacio entre a; e b; :

bi  Za(l+e)'/24+A—1—~—14)(1—¢)l/? S

ai  Za(l—e)2+ A+ 1+~+i)(14€)1/? % | 5
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F1002 A equacgao de Dirac: atomo de um elétron
Aula 28 Note que

) bz (1 — 6)1/2 . , . N
e Sei1 > too=> — = — , ou seja, a; € proporcional a b;. Para valores
a; (14 ¢)t/2

grandes de x, este termo dominara a série.

1 — ¢ 1/2
e Nestas condigoes, (1 — +00), troque b;_1 — — El n €§1/2 a;_1 na segunda
N a; 2(1 — 2)1/2
equacao da caixa verde e obtenha —— = ( , ) :
a; 1 [
2 i—1 i
x x x
e A funcdo exponencial e*® =1 + (z + (C2') + . EC )1)' + (C,') + ... tem
. 1 —1)! 2!
essa propriedade, com ¢ = 2(1 — 62)1/2.

< ® Isso faz com que

g (1—¢2 1/2 > :

3 u(r) =e )T Zaiml

o ;

G 1=0

v 00

S 21/2 .
S’goo : v(w) = e Fagy > bia'
995 g =0
%2 Qoo A . . J ~ ' . .

350 explodam no infinito, se as séries nao forem interrompidas.
Qoo &‘"’A A
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F1002 A equacgao de Dirac: atomo de um elétron
Aula 28 ¢ Para interromper a série em i = n’ + 1, precisamos que an/41 = by = 0.

Com isso as equacoes da caixa verde do slide 5 ficam:
(1 —¢€)a, — (1 __€2>1/2bn,:: 0 , . 1/2
n=i—1 — ambas fornecem —— = [1 n E]
Ay’ €
(14 €)by — (1 —€2)2a, =0
Combinando este resultado com a caixa azul do slide 5, temos
Za(l+ )2+ A=1—~v—n")(1—¢€)/? _|L-e 1/2
Za(l—e)l2+AN+1+~v+n)(1 +¢€)l/2 1+e¢

E isso resulta na quantizacio da energia: (1 +~+n')(1 —€2)Y? = Zae

e Colocando o c de volta, encontramos que a energia do atomo de hidrogenio
2

< fica: E = me 73
m (Za)? ]
% [ [ GH1/27=(Zay2+n' |
o
g e O termo de menor ordem em Za, é
o § 1 2 7 2
88;(’% E =mc* — §mc (2 @) com n =j+1/2+n" — série de Balmer (cap.3).
o o) o n
% = . ‘
33 (exercicio 8.16 da lista) | correcao da energia cinética (eq. 5.3.10)
902 e Ordens superiores . T A A
e interagao spin-érbita (eq. 5.3.31). S | 7
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FI002 A equacgao de Dirac: atomo de um elétron
Aula 28 Chapter 8 Relativistic Quantum Mechanics

Zero of encrgy (ionized hydrogen)

—n=d_ \——6 =0 A separagao dos niveis 257 /5 e 2P /5
i 1=
=5} é devido ao efeito Lamb Shif que exige
; uma teoria de campo relativistica para
n=:
M levé-la em consideragao.
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