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1. Considere o modelo de Hubbard para dois sitios a e b, representando dois fons em uma rede. O modelo supoe
que existe apenas um orbital por sitio, que pode ser ocupado por zero, um ou dois elétrons. Quando ocupado por um
elétron, a projecdo em z de spin o do mesmo pode apontar para cima (o =1) ou para baixo (o =]). As fungoes de
onda espaciais dos orbitais s@o ¢, (r) e ¢p (r). Na notagao de Dirac, podemos usar os kets |a) e |b). Supomos que os
orbitais s@o ortogonais (a|b) = 0. O Hamiltoniano do sistema pode ser escrito como

H=H,+ Hy,+ V. (1)

O termo H; corresponde a energia do sitio ¢ = a ou b e V,;, descreve processos entre os sitios. Quanto nao ha nenhum
elétron no sitio 4, sua energia é zero. Quando ha apenas um elétron no sitio i, sua energia é¢ Fy (independente de 1)
e quando hé dois elétrons num mesmo sitio, sua energia é 2FEy + U. A energia U > 0 aqui corresponde & energia de
interagao coulombiana entre os elétrons quando no mesmo sitio
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Finalmente, o termo V,; corresponde & possibilidade de um elétron saltar de um sitio ao outro, mantendo sua projecao
de spin ao fazé-lo. Vamos supor que

(@] Vap [b) = (b| Vap |a) = —t. 3)

Vamos focar no caso em que ha ao todo apenas dois elétrons no sistema.
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Figura 1: Modelo de Hubbard de dois sitios.

(a) Como o Hamiltoniano comuta com os spins dos elétrons, podemos trabalhar na base de spin total S = S; + So
bem definido. Escreva a parte de spin (normalizada) das func¢oes de onda que correspondem ao spin total S = 0 e
Mg =0 (singleto) e S =1 e Mg = —1,0, ou+ 1 (tripleto), onde §* = S (S + 1) e Mg é a projecao do spin total em
z. Determine se cada funcao de onda é simétrica ou anti-simétrica sob permutagao dos spins.

(b) A funcao de onda total deve ser anti-simétrica sob a permutagao simultanea de variaveis de spins e de coordenadas
espaciais. Escreva as partes espaciais que correspondem a cada parte de spin determinada no item (a).

(c) Encontre a matriz correspondente a H no sub-espago do tripleto e ache as auto-energias e auto-fungoes de H.

(d) Encontre a matriz correspondente a H no sub-espaco do singleto e ache as auto-energias e auto-fungoes de H.

(e) Ordene em ordem crescente as auto-energias dos itens (c) e (d). Qual sdo os spins totais do estado fundamental
e do primeiro estado excitado?

(f) Mostre que no limite relevante para isolantes de Mott U > ¢, os dois estados de mais baixa energia tem pequena
probabilidade de se encontrar dupla ocupagao de cada um dos sitios. Em outras palavras, os elétrons estao fortemente
confinados a cada sitio, caracterizando um isolante.

(g) Encontre a diferenga AE = J entre os estados de mais baixa energia no limite U > ¢, relevante para isolantes
de Mott. Mostre que o sub-espago desses dois estados de energia mais baixos pode ser descrito pelo Hamiltoniano
efetivo

Hepp = JS; - S2+ const., (4)



onde J > 0. Esse é o mecanismo de “supertroca” (“superexchange”).
Solugao:
(a) Com a notagao geral |S, Mg), o singleto é

0,0) = = (11:4) = 1119

e o tripleto é

|171> = |T3T>7
1,0) = %(IMHIM)),
1,-1) = [1,1).

Evidentemente, o singleto é anti-simétrico e o tripleto é simétrico.
(b) Para que a funcao de onda total seja anti-simétrica, a parte espacial tem que ser simétrica para o singleto e
anti-simétrica para o tripleto. A dnica combinagio possivel para o tripleto é

1T) = <= (Jab) — Iba))

Ja o singleto admite os seguintes estados espaciais

1S0) = \%(\ab>+|ba>)7
1S2) = |aa),
1Sy = [bb).

Ha4, portanto, ao todo, 3 estados tripleto e 3 estados singleto.
(c) O Hamiltoniano H atua apenas na parte espacial. O dnico elemento de matriz a ser calculado, portanto, é

(T| H|T) = (T| H, + H, |T) = 2E,.

Note que Vg3, conecta |T') com os estados |S,) e |Sp), mas a parte de spin garante que os estados totais sdo ortogonais.
O sub-espago do tripleto tem energia 2Ej e é triplamente degenerado com auto-valores |T) ® |1, Mg).

(d) No sub-espago do singleto a atuagdo de H;, que é diagonal, nos d& 2F, para o estado |Sp) e 2Fy + U para os
estados |S,) e |Sp). A atuagdo de Vy, é fora da diagonal. Temos que

Vi |S0) = —t%um + [bb)),

Vab|Sa> = 7t(|ab> + |ba>)a
Vap [Se) = —t(lab) + [ba)) .

Logo

<Sa‘vab|50> = *\/it: <SO|Vab|Sa>a
(Sy| Vap 1S0) = —V/2t = (So| Vap |S)
(S| Vab |Sa) = {(Sa| Vap |Sp) = 0.

Finalmente, se a base for ordenada na seqiiéncia (|So) , [Sa) , |Ss)),

2F,  —V2 =2t
H=| -2t 2E,+U 0
—V2t 0 2B+ U

Diagonalizando

A V2t =2t
V2t U-X 0 [=U-XN(\N-Ux—4?) =0.
—V2t 0 U-A\



Portanto,
Fy = 2B+ M\ =2Ey+ U,

U
By = 2By + X =2E+ 5 +4,

U
Es = 2E0+)\3=2E0+§—Aa

2 .
onde A = \/UT + 4t2, com os respectivos auto-vetores

1

7 (15a) +156)) ,

52 = /1= g |75 150 = S5 s+ 15|
|S5) = \/1+% [12|50>+A:f/2(|5a>+|5b>)]

(e) Notando que A > U/2, os estados em ordem crescente de energia sao (|Ss) , [T, |S1) , |S2)), sempre lembrando
que o estado tripleto é triplamente degenerado. Portanto, o estado fundamental é um singleto e o primeiro estado
excitado é o tripleto. Note que os outros estados estdo bem acima (por energias ~ U quando U > t) do primeiro
estado excitado.

(f) O estado tripleto tem probabilidade nula de apresentar dupla ocupagao. No limite U > ¢,
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S3) =~ ||So) + Nl (1Sa) + 15))

A probabilidade deste estado apresentar dupla ocupagio é ~ 4t2/U? < 1.
(g) O primeiro gap de excitagdo é

U 42
=2F)—E3s=A— —~ —.
/ 0 27U
Usando a defini¢ado do spin total
St = S1+ 5o,

S2 = ST+ 85+28,-8,,
podemos escrever

1 1/1 1 3

que assume os valores —3/4 e 1/4 para o singleto e para o tripleto, respectivamente. Portanto, dentro desse sub-espago
podemos escrever o Hamiltoniano efetivo

3J J 1
Heff:E3+4—‘rJSleg%QEo—4+J51~82:2E0+J<81-SQ—4>.
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2. Na teoria do magnetismo, a integral de troca direta (“direct exchange integral”) tem um papel muito importante.
Ela estéd por tras da primeira regra de Hund e também na origem do ferromagnetismo de alguns isolantes. Sua
expressao matemética é

Jij /dgﬁ/d?’rw r1) ¢} (r2) 4 (r1) i (r2), (5)

47T60 |I'1 — I'2|

onde ¢; (r) e ¢; (r) sdo duas funcdes de onda orbitais diferentes. Note que a integral pode ser escrita como a auto-
interagao de uma distribuigao de carga complexa

2
* e
Jij = /d37’1 /dSTQPij (I‘l) mpij (I‘z), (6)

onde

pij (r) = @i (r) ¢j (r). (7)

Um fato importante a respeito de J;; é que ela é real e positiva.
(a) Mostre diretamente da defini¢ao que J;; € R.

(b) Usando que
ik-r
g, &0 A
/dr|r| -7 (8)

mostre J;; > 0.
Solugao:
Definindo as transformadas de Fourier direta e inversa da distribuicao de carga

pij (k) = / d*re™ T p;; (r)

3
pij (r) = / (;lﬂl;ge_ik'rﬁij k),

e levando na Eq. (6)

d3k1 d3k2
_ d3 d3 / zkl T ~* / 77,k2 r25. . (k
/ 71 / 9 ( ) dreq |I‘1 — I‘2| Pij ( 2)
A3k A3k et(kiri— k2 r2)
= / 13 / 23 ~;|<] k2 /dSTl /d pgo o 6
(2m) (2m) dreg v — 1o
A3k / d3ksy / 5 / 5 ( 2 )ez(k1k2)~Rei(k1+k2)-r/2
= N;F» k ~,L“ k d R d T 9
/(%)3 (27r)‘°’pﬂ( ) pij () dreq ir]

onde, na ultima linha, fizemos a seguinte troca de variaveis

1
R = 5 (1'1 + 1'2) s
r = r; —ro.

Note que o Jacobiano da troca é 1. Usando que

/ngei(klsz)'R — (27r)3 5®) (k1 — ko),

62 d3]€1 _ 9 3 eik1~r
Jy = (WO)/( 5l 00 [
_ ( ) / &k |y (k)|
€0 (2r)® k%

O integrando é claramente positivo definido e a integral s6 poder ser > 0.

obtemos




