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Relação de ortogonalidade

Queremos provar que

Comecemos relembrando a definição do polinômio de Legendre

Multiplicamos essa equação por 𝑃𝑚(𝑥) e subtraímos desta a equação satisfeita por 𝑃𝑚(𝑥)

multiplicada por 𝑃𝑛(𝑥) e obtemos

𝑃𝑚 𝑥
𝑑

𝑑𝑥
1 − 𝑥2 𝑃𝑛

′(𝑥) − 𝑃𝑛 𝑥
𝑑

𝑑𝑥
1 − 𝑥2 𝑃𝑚

′ 𝑥 = 𝑚 𝑚 + 1 − 𝑛 𝑛 + 1 𝑃𝑚 𝑥 𝑃𝑛(𝑥)



Relação de ortogonalidade

Integramos os dois lados a fim de obtermos 

[ 1 − 𝑥2 𝑃𝑚 𝑥 𝑃𝑛
′ 𝑥 − 1 − 𝑥2 𝑃𝑛 𝑥 𝑃𝑚

′ 𝑥 ȁ−1
1 = 𝑚 𝑚 + 1 − 𝑛 𝑛 + 1 ׬

−1

1
𝑃𝑚 𝑥 𝑃𝑛 𝑥 𝑑𝑥

Como 𝑃𝑛 𝑥 𝑒 𝑃𝑚
′ 𝑥 são limitados em ±1, o termo do lado esquerdo se anula nos extremos 

e então, se n ≠ 𝑚, temos que 

Agora precisamos calcular essa integral quando n = 𝑚. Para isso, precisamos da função 

geratriz

𝑔 𝑥, 𝑡 =
1

1 − 2𝑥𝑡 + 𝑡2
= ෍

𝑛=0

∞

𝑃𝑛 𝑥 𝑡𝑛



Relação de ortogonalidade
Integramos 𝑔 𝑥, 𝑡 2

න

−1

1

𝑔 𝑥, 𝑡 2 𝑑𝑥 = ෍

𝑚=0

∞

෍

𝑛=0

∞

𝑡𝑚+𝑛 න

−1

1

𝑃𝑚 𝑥 𝑃𝑛 𝑥 𝑑𝑥 = ෍

𝑛=0

∞

𝑡2𝑛 න

−1

1

𝑃𝑛 𝑥 2 𝑑𝑥

Por outro lado, usando a primeira definição da função geratriz, obtemos 

න

−1

1

𝑔 𝑥, 𝑡 2 𝑑𝑥 = න

−1

1
1

1 − 2𝑥𝑡 + 𝑡2
𝑑𝑥 = −

1

2𝑡
ln 1 − 2𝑥𝑡 + 𝑡2 ቚ

−1

1

=
1

𝑡
𝑙𝑛
1 + 𝑡

1 − 𝑡
= 2෍

𝑛=0

∞
𝑡2𝑛

2𝑛 + 1

Daí, obtemos enfim que 

න

−1

1

𝑃𝑛 𝑥 2 𝑑𝑥 =
2

2𝑛 + 1



Relação de ortogonalidade

Por fim, obtemos que ׬
−1

1
𝑃𝑚 𝑥 𝑃𝑛 𝑥 𝑑𝑥=

2

2𝑛+1
𝛿𝑚𝑛

Agora, para obter a expressáo do slide, basta fazer 𝑥 = 𝑐𝑜𝑠𝜃

න

−1

1

𝑃𝑚 𝑐𝑜𝑠𝜃 𝑃𝑛 𝑐𝑜𝑠𝜃 𝑑(𝑐𝑜𝑠𝜃) =
2

2𝑛 + 1
𝛿𝑚𝑛



Funções de Hankel

Definimos as funções de Hankel de primeira e segunda espécie como a seguinte combinação das 

funções de Bessel de primeira e segunda espécie

Queremos provar a seguinte expressão do slide 5 da aula 15 

𝐴𝑙 =
1

2
𝑒𝑖2𝛿𝑙ℎ(1) +

1

2
ℎ(2) =



Funções de Hankel

𝐴𝑙 =
1

2
𝑒𝑖2𝛿𝑙ℎ(1) +

1

2
ℎ(2)

=
1

2
𝑒𝑖2𝛿𝑙(𝑗𝑙 + 𝑖 𝜂𝑙) +

1

2
(𝑗𝑙 − 𝑖 𝜂𝑙)

= 
1

2
𝑒𝑖𝛿𝑙 𝑒𝑖𝛿𝑙 𝑗𝑙 + 𝑖 𝜂𝑙 + 𝑒−𝑖𝛿𝑙 𝑗𝑙 − 𝑖 𝜂𝑙

= 𝑒𝑖𝛿𝑙
1

2
𝑒𝑖𝛿𝑙 + 𝑒−𝑖𝛿𝑙 𝑗𝑙 + 𝑖

1

2
𝑒𝑖𝛿𝑙 − 𝑒−𝑖𝛿𝑙 𝜂𝑙

= 𝑒𝑖𝛿𝑙(𝑗𝑙 cos 𝛿𝑙 − 𝜂𝑙 sin 𝛿𝑙)



Limites assintóticos da função de Bessel

A função de Bessel esférica é definida como a solução da equação diferencial

As soluções dessa EDO são chamadas funções de Bessel esféricas de primeira e de segunda

espécie e podem escritas na representação de série como



Limites assintóticos da função de Bessel

Logo, para 𝑘𝑟 ≪ 1, temos

𝑗𝑙 𝑘𝑟 ≈
𝑘𝑟 𝑙

2𝑙 + 1 ‼

𝜂𝑙 𝑘𝑟 ≈ −
2𝑙 − 1 ‼

𝑘𝑟 𝑙+1

Por outro lado, se 𝑘𝑟 ≫ 𝑙(𝑙 + 1), assintoticamente, temos

𝑗𝑙 𝑘𝑟 ≈
sin(𝑘𝑟 −

𝑙𝜋
2
)

𝑘𝑟

𝜂𝑙 𝑘𝑟 ≈ −
𝑐𝑜𝑠(𝑘𝑟 −

𝑙𝜋
2
)

𝑘𝑟



Funções Bessel
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