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Relacao de ortogonalidade

41 ' '
2
Queremos provar que / d(cos 0) Py (cos 0) Py(cos ) =
5 20+ 1

Oper

Comecemos relembrando a definicao do polindbmio de Legendre

d [(1 ) P, (z)

- o ] +n(n+1)P,(z) =0

Multiplicamos essa equacao por P, (x) e subtraimos desta a equacao satisfeita por B, (x)
multiplicada por P,(x) e obtemos

d d
P (x) I [(1—x*)P(x)] — By (x) I [(1 —x*)Pp(x)] = [m(m + 1) —n(n + D]P,(x) B, (x)




Relacao de ortogonalidade

Integramos os dois lados a fim de obtermos
[(1 = x2) B ()P (x) = (1 = xR ()P (0|4 = [m(m + 1) = n(n + D] [, Py ()P, (x) dx

Como P,(x) e B, (x) séo limitados em +1, o termo do lado esquerdo se anula nos extremos
e entdo, se n # m, temos que

/_z P, (z)P,(z)dz =0

Agora precisamos calcular essa integral quando n = m. Para isso, precisamos da funcéao
geratriz

1 (0'e]
(x,t) = _ ZP (x) t"
7 Vi—2xt+tZ2 &




Relacao de ortogonalidade

Integramos [g(x, t)]?
1

1 00
| 9G0P ax = =y Z e f (PG dx = ) 2 [ [B] dx
1 n=0 1

m=0n=

Por outro lado, usando a primeira definicao da funcao geratriz, obtemos

1 1

1 1 1
f[g(x,t)]zdxz j dx = ——1In|1 — 2xt + t?| | )
1

1 — 2xt + t2 2t

1+t i t2n
— 2n+ 1

-1

Dai, obtemos enfim que




Relacao de ortogonalidade

2
2n+

Por fim, obtemos que f_ll Pn () Py (x) dx= ~—— 8

Agora, para obter a expressao do slide, basta fazer x = cos6

1

] Pm(COSQ)Pn(COSH)d(COSQ) =

-1

o)
2n+1 ™"




Funcoes de Hankel

Definimos as funcoes de Hankel de primeira e segunda espécie como a seguinte combinacao das
funcoes de Bessel de primeira e segunda espécie

h(1) = Je + ine

h?) = j, — in,

Queremos provar a seguinte expressao do slide 5 da aula 15

A = %eiz‘slh(l) + %h(z) — g0 (cos S¢ je(kr) — sindg ne(kr))




Funcoes de Hankel

A, = ey 4 1p@
2 2
RS TP 1,. .
=-e (y+in) + 5(]1_”71)

1 ; . . —1 : .
=E€lal[6l6‘(]l +in) +e G —iny)]
o1, . L1 _i

= ei0t[2 (e + 7100)j; + i (e — e~i0t)n,|

= eial(jl CoS 51 — sin 51)




Limites assintoticos da funcao de Bessel

A funcao de Bessel esférica € definida como a solucao da equacao diferencial

daifil 2 d I+ 1)
[@+E£+(l_ ) )]fi-ﬂ'

As solucoes dessa EDO sao chamadas funcdes de Bessel esféricas de primeira e de segunda
espécie e podem escritas na representacao de série como

i 2 242
2y = [1 < mlNRHUTIIN . U ]
21 + HN 1021 + 3) 2121 + 32! + 5)

Ml ermsr, (s Gl ..y
nfz) = M= [1 1(1 = 2D i 21 — 213 - 21) :]




Limites assintoticos da funcao de Bessel

Logo, para kr < 1, temos

. (kr)!
Jiler) ~
(21 — 1!
n(kr) = — k)i

Por outro lado, se kr > [(l + 1), assintoticamente, temos
sin(kr — %T)
kr
cos(kr — %T)
kr

Ji (kr) =

n(kr) = —




¥l ]

0 ¥ylx)
04 .___.-f st _."_._ vl yoiw) Yelx) 'I"sl'ﬂ
0% ."'; \ -"
5 .' "-=_ y

ozf | ? .J.:"r h“xx,ﬁ '-..,.-"'"- A E’f /

ask| / f

as || /

] iy
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