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PROBLEMA 8.7 SAKURAI



OUTLINE DA RESOLUÇÃO
Item a)

• Escrevemos a equação de Klein-Gordon

𝐷𝜇𝐷μ +𝑚2 Ψ Ԧ𝑥, 𝑡 = 0

• Usando a definição 𝐷𝜇 = 𝜕𝜇 − 𝑖𝑒𝐴μ e Ԧ𝐴 = 0, temos

𝜕𝑡 −
𝑖𝑍𝑒2

𝑟

2

− ∇2 +𝑚2 Ψ Ԧ𝑥, 𝑡 = 0

• Substituimos a função de onda sugerida no enunciado 

• Calculamos o laplaciano (em termos do operador momento) e a derivada temporal

∇2=
1

𝑟2
𝜕𝑟 𝑟2𝜕𝑟 −

1

𝑟2
𝐿2

• E temos 

𝐸 +
𝑍𝑒2

𝑟

2

−𝑚2 −
𝑙(𝑙+1)

𝑟2
Ψ Ԧ𝑥, 𝑡 +

𝑢"(𝑟)

𝑟
𝑒−𝑖𝐸𝑡𝑌𝑙𝑚 = 0



OUTLINE DA RESOLUÇÃO
Item a)

•Usamos as definições do enunciado 𝛼 = 𝑒2 , 𝛾2 = 4 𝑚2 − 𝐸2 𝑒 𝜌 = 𝛾𝑟

−
𝛾2

4
+ 2

𝑍𝐸𝛼
𝜌

𝛾

+
𝑍𝛼
𝜌

𝛾

2
−𝑚2 −

𝑙(𝑙+1)

𝜌

𝛾

2

𝑢(𝜌)
𝜌

𝛾

+
𝛾3

𝜌
𝑢"(𝑟) = 0

• Depois basta multiplicar a equação inteira por 
𝜌

𝛾3



OUTLINE DA RESOLUÇÃO
Item b)

• Se 𝜌 → ∞ a equação de Klein Gordon fica 

𝑑2𝑢

𝑑𝜌2
−
1

4
𝑢 = 0

• A solução é dada por 𝑢 = 𝐴𝑒
𝜌

2 + 𝐵𝑒−
𝜌

2

• Porém se 𝜌 → ∞ o primeiro termo explode, logo só podemos ter o segundo termo

• Escrevemos então, seguindo a sugestão do enunciado, 𝑢 como uma série 
multiplicando a solução no infinito, de forma que 

𝑢 𝜌 = 𝑒−
𝜌
2෍

𝑗=0

∞

𝐶𝑗 𝜌
𝑗+𝑘



OUTLINE DA RESOLUÇÃO
Item b)

• Substituindo na equação radial do item a) e obtemos

𝑘 𝑘 − 1 − 𝑙 𝑙 + 1 + 𝑍𝛼 2 𝐶0𝜌
𝑘−2

+෍

𝑗=0

∞

{ − 𝑗 + 𝑘 + 2
𝑍𝐸𝛼

𝛾
𝐶𝑗 + 𝑗 + 𝑘 𝑗 + 𝑘 + 1 − 𝑙(𝑙 + 1) + 𝑍𝛼 2 𝐶𝑗+1} 𝜌

𝑗+𝑘−1 = 0

• Fazendo o primeiro termo nulo, obtemos a relação

𝑘2 − 𝑘 − 𝑙 𝑙 + 1 + 𝑍𝛼 2 = 0

• De onde obtemos 

𝑘 =
1± 1+4 𝑙 𝑙+1 − 𝑍𝛼 2

2
=

1

2
± 𝑙 +

1

2

2
− 𝑍𝛼 2



OUTLINE DA RESOLUÇÃO
Item b)

𝑢 𝜌 = 𝑒−
𝜌

2 σ𝑗=0
∞ 𝐶𝑗 𝜌

𝑗+𝑘

𝑘 =
1

2
± 𝑙 +

1

2

2
− 𝑍𝛼 2

• Note que para 𝜌 → 0 a solução se aproxima de 
𝑢

𝑟
= 𝑟𝑘−1. Logo, apenas o 𝑘 com sinal positivo serve pois no 

caso do sinal negativo, como 𝑍𝛼≪1, o caso 𝑙 = 0 nos leva a 𝑘 → 0 e a solução então diverge na origem. 

• Por outro lado, o 𝑘 com sinal positivo nos leva a 𝑘 → 𝑙 + 1 e 
𝑢

𝑟
= 𝑟𝑙 , o que concorda com a solução da 

equação de Schrodinger. Logo, esse é o limite não relativístico da solução que obtivemos. 

• Considere ainda 𝑘 com sinal positivo, mas com 𝑙 = 0, temos que o termo dentro da raiz é menor do que 
1

2

2
, 

o que nos leva a um 𝑘 < 1 e portanto uma solução radial com expoente negativo. Porém, podemos levar em 

conta que o termo físico que devemos analisar é a probabilidade 𝑢 𝑟 2𝑑𝑟 = 𝑅 𝑟 2𝑑𝑟, onde 𝑅 𝑟 é a 

parte radial da função de onda. A probabilidade se comporta bem na origem e a condição de contorno 

𝑢 0 = 0 é satsfeita. 



OUTLINE DA RESOLUÇÃO
Item c)

• Note que usamos apenas o primeiro termo da série na equação de Klein-Gordon. 
Vamos agora obter a relação de recorrência. 

• Fazendo o termo dentro do somatório nulo, temos 

𝐶𝑗+1 =
𝑗+𝑘 −2

𝑍𝐸𝛼

𝛾

𝑗+𝑘 𝑗+𝑘+1 −𝑙(𝑙+1)+ 𝑍𝛼 2 𝐶𝑗

• Se a série não terminar, conforme 𝑗 → ∞ 𝑘 e 𝑙(𝑙 + 1) + 𝑍𝛼 2 se tornam
desprezíveis e temos

• 𝐶𝑗+1 =
𝑗

𝑗2
𝐶𝑗 =

1

𝑗
𝐶𝑗

• Essa é a relação de recorrência da série exponencial, logo temos uma solução que 
tende à exponencial e portanto é divergente. Isso não concorda com o esperado. 



OUTLINE DA RESOLUÇÃO
Item d)
• Assim, a série deve terminar para algum  𝑗 = 𝑁. Se assim for, 

• 𝐶𝑁+1 = 0 , o que implica que N + 𝑘 − 2
𝑍𝐸𝛼

𝛾
= 0

• Seguindo o que já fizemos no capítulo 3, definimos o número quântico principal como
𝑛 = 𝑁 + 𝑙 + 1

• Logo

𝑛 − l − 1 + 𝑘 = 2
𝑍𝐸𝛼

2 𝑚2 − 𝐸2

[ 𝑍𝛼 2+ 𝑛 − l − 1 + 𝑘 2]𝐸2 = 𝑛 − l − 1 + 𝑘 2𝑚2

•Lembramos que 

𝑘 =
1

2
+ 𝑙 +

1

2

2
− 𝑍𝛼 2



OUTLINE DA RESOLUÇÃO
Item d)

[ 𝑍𝛼 2+ 𝑛 − l − 1 + 𝑘 2]𝐸2 = 𝑛 − l − 1 + 𝑘 2𝑚2

•Lembramos que 

𝑘 =
1

2
+ 𝑙 +

1

2

2
− 𝑍𝛼 2

• Finalmente, isolando 𝐸 obtemos

𝐸 =
𝑚

1 +
𝑍𝛼 2

𝑛 − l −
1
2

+ 𝑙 +
1
2

2

− 𝑍𝛼 2

1
2



OUTLINE DA RESOLUÇÃO
Item e)

𝐸 =
𝑚

1 +
𝑍𝛼 2

𝑛 − l −
1
2 + 𝑙 +

1
2

2

− 𝑍𝛼 2

1
2

• Expandindo em série usando o WolframAlpha para fazer os cálculos, obtemos 

• 𝐸 = 𝑚 −
𝑚

2𝑛2
𝑍𝛼 2 + 

𝑚

2𝑛2
3

4𝑛2
−

1

𝑛 𝑙+
1

2

𝑍𝛼 4 + 𝑂( 𝑍𝛼 6)

• Precisão de 1,5% em relação aos dados experimentais. Parece muito bom, mas não
fica dentro da barra de incerteza experimental, fazendo com que a equação de 
Klein Gordon perdesse seu crédito diante da comunidade científica.
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