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Átomos e mecânica quântica
I Hidrogênio
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Uso de métodos de aproximação é inevitável



Hamiltoniana e função de onda tentativa
Suponha agora que temos um átomo com N elétrons, que
interagem entre si e com o núcleo, de carga Z. A Hamiltoniana
correspondente (em unidades atômicas) é:

Ĥe = −1

2
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|~xi − ~xj |︸ ︷︷ ︸
ĥ2(~xi,~xj)

O método de Hartree-Fock começa com uma função de onda
tentativa dada por um determinante de Slater normalizado:

Ψ =
1√
N !
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O funcional de energia
A energia do sistema é dada por:

EH = 〈Ψ|Ĥe|Ψ〉

Como calcular valores esperados do tipo 〈Ψ|Â|Ψ〉 se |Ψ〉 é dado
por um determinante de Slater?
Regras de Slater-Condon
I Operadores de partícula única

〈Ψ|
∑
n

ĥ1(~xn)|Ψ〉 =

N∑
i

〈φi|ĥ1|φi〉

I Operadores de duas partículas
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ĥ2(~xn, ~xm)|Ψ〉 =
1
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N∑
i,j

[〈φiφj |ĥ2|φiφj〉−〈φjφi|ĥ2|φiφj〉]



O funcional de energia

Juntando tudo, a energia do sistema é dada por:

〈Ψ|Ĥe|Ψ〉 =

N∑
i

〈φi|ĥ1|φi〉︸ ︷︷ ︸
hii

+
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[〈φiφj |ĥ2|φiφj〉︸ ︷︷ ︸
Jij

−〈φjφi|ĥ2|φiφj〉︸ ︷︷ ︸
Kij

]
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N∑
i,j

(Jij −Kij)

Para ver Regras de Slater-Condon:
I Modern Quantum Chemistry - Attila Szabo, Neil. S.

Ostlund - Seção 2.3 : Operators and Matrix Elements
I Ideas of Quantum Chemistry - Lucjan Piela - Apêndice M



Caso particular: camadas fechadas

Um caso particular de grande interesse é o de camadas fechadas,
quando temos N elétrons dispostos em N/2 camadas de modo
que em cada camada há um elétron com spin para cima e um
elétron com spin para baixo. Nesse caso, a função tentativa é:

Ψ0 =
1√
N !
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e a energia pode ser escrita como:
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N/2∑
a

2haa +

N/2∑
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(2Jab −Kab)



O caminho para as equações de Hartree-Fock
Queremos minimizar o funcional da energia:

〈Ψ|Ĥe|Ψ〉 =

N∑
i

〈φi|ĥ1|φi〉+
1

2

N∑
i,j

[〈φiφj |ĥ2|φiφj〉−〈φjφi|ĥ2|φiφj〉]

Vamos usar o método variacional com as funções de partícula
única como "parâmetros variacionais":

φk → φk + δφk ⇒ δ〈Ψ|Ĥe|Ψ〉 = 0

Queremos que as funções de partícula única permaneçam
ortogonais e normalizadas durante todo o processo, 〈φi|φj〉 = δij .
Garantimos isso usando multiplicadores de Lagrange:

δF ≡ δ

〈Ψ|Ĥe|Ψ〉 −
∑
i,j

λij(〈φi | φj〉 − δij)

 = 0



Operadores de partícula única

Temos N2 multiplicadores de Lagrange, que podem ser
dispostos em uma matriz quadrada Λ, de elementos λij . Pode-se
mostrar que essa matriz é hermitiana:

λij = λ∗ji

Primeiro, vejamos como os operadores de partícula única
mudam com uma variação em um dos orbitais φk:

δ〈Ψ|
∑
i

ĥ1(~xi)|Ψ〉 = 〈δφk|ĥ1|φk〉+ 〈φk|ĥ1|δφk〉 =

= 〈δφk|ĥ1|φk〉+ 〈δφk|ĥ1|φk〉∗

Foi usado que:
〈ψ|Â|φ〉 = 〈φ|Â†|ψ〉∗



A variação do termo de duas partículas é mais complicada, mas
análoga:

δ〈Ψ|1
2

∑
i 6=j

ĥ2(~xi, ~xj)|Ψ〉 = δ
1
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∑
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{〈φiφj |ĥ2|φiφj〉−〈φjφi|ĥ2|φiφj〉} =

=
1
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∑
i

{〈φiδφk|ĥ2|φiφk〉+ 〈φiφk|ĥ2|φiδφk〉

−〈δφkφi|ĥ2|φiφk〉 − 〈φkφi|ĥ2|φiδφk〉}

+
1

2

∑
j

{〈δφkφj |ĥ2|φkφj〉+ 〈φkφj |ĥ2|δφkφj〉

−〈φjδφk|ĥ2|φkφj〉 − 〈φjφk|ĥ2|δφkφj〉}



Essa expressão pode ser simplificada fazendo uso da seguinte
identidade:

〈f1f2|Â|f3f4〉 = 〈f2f1|Â|f4f3〉

Aplicando essa identidade nos termos da somatória em j,
obtemos os mesmos termos da somatória em i, exceto pelos
índices. Como eles são arbitrários e independentes, podemos
somar, fazendo desaparecer o fator 1/2 e simplificando a
expressão para:

δ〈Ψ|1
2

∑
i 6=j

ĥ2(~xi, ~xj)|Ψ〉 =
∑
i

{〈φiδφk|ĥ2|φiφk〉+ 〈φiφk|ĥ2|φiδφk〉

−〈δφkφi|ĥ2|φiφk〉 − 〈φkφi|ĥ2|φiδφk〉}



Usando que ĥ2 é hermitiano, em analogia ao que foi feito para
ĥ1 no caso de partícula única, obtemos:

δ〈Ψ|1
2

∑
i 6=j

ĥ2(~xi, ~xj)|Ψ〉 =
∑
i

[〈φiδφk|ĥ2|φiφk〉+ 〈φiδφk|ĥ2|φiφk〉∗

−〈δφkφi|ĥ2|φiφk〉 − 〈δφkφi|ĥ2|φiφk〉∗]

A variação dos multiplicadores de Lagrange é feita da mesma
maneira. No fim, juntando tudo:

δF = 〈δφk|ĥ1|φk〉+ 〈δφk|ĥ1|φk〉∗

+
∑
i

[〈φiδφk|ĥ2|φiφk〉+ 〈φiδφk|ĥ2|φiφk〉∗

−〈δφkφi|ĥ2|φiφk〉 − 〈δφkφi|ĥ2|φiφk〉∗]

−
∑
i

[λik〈δφk | φi〉∗ + λki〈δφk | φi〉] = 0



É importante lembrar que os termos que compõem δF são todos
integrais das funções de onda de partícula única. Por exemplo:

〈δφkφi|ĥ2|φiφk〉 =

∫∫
δφ∗k(~x1)φ

∗
i (~x2)ĥ2(~x1, ~x2)φi(~x1)φk(~x2)d~x1d~x2

Por razões de conveniência, é comum realizar a derivada
funcional em relação a φ∗k, ao invés de φk.
Derivada funcional:

dF [f + εη]

dε
|ε=0 ≡

∫
dx1

δF [f ]

δf(x1)
η(x1), δf(x) = εη(x)

Como estamos considerando variações apenas com respeito a
δφ∗k, podemos de cara ignorar os termos com δφk no ket, e é
possível mostrar que avaliar δF

δφ∗k
equivale a eliminar δφk dos bras

na equação (1) e também a integral sobre seu argumento.



Então:

ĥ1φk(~x1) +
∑
i

{
∫
φ∗i (~x2)ĥ2[φi(~x2)φk(~x1)]d~x2

−
∫
φ∗i (~x2)ĥ2[φi(~x1)φk(~x2)]d~x2} =

∑
i

λkiφi(~x1)

É comum escrever essa equação na forma:[
ĥ1 +

∑
i

(
Ĵi − K̂i

)]
φk =

∑
i

λkiφi

O operador Ĵ corresponde à interação clássica de duas
distribuições eletrônicas dadas por |φi|2 e |φk|2.
O operador K̂ não possui análogo clássico, e é um resultado da
propriedade de antissimetria da função de onda para férmions.



Operador de Fock e equações de Hartree-Fock
A equação do slide anterior pode ser reescrita como:

F̂ φk =

N∑
i=1

λkiφi,

onde fica definido o operador de Fock:

F̂ = ĥ1 +
∑
i

(
Ĵi − K̂i

)
Podemos escolher um conjunto de multiplicadores de Lagrange
tal que λki = δkiεk, de modo que:

F̂ φk = εkφk

Esse é um conjunto de equações de autovalores para o operador
de Fock, uma para cada k. Essas são as equações de
Hartree-Fock.
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