A outra funcio de Green

Na aula passada obtivemos:
Ge(x,x) = _87r ]x x/| / k2 Fie (eiqlx_x,\ B e_iq‘x_Xq)
(1)
Esta expressdo tem polos em:
q2:k2:|:i5:q::|:\/k27j:i5::|:k(1:|:ie) (2)
a integral ja foi feita o caso +ie em que:
qg=k+ic qg=—k—
faremos o caso —ie, em que:
qg=k—ic qg=—k+ic
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Definimos

q ! il
fFla) — _ ( iqlx—x'| _ ,—iq|x x|)
(q) q2—k2+15 e €

E para integrarmos no plano fazemos:
/ f(q)dq — / Fv (D) (8)dt 3)
:
Para a porc3o na reta real temos:
A(t) =t te(~R.R) (4)

Para o semicirculo temos:

S R
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A forma geral da integracdo sera

R
S L ant]
C s. Circulo —R

Sabemos que o resultado da integral em C sera igual ao residuo do polo
fechado no caminho.
Cada uma das exponenciais seleciona um polo diferente
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Substituiremos Re® em f(q). Usando Re = R cos(t) + iRsin(t) estamos
interessados na exponencial:

e XT  exp {iRe |x — x'|} = exp {(Ri cos(t) — Rsin(t))|x — x|}

Quando R — oo, precisamos que sin(t) > 0, do contrario o resultado
diverge. Asseguramos isto integrando apenas esta exponencial por C; (o
caminho superior).

O polo selecionado neste caminho é —k + je. O residuo é ent3o:

_ , q iglx—x'
lim + k —ic - el Xl =
BRLCHINC ok~ i) (@t (k- 7)
k) itteripe| _ Lokl
2(—k + i) 2
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Dai:

q iq|x—x’|d -9 E —ik|x—=x"| _
/q 2 — k2 tic” 9=

i (Reit) '(Reit)\x x| R t ; /
_ ! Xl dt it|x—x Idt
/0 (Re”f)2—k2+ie5e +/_R 2 k24 e

ja vimos que no limite R — oo a segunda integral se anula, temos ent3o:

= q iglx—x'| kx—x'|
_ el —X| g — rje—kIx—x
/oo g — k?+ e 9
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Prosseguimos da mesma maneira para a outra exponencial:
e X1 5 exp {—iReit]x X'|} = exp {(—Ricos(t) + Rsin(t))[x — x|}

Agora devemos ter sin(t) < 0 entdo integramos pelo contorno de baixo. O
polo & k — ie. O residuo:

| . q s
| (ke — iqlx—x'| _
N R R [CRA o)
(k=€) itkieyex| _ L gk
20k —ie)° —2°

No limite de R a integral no semi-circulo se anula. Notando que pela
direcdo do caminho temos um sinal de menos, o resultado é:

/ 1 ek X gy = _pje—kIx=X|
] e "I dg mie” HIXTX
2 2

o0 G ks +ie
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Substituindo na equac¢do (1) para G_(x,x’) temos:

11 S o
G_(X,X/) = _@m <7Ti€_’k‘x_x - (-Wie_lk‘x_x |>)
= 1 ;e_iklx_xl‘ (6)

4 x — x|
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Solucdo assimptética

Agora para mostrar que

ikx
v (x) = —— <e""x + f(k,K)E >
(2m) x
satisfaz a equacio de Schrodinger para particula livre no limite x — oo,
isto é, quando a fun¢3o de onda esta longe do potencial.
A equac3o para particula livre &:

wWIN

<_ » V2> V) (x) = EW(H(x)

2m

232
fazendo E = "2—:1 reescrevemos na forma:

(v2 + k2) v (x) =0
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Comecamos com e’k* ao aplicar o Laplaciano temos:

v2eikx — (8xx + ayy + azz) ol (koxthkyythkez) — )2 oikx (7)
Agora para o segundo termo, precisamos escrever o Laplaciano como:
V2 =V .V Assim:

) e/kx

1_ ; 1
VI —v <velkx + elkxv) v2 ikx + e/kxv2 + 2V velkx
X X

X

precisamos agora de:

para f dependente apenas de x
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Assim:

Similarmente:

Ve = v (ikeikx§> =V (Il(eikx) - X+ Ke"kXVx

X X X

note que Vx = 3. Portanto:

<ikeikx o kzeikx> X+ 3&61'[0( _ 2ikeikx o k2eikX
X

X X
finalmente usando:

1
2— = —
Vv . 476(x)
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Substituimos:
ikx ik

X X2

Depois de reescrevermos:

(V2 + K?) e
X

Ve = (—47r5(x)eikx) + <2e

ikx

k2 ,.kx> (—2ik
- —e + 5
X X

elkX>

= —4m(x)

Note que a funcdes de Green Gi(x,x’) sdo também solugdes.
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Precisamos ainda tomar cuidado com o f(k, k’). Percebemos que k' aponta
na direcdo de x, e assim tem dependéncia nos angulos 6 e ¢ de x em
coordenadas esféricas. Temos entdo de fato que avaliar:

e ikx

ikx
V2f(k, k’)le"kx = V2f(k,k') + 2V (f(k,Kk')) - V (e > + V2
X X X

lembramos agora que:

vf(e,¢)=<f§9+ ¢ ‘9) £(6, )

xsin(6) 0¢
» 1 9 (., Of 1 0%
V(6.9) = x2sin(6) 90 <sm(0)89> * x2sin?(8) 9¢?
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Como f(k, k') ndo depende de x, as expressdes anteriores valem. Como as

derivadas nos angulos ndo podem trazer nenhum termo da ordem de x, é
/ 1 .

certo que Vf(k, k') ~ +, de maneira que

1

Y (F(k,K)) -V <ek) L

X X2

E V2f(k, k') ~ 2 Vemos entdo que estes termos estdo suprimidos em

relagdo a V2e (que como vimos & da ordem de ~ 1) por um fator de
pelo menos %

Considerando ent3o apenas termos ~ % concluimos que no limite x — oo,
a fungdo W(*)(x) é solugio da equacdo de Schrédinger para particula livre
em primeira ordem de 1 , assumindo que o potencial tende a zero mais
rapido que para poder ser ignorado.
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