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Espalhamento como perturbacao dependente do tempo
Para estudar o problema de espalhamento como uma perturbacao dependente

do tempo, continuamos com

2

Hy = 5~ — ¢ a Hamiltoniana da particula livre

H = Hy+V, onde

V — ¢é o potencial espalhador.
Exceto que agora o potencial é ligado quando a particula se aproxima e
é desligado ao ficar longe o suficiente. Usaremos, como no livro texto, a

normalizacao da caixa

6) = k) = (F|K) = S e (K'[K) = e 1o
Hy|¢) = E|op)

Do enfoque de interacao,
UI (t07 tO) =1

.t
Ur(t,t0) =1 — %/ ViU (t' to)dt’
to VI — eiHot/hve—iHQt/h

e amplitude de transicao do estado |7)(|k’)) para o estado |n)(|k”)), dada

. ( W / . 2 AN
por (nlUs (¢, t0)li) = 6o — 1 S (nlVIm) [ e U@ t)li) % (§



F1002 Espalhamento como perturbagio dependente do tempo
Aula |12 A estratégia para resolver a equacao

(IO 0)l) = s =y SV [ o iU o)

(@ Substituir iterativamente o lado direito em (m|U;(t',tg)|i). Isto cria uma

hierarquia em O(V™).

foi: { e Para atender que o potencial comeca a ser ligado gradativamente a
partir de tg = —oo, multiplicdvamos V por e’. No final faziamos € = 0,

o que implicava que o estado inicial mudava a partir de um autoestado

. de Hp, sujeito a um potencial constante no tempo.

Agora, no problema de espalhamento, temos que considerar que a condicao
assimptotica deve valer para t = —oo e t = +00. Em ambos os tempos, a solucao

precisa ser solucao de Hy. Assim, repetimos o procedimento de antes, exceto

ca Gleb Wataghin

que exigiremos € << 1/t, e ~ 1 (futuro distante). Ou seja, é preciso primeiro

i fazer € — 0 e depois ¢ — +o00. Proporemos uma solugao baseada no primeiro

o o , . . . , . ~ . . .
03, O € termo da série perturbativa, isto é, situacao obtida para o caso em que inserimos
Qa5 j

cp"df - = do lado direito da equacao acima a expressao (n|Ur(t,to)|i) = 0,; (0 |7) evoluido
Qoo
S

caiicit [ - 2 e iwnit +et’ 3o/
T E ortornormal ao |[n)) : (n|Ur(t, tg)|i) = 6pni — ﬁ<n\V\z> ’ erm dt % |2



FI002

Espalhamento como perturbacao dependente do tempo

Aula 12 Por hipétese, consideraremos que a dependéncia temporal para o espalhamento

deve ter o mesmo formato que o termo de primeira ordem, e com isso trocar

V,i por algo mais geral, T},;. Assim, escrevemos:

: — ;
(n|U; (t, to)|i) = i — %<n‘T‘Z~>/ it et g1 lousa
to
Esta amplitude de transicao é conhecida por matriz S de espalhamento e fica:
. 0 . e t' 141
S0 = Jim ([ Tay(nlUs (e t0)l0)) = 6 = 5 (nlTl) [ et

A matriz de espalhamento S tem claramente duas partes, uma na qual o estado

final € igual ao estado inicial e outra governada pela matriz T que deve levar

em conta o espalhamento.

§ Taxa de transicao e secao de choque. Como fizemos antes, definimos por
3
E taxa de transicao a quantidade: w(i — n) —’ (n|Ur(t,to)|t >‘2 Para |i) # |n),
i
o g i t . Vtet! i ezwmt—ket
o . nt A
gg (’E temos: <n|U[(t, —OO>|’L> = _ﬁTnZ /_OO ' “Cdt = —ﬁTnzm
&§ooo Ve 62675 € 626'[3
90° . W —n)= ]Tm]2—2, mas lim ——— = 7hi(E, — E;) W A
) f+e e—0 wr. + € ¥ 3
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Fl002 Espalhamento como perturbagao dependente do tempo
Aula 12

2
A expressao w(i — n) = %|Tm|25 (E, — E;) é muito similar a Regra de ouro

de Fermi, exceto que 1;,; aparece no lugar do V,,;. Veremos, logo mais, como
calcular T,,;. Primeiro, vamos ver como ficam as secoes de choque dentro deste
procedimento. Multiplicando a expressao acima por p(En)dE, e integrando

mkL?>

(27r)2 73 |Tm|2dﬂ, onde usamos o resultado para

sobre E,, temos: w(i — n) =

lousa

k, L
p(E), isto é, p = n};—z( ) d$? obtido na aula 10, slide 4. Aplicando a definicao

de secao de choque da aula passada e lembrando que estamos na normalizacao

do mL>
da caixa, temos:; — = (2 75 )2\T ni|°| (note que para obter esse resultado, é
T

df?
h k v
£ preciso mostrar que o fluxo de probabilidade incidente é F; = — — = 73 onde

d
hk/m). Compare isso com o resultado da aula passada % = | f(K',k)|*|com

mL>
2 h?

Am2m

o
50 :

99
(5’§o normalizagao da caixa), e conclua: | f(k’, k) =

k)= — <k’|V|\Ill({+)> = — (k’]V]\Ill(:r)) (este tltimo com a

=
L
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FI002 Espalhamento como perturbagio dependente do tempo
Aula 12 Vamos agora obter a matriz T, seguindo 4 a estratégia do livro texto. Primeiro,

resgate duas equacoes do 20.(caixa azul) e 30.(caixa verde) slides (para tg=—00):

nt ﬁ . .
1 eiwnit+et
) (Bl (t,~00) i) = 8+ 5 Tus
Insira a equagao 2 (com n = m) no lado direito da 1 para obter:
. t Wyt +et’
[/ : / / 1 e me
Ur(t, — ) = 5n7, - = Vnm WnmE et [5mz _Tmi ] —
(0t =00 = = 3, S Vom | T

. t . t
=& — EV . plwnit’ +et’ ﬁl V. Lo plwnmt’ +iwmt'+2et’” _
- Yne n nm . -
h hh — W + 1€
ma

oo — oo
c i eiwmt—l—et il T . t , , ,
S =0 ——V.. _ = V. m / ezwm-t +2et’ _
%\ "R " 4riw,,+€¢ hh ; Y o
O twnit+et €t
3 1 e'®ni 1 Tmie .
8 =0pi+-——— (Vm- — Vi : ] Tome e"~1 e compare
o E + h —wp;+ie€ + h ; — Wy +12€ om p
t7a E
OO%OE Ea.2: T... =V . l V Tmz — V. V. Tmz
%8?;0 com r.q. 4: ni ni + n Zm: nm s + % ni + zm; nm E@ — Em T ihe!
Qoo W

Chame € de € (note que tanto faz, pois o que importa é que vd a zero)S &
MAPLima (note q Jaz, p 1 P ! )J‘.c'i:, 5



Fl002 Espalhamento como perturbagao dependente do tempo

Aula |2 T
T m isso uma equacao 1, =V, . V, e ara os
€1mos €O q N ni ni + Z nm Ez _ Em n ihe p

m

elementos de matriz de T', em funcao de elementos de matriz conhecidos, V,,.,.

Se definirmos T,,; = (n|Ti) = <n\V\¢§+)> podemos re-escrevé-la por:

Vi
@wwwzwmwzwwwgﬁﬁﬁ£

e re-arranja-la da seguinte forma:

v (1949) 1) = 32 P vie)) =0

- Ez — Em + 1he
ou ainda
1

- v (1) - 1) - Vi) =o.

o (- )

‘gPara (n| arbitréario, é preciso ter o elemento entre parénteses igual a zero, isto é:

%
3. /M (H)y _|; ! (+) )y — 7l
SHPE | 107 10+ eI | Note e | Vi) =7

88%. 7 o | | _ am e
i FEsta € a equacao de Lippmann-Schwinger obtida na aula anterior. B @& 6



F1002 Espalhamento de um pacote de ondas
Aula |2
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F1002 Espalhamento de um pacote de ondas
Aula 12 Evolucao do pacote
wlet) = [ db gm)p we
0
Para simplificar g(k) real, unidimensional e tem pico em k = kg e é zero para

k longe de ky. Para r — 0o, temos:
o g(k)

oty = [ ) (44 o)) V

-~

lim o\ " (xr, 2) L i\

r— 00
, : o ko | K
Pensando que g(k) esta centrado em ky, em que circunstancias que a integral

em k contribui para o caso da onda incidente?

Ek . i(kz—%t) : : : «“ ”
g Se (kz — ?t) variar ao redor de kg, e R-Y val oscilar muito e “matar” a
% . L p . 5 . d I Ey B ,
: integral. Para que isso nao ocorra exija que %( Z — ?t) ]k:ko =0e ..
i 1 dEy , 1 d h?k? ; hkot , , ﬁkot
S = —— - —— = —1, ouseja, z =vgt = —te
52 Og hodk k=R T hdk 2m 'k=ko' ) T
%.gg) 2 interprete como: nas prorimidades de z o pacote vai existir e z muda
35 hk -
99°%  lLinearmente com t, ... centro anda com velocidade vg = iy g\"’g
m ¥ 8
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F1002 Espalhamento de um pacote de ondas

Aula 12 .
Suponha fi (6, ¢) = ™" [ f1(0, )|
A condicao estacionaria é dada por:

d E
_(kT — L — ?tﬂ]{?:ko =0

dk
_‘ i %t
dk 'k=Fko m

dozk
T =

regiao de interferéncia do
pacote de ondas planas com

pacote de ondas esféricas

e o pacote de wl({_) — voluntario?

A onda espalhada nao € esfericamente simétrica. Ela € modulada por f(0, ).

t — —oo P condicio estaciondria.
o
g 52 (’ Sé que r é sempre positivo. Assim p/
Q0o
O?@ t — 400 d condicao estacionaria.

950
Qoo hko \\V’) 7o
« 2 - . _ v .,
i O “centro” do pacote espalhado tb viaja com velocidade vg = — u:‘,:: ‘ i

Instituto de Fisica Gleb Wataghin



F1002 Espalhamento de um pacote de ondas
Aula 12

N
Q,%
Detector C
J’*‘Q
Detector B
— 4

—

WIS

Detector A

(=
<
§ A animacado é contribuicdo de Ana Elisa D. Barioni, aluna de FI002 (2020)
3
8
v
2 3
@]
95; 2
Qoo B ,
O&é’@ e Lembre: estamos descrevendo o espalhamento de uma particula por
Qoo
. ] ’ .
9o° um potencial (o clique acontece em apenas um local!) R
=¥ 10
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FI002 Teorema Otico (regido de interferéncia da figura do slide 9)

Aula 12 i
Vamos mostrar que|Im f (0 = 0,p) = Imf(k, k) =

tot . ~ 1
y OU Sseja que O angulo

zero carrega a informacao sobre as particulas que foram “retiradas” do feixe
incidente pelo potencial e esta relacionada a definicao de secao de choque total:

“todas que sairam, foram espalhadas”.

Da equacao de Lippmann-Schwinger ]¢§+)> = |i) + 7 Ho+ z'hevwz&)%
podemos, tomando o adjunto Hermiteano, escrever uma equacao para o bra:
1
<¢§+)| = (i| + (@DZ(JF) |VEZ- T Isso permite re-escrever a amplitude de
' mL?> I (+) m4m? I () q
espalhamento f(k,k) = _27Th2< Vv, ) = —7< |V|¥, ") apenas usando
§\ (1| = (k| nesta expressao do bra. E assim obter:
1
k[VIwe) = ((elP] - ey ) viw
% <| | k> <k | <k ‘ EZ—HO—ZFLE ’ k>e
s + + + + 1 +
= tm (k|V| @) = Im (0} >|K|w§ ') ~Im (¥, >\in — — Vi)
(%%?30 ; : 0 — pois é um numero real
Qoo
900 (+) (+) 1 (+) w
Tm (k|V &Py = _Im(® v U
m< ’V’ k > m< k ‘VE . HO . ZFLGV‘ k > a 11
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F1002 Teorema Otico
+00 Fo0
Aula |2 Lembre que / /@) dr = 73/ /@) dx + ) dz onde,

r — X r — Xy C % — <0

— 00

f(z) é uma fungao complexa com z = x + iy. O valor principal é definido

porP/+oo 1) e = 1im [/wo_(S /() da:—|—/:o /(@) d:v] &0

oo L — X 0—0 oo T — X o+ LT — Zo
+9 0
z z T .
residuo por (2) dz = / /(z) dz = Ul .O) (i6e"dg) = +imf(xo)
o Z— 2 s 22— 2 _ - 0et?
Y g X-X, X XX
5 S\ ’; )
), - z=0e?®
1 T §(E' —E)
Com isso, podemos calcular lim = lim dE’
5 P e—>OE—HO—7;ﬁ€ e—=0 J_ E,—HO—iFLE
§ onde apenas usamos que a integracao em E’ de qualquer funcao multiplicada
8 por 6(E’ — F) fornece a fungao calculada em E. A fun¢ao em questao é:
g
2 1 TR S(E — E)
S i . Assim, t li dE' = iwé(E — H
§ 50 B/ — Ho—ihe 0 NN G | B — Ho — ihe moE ~ Ho)
2

d%w (apenas o residuo pois o valor principal é real). Usaremos esse resultado,
Qo0

1 ,
lim — ind(E — Hy),I na tltima expressao do slide 10. &V,
MAPLima |<—0 F' — Ho —ihe ( 0) P ¥ 12
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F1002 Teorema Otico (normalizacio de Dirac)

Aula 12 , + + 1 -
Isso 6 Im(k|V|W(M) = —Im (W )’VEZ- — H, — mevmﬁ(‘ ') =

= —Im<\IJl({+)\Vi7r5(E — Ho)V|\I’1(<+)> =
= (WO |VE(E — Ho)V|W) = —n(k|TT0(E — Ho)T]k)

onde nesta tltima passagem, usamos que T'k) = V|\I!1(<+)>. Assim,

Am?m Am3m
Imf (k k) =~ Im(k|V WPy == o | K (K| TT6(E—Ho) k') (| T'k)
Adm [ o, -, ) Rk h2 k2
E finalmente Imf(k,k) = 75 d°k'|(K'|T|k)|“6(E — - ) com E = -
Am?m 47’(’ m
Lembrando que f(k', k) = — 3 <k’|V|\I/§{+>> =~ ——— (K'|T'|k), podemos
Adm B2 (2 [ 4 ) h2 k' h2
g\eserever Imf(k, k) = 3 (47T2m) /d E'f(K' k)|*6(F — 5 ) = (47Tm)><
3 R2k'? ;2 12702
0 K| f(K,k)[?6(E — = /dE E)dW | f(K , k)|*6(E —
§ o [aRIF0<RPAE - T = () [ dBR(E)Ru £ 06 K)PO(E — )
> - h2 . mk k ko
; j§ — dQ , k/ k 2 dQ , k/ tot
go GE <47Tm) h2 / | I )1 = 47T/ | f( )’ 41
% '
835 p(E) para [K'| = |k W o
¥ 13

MAPLima



F1002 Teorema Otico (normalizacio da caixa)

Aula 12 n n n
Isso é Im(k\V\\IJ( )> Im<\IJ( )|VEZ- 7w Z,hEV]\I!l({ )> =
— —Im(U\7 |Vixd(E — Ho)V|wl") =
=~ [VO(E — Ho)V|W,”) = —m(K|T"6(E — Ho)T|k)
onde nesta ultima passagem, usamos que 7T'|k) = V|\111(<+)>
. mL3 (+) mL3
Assim Imf(k, k) = by Im(k|V|¥, ") = o a (k|TT6(E — Hy)|K')(K'|T|k)
mL3 , R k2
E finalmente Im f (k, k) Z] k' |T|k)|? E p2pr2 COMM E = Sy
Lembrando que f(k',k) = — mL3 K|V = mL? —— (K'|T'|k), podemos
’ 27 h? k - 2nh?
5 mL3 ,2mh? | 2 5 212 h?
gescrever Imf(k, k) = 572 (ng) ; | f (k' k)] 5Eah§fr:2 = ( " ) X
3
G 2
g o _2mPh? P Rk
O § kZ FOK KPP0, wze = (= =) [ dEp(E)de| (K K)*6(E — = —)
95: 2
995 G Z 2m2h%, mk , L |3 k Koot
= de | f (K k)2 de | f(K' k -
&§Oo° ( mL3 )\hQ <27T>J/ |7 (6 1 = 47r/ |7 I = 47
Qoo \\“, -

MAPLima p(E) para |k'| = K| ¥ |14
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F1002 Lousa: slide da aula 9 Teoria de Perturbacio dependente do tempo: potencial constante

Aula 12 Finalmente, temos
27t —
lim [ dE, p(Ey)[c)? = % dE,p(Ey) Vi 26(Ey — E;) =
—00
2Tt ——s

O valor médio de |Vm-|2 € necessario, pois pressupomos um quase
continuo de estados com autovalores ao redor de F,,. Nem sempre
os V,,; sao iguais para |n>’s diferentes, mesmo tendo o mesmo F,,.
Dai a média. Observe também que esta quantidade é linear em t.

Isto é consequéncia do que vimos nas figuras que o pico de f(w)

vai com t* e a largura com 1/t.

- . d 1)2) —
Taxa de transigao total, definida por E(Zn: S ) = Wi

omr—
Em primeira ordem, temos | w;_,[,] = %’Vnsz(En)‘E _p. | = esta

é a chamada Regra de Ouro de Ferma.

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

o
95:
%
5. .
fica subentendido que € preciso integrar em / dE,p(Ey). Y
MAPLima il

O —
As vezes a escrevemos Como | w;_,[n] = %|Vm\25 (E, — E;)| onde



F1002 Lousa: slide da aula 9 Teoria de Perturbacio dependente do tempo: potencial constante
Aula 12 O primeiro termo tem a mesma dependéncia que encontramos em cf,bl) e o
segundo termo pode ser desprezado (o resultado nao crescera linearmente
com t), pois depende de wy,,, 0 que faz a exponencial oscilar muito, e isso

contribui destrutivamente na integracao. Assim, conseguimos escrever:

slide 3

27 Vanmi
Wi—n] = f\vm + Z m\zp(En)}En:Ei

m

Note que a inclusao do termo de segunda ordem, manteve o formato.
Esperamos que isso continue valendo para ordens superiores - aqui reside a

proposta de T'. Que ele carregue todas as poténcias de V.

Instituto de Fisica Gleb Wataghin
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F1002 Lousa: slide da aula | | ciiculo da Secio de Choque
Aula |2
k'

2 detector de particulas

k

) ) fluxo de particulas incidentes F;
numero de particulas detectadas
dn = _ X
unidade de tempo

angulo sélido df?2

§» A constante de proporcionalidade é a chamada secao de choque diferencial:
dn
kS dn = o(60, ) F;dQ) = o(0 =
: (0, 0)F; (0, ¢) F 0
G
o é
gggo & # particulas # particulas . 1.
o> £ - angulo sdélido
&’ 33°. tempo tempo x area
Qoo Cilr'ea §\"’,A. A

¥ 17
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