6                                                                                                            O Caso não-Integrável


6           Sistemas Não-Integráveis

6.1  O Método WKB Dependente do Tempo


Discutimos no capítulo anterior o procedimento WKB para sistemas com mais de um grau de liberdade. Vimos que a solução dependente do tempo pode ser escrita na forma

                                                            

                                                         (1)
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onde q0 é a condição inicial que leva ao ponto q no tempo t. Os momentos inicial e final são 

 e 

.


Dessa forma, dada uma superfície lagrangeana inicial 

em t = 0, podemos obter a função de onda no instante  t > 0 pela propagação clássica dessa superfície, ou seja, cada ponto inicial 
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  Lt   onde q(t) e p(t) são soluções das equações clássicas de movimento.


Funções de onda estacionárias correspondem às superfícies lagrangeanas invariantes.  Essas superfícies são toros para sistemas integráveis mas não existem globalmente em sistemas caóticos.  No caso geral de sistemas não-integráveis os toros ocupam apenas parte do espaço de fases.  Isso indica que as auto-funções desses sistemas não podem ter formas simples como em (5.7), e sua forma geral ainda é desconhecida.


Uma outra maneira de ver esta questão é a seguinte:  tentaremos uma solução estacionária do tipo




de forma que





e




Dado um ponto q onde queremos avaliar a função de onda,  devemos superpor todas as funções correspondendo às soluções da equação 

.  No caso unidimensional temos 2 soluções, 

 .  Em duas dimensões, caso separável, temos 4 soluções




onde                                          

  .


No caso bi-dimensional caótico temos infinitas soluções, como ilustrado abaixo:

[image: image4.wmf] 

Dado um pequeno quadrado de lados 1 e  2 centrados em (q1,q2), uma órbita típica passará por esse quadrado com todas as direções possíveis de 

 , para qualquer 1, 1 > 0, mesmo que muito pequenos. Dessa forma, a construção de funções estacionárias torna-se impraticável. Resta-nos então o caminho alternativo via função de Green utilizado no final do capítulo 4: a função de onda dependente do tempo ainda está bem definida e o propagador, que nada mais é que uma função de onda com condição inicial K(q”,q’,0) = q”-q’), pode ser calculado.  Podemos então prosseguir com essa formulação dependente do tempo e encontrar uma equação para a amplitude A(q,t). Calculando explicitamente as derivadas que entram na equação de Schroedinger obtemos
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Usando então (4) e (5) obtemos, pela Equação de Schrodinger, que em ordem zero de 


                                                                   

                                                                      (6)

e, em primeira ordem,

                                                           

    .                                                        (7)


A solução de (6) é dada pela equação (2).  Para resolver (7) definimos a densidade de probabilidade

                                                                      

                                                                     (8)

e multiplicamos (7) por A* .  Somando a equação resultante com o complexo conjugado de (7) multiplicado por A obtemos




ou

                                                               


ou ainda

                                                          

                                                                             (9)

onde definimos     

    .


De fato, como estamos em L dimensões, 

  é um divergente:

                                                             

                                                                               (10)

          
A equação acima é uma equação de continuidade para a densidade semi-clássica de probabilidade.


Mostramos abaixo uma ilustração para um sistema com  um grau de liberdade .
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Interpretando classicamente a equação de continuidade em termos de conservação da densidade de partículas, temos que




ou,




e,

                                                           

                                                          (11)

onde q’ = q’(q”,t)  é obtido pela inversão da solução q” = q”(q’,t).  Note que para tempos curtos 

   .


Colocando tudo junto temos agora o seguinte resultado:   dada a função de onda inicial



   ,

no instante   t   posterior teremos

                                           

                                (12)

onde o ponto q’ que aparece no lado direito é  tal que a trajetória clássica de 
[image: image9.wmf])
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 atinge q” em t.


O problema das cáusticas aparece novamente nessa formulação:   a superfície Lt da figura acima, vista para tempos maiores pode curvar-se assumindo a forma mostrada abaixo.
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Então, a órbita por 

  atinge a cáustica exatamente em  t  .  Nesse caso,   

  pois uma pequena variação em torno de 

  produz  

 .  O sinal de  

  calculado em 

  é positivo, pois a órbita passando por 

 com 

 chega em 

  com   

 .  Para a órbita começando em 

, no entanto, 

 .  De acordo com a nossa análise do Capítulo 4, essa órbita contribui para 

 com o acréscimo de uma fase 

.  Então, em geral temos

                                

                   (13)

onde  b  rotula as trajetórias possíveis que saem de L0 e chegam em q”  em  Lt no instante  t.


Note que as cáusticas estão associadas com a variedade Lagrangeana Lo e não com a órbita 

 sozinha. Podemos mudar L0 mantendo o ponto 

 de forma que essa órbita não atinja mais uma cáustica:
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6.2  O Propagador Semiclássico


O propagador K (q”,q’,t) é a solução da Equação de Schrodinger dependente do tempo com a condição inicial



  .


Classicamente esse estado inicial corresponde aos pontos uniformemente distribuidos em  p  ao longo do plano q = q’.  Podemos então obter seu limite semiclássico como na seção anterior escolhendo L0 como na figura abaixo:



A única dificuldade é que não existe função geratriz R0(q) tal que 

 defina a superfície L0. Podemos, no entanto, achar essa função geratriz na representação dos momentos:

                                                                    

                                                                          (14)

com

                                                                    

                                                                        (15)

e

L0 



O análogo da função de onda (12) na representação dos momentos é obtida com substituições




(que corresponde à transformação canônica que inverte os papéis de  q  e  p), e da escolha inicial

                                                          

                                                               (16)

que tem a fase R0(p’) = -p’q’  e a amplitude correta para que sua transformada de Fourier leve à 

.  Então,

                                   

                           (17)

onde

                                               

                                        (18)

é a dupla transformada de Fourier de R.  Note que 

  é função  de p”, p’ e q’, dado por 

 . Para tempos curtos  p” ~ p’  e   

.


Obtemos finalmente o propagador via transformada inversa de Fourier:

                                                   

                                                 (19)


A fase do integrando é estacionária para   p”  tal que

                                                             

                                                                       (20) ou seja,  

 .


No ponto estacionário obtemos



   .

Expandindo a fase até segunda ordem resulta



.

A integral gaussiana dá finalmente




onde 

= [ número de autovalores positivos] - [ número de autovalores negativos] de 

  .


Para tempos muito curtos 

 e podemos calcular  

  através da solução das equações de movimento:







onde F(q’,0)  é a força no ponto q’ em t = 0 .  Resolvendo obtemos




e
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e todos os autovalores são negativos.  Assim,  

 .   Os determinantes que aparecem na amplitude podem ser reescritos como

                                                                 

                                                   (21)
(isso vem porque inicialmente p’= p’(p”);  depois p”= p”(q”) através da eq. (20) levando a p’= p’(p”(q”)).  Daí, segue que 

  ).


Finalmente obtemos

                                          

                           (22)

onde agora kb é o número de vezes que a trajetória b passa por uma cáustica, definida pelos pontos onde 

 . Para L=1 esse resultado coincide com aquele que obtivemos no capítulo 4 usando integrais de trajetória.

6.3  A Função de Green Semiclássica


A transformada de Fourier do propagador L-dimensional, Eq. (21), segue os mesmos passos do cálculo que fizemos em uma dimensão na seção 4.4, e o resultado é

                               

                            (23)

onde



  ,



,



 =  fases associadas ao número de vezes que  

  para a trajetória  b  (comentaremos mais sobre  

    no   final    desta seção e no próximo capítulo).
e  t   é o tempo decorrido na propagação de q’ a q” com energia E fixa (veja equação 42 do Capítulo 4).


Faremos agora o cálculo de D para o caso geral de L dimensões.  Da transformada de Fourier temos que

                                              R(q”,q’,t) = S(q”,q’,E(q”,q’,t)) - E(q”,q’,t) t                                               (26)

onde E = E(q”,q’,t)  e é obtido de

                                                                      

                                                                 (27)


Usando  E  como variável independente também podemos escrever

                                            R(q”,q’,t(q”,q’,E)) = S(q”,q’,E) - E t (q”,q’,E)                                              (28)


Derivando (28) em relação à  E  obtemos




e usando (27) vem que

                                                                              

                                                                         (29)


Derivando agora (27) em relação à  t  e usando (29) obtemos

                                                              

                                                (30)


Calculamos agora 

  usando (26):
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onde usamos (29) e,
                                                                 
[image: image15.wmf]'

"

"

'

"

'

2

2

2

q

E

q

E

S

q

q

S

q

q

R

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

+

=

                                                     


O termo 

  pode ser ainda simplificado:  partindo de E = E(q”,q’,t) temos

                                       


                                                          

                                           (31)
Então,




ou, usando (30),

                                                     

                                          (32)


Como 

  é um número e 

 é uma matriz, então,




Chamando     

,   

     e  

, temos que  (veja apêndice no fim deste capítulo)
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e então,

                                                           

                                                              (33)


Este determinante pode ser ainda mais simplificado:  lembrando que em uma dimensão temos uma direção importante no espaço de fases ao longo da trajetória, vamos calcular  D  em um sistema de coordenadas especial introduzido por Gutzwiller [6]. Escolhemos x como uma coordenada que varia ao longo da trajetória (projetada no espaço de configurações) e y1, y2,….yL-1 como coordenadas  perpendiculares  a x. Note que tanto x quando os y​i estão no plano das coordenadas q originais. Continuaremos a chamar de q o conjunto dessas coordenadas (x,y1,…yL-1) e de p seu momento conjugado. Partimos então de

                                                                 

                                                                

e derivamos em relação à E:

                                                          


                                                                                                                                                                 (35)

                                                            



Neste nosso sistema de coordenadas temos, por definição,

                                                               

                                                                (36)

de onde segue que

                                                                  


                                                                   


que são os termos que apareciam em 1-dimensão. Derivando (34.a) e (34.b) com relação a 

  respectivamente  temos que







e usando (36) vem que

                                                                      

             para todo  i

Então, o determinante (33) fica:

                                     


                                                             

                                                                   (37)

Voltando à Eq. (23) temos o resultado final:

                       

           (38)


Vemos dessa expressão que para mais de um grau de liberdade existem dois tipos de cáusticas: aquelas em que a trajetória de q’ à q” passa por um ponto de retorno, onde  

,  e aquelas em que 

.


No caso do propagador temporal K(q”,q’,t) nós determinávamos a existência de uma  cáustica para a trajetória indo de (q’,p’)   à  (q”,p”) no tempo  t ,  propagando uma trajetória vizinha que partia de 

  pelo mesmo tempo  t  e avaliávamos  

 .  Dessa forma, as trajetórias vizinhas partiam da própria superfície Lagrangeana  L0  definida  por  q = q’ .


As cáusticas que aparecem em G(q”,q’,E) são de outro tipo, e para determiná-las, propagamos uma trajetória vizinha com a mesma energia E.  No caso de um grau de liberdade temos que fazer um deslocamento de (q’,p’) para  
[image: image17.wmf])
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, isto é, tangente à própria trajetória em (q’,p’), e propagada até o mesmo ponto final q”. A superfície Lagrangeana L associada à G(q”,q’,E) coincide com a superfície de energia e o plano tangente à L em cada instante é 
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 .  A cáustica ocorre apenas se 
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, isto é, se o plano tangente à L for paralelo ao eixo p e o índice de Maslov  é acrescido de 1 se dq/dp passa por zero  indo de negativo à positivo.


Para mais graus de liberdade a superfície Lagrangeana associada à G(q”,q’,E) é formada por q = q’ e H (q,p) = E.  Fixando q = q’ temos L momentos p1, p2, ….pL com o vínculo 

, o que nos dá (L-1) variáveis independentes. Evoluindo temporalmente essa superfície inicial  de dimensão (L-1) geramos a superfície Lagrangeana L de dimensão L.  O plano tangente à L ao longo de uma dada trajetória sempre contém o próprio vetor tangente 

 e a cáustica dos pontos de retorno ocorre quando esse vetor fica paralelo ao plano dos momentos.  As cáusticas, devido às divergências de  

 , ocorrem quando algum dos outros vetores que geram o plano tangente à L tem projeção nula no espaço de configurações, ou seja, fica paralelo aos momentos.  Assim, para calcular a fase  que aparece na equação (38) devemos primeiramente buscar todas as cáusticas ao longo da trajetória. Nas cáustica o jacobiano dp/dq diverge e o jacobiano inverso dq/dp vai a zero. Como vimos no capítulo 3, o sinal da fase que ganhamos ao atravessar uma cáustica depende do sinal de dq/dp antes e depois da cáustica. Na representação de coordenadas devemos somar 1 à  se dq/dp passar de negativo a positivo e subtrair 1 caso contrário. É fácil ver que na representação de momentos a regra se inverte. Por fim, devemos somar à  o número de pontos de retorno.

Apêndice


Provamos aqui que, dada uma matriz  N x N com elementos Bi j , dois vetores de dimensão N, u e v, e um número 

 temos


                             det       B      u=      q  det  (B- A/q)

                                           v       q
onde 

 .


Escrevendo explicitamente o  determinante  à esquerda,



        B11    ……….
B1N
u1

        B21    . . . . . . . . . .
B2N
u2


              .          . . . . . . . . . .
 .                 .


                                                                                     .          . . . . . . . . . .       .                 .

                                                                                     .          . . . . . . . . . .       .                 .


            BN1     . . . . . . . . . .
BNN
uN
                                                      v1       . . . . . . . . . .
vN
q

fazemos a operação (1a linha)  

    (1a linha) - 

  (última linha) e obtemos

                         



Da mesma forma fazemos (ka linha)  

   (ka linha) - 

 (última linha)  para k = 2, 3, …. N :

                  

       =    q  det  (B - A/q) .
q1





q2





(34.a)





  


   (34.b)
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