











(B} Uma outra maneira de calcular o campo magnético B, é usando a lei circuital de
Ampere (1.49). Como a situagio é estaciondria vem que d®g/dt = 0. Use como circuito C
um circulo centrado no eixo Z, onde passa a corrente I,. Como por simetria gg é poloidal,
vem que §2 ¢ paralelo a dl_; em cada ponto deste circuito. Como f f fg -dds = I, vem

que se pode obter B, de (1.49). Calcule-o para ver que é dado por (5.14).

5.4 - Derivagao de (5.15).

(A) Parta de (5.6} para calcular a for¢a de um elemento de corrente em ¢;. Substitua

g» por dg; = Mydz;. Suponha um elemento de corrente neutro eletricamente, isto é€,
Az— = —Az4. Some as forcas de Ae1dzs € Ay_dzy em g, lembrando que 73 = 222, U4 =
0, (_1.24_ = 0, 1?2_ = VDQ, &'2_ = 0. Use ainda ?:'] = $]£+y1'§', _.1 = lefé—i—vlyg}—!-vlzé,

e dy = 1,2 + aryy + a1.2.

{B) Integre o resultado anterior em z3 de —o0 a 4-c0.

(C) Use os seguintes fatos para colocar o resultado anterior na forma (5.15) e (5.16):
Ty = prcospy, Y1 = pising;, p1 = &cospy +Psing, @ = —&sing; +§cospr, e que

él X 62 = (élyG.’.’.z - G12G2y)fé + (G12G2.7: — Ger‘zz)g -+ (G]xG2y - GlyGQz)é-

5.5 - Derivacio de (5.18).

(A) Use (5.6) para calcular a forga de um elemento das placas em g;. Substitua ¢,
por dgy = oadas, onde o4 é a densidade superficial de carga na chapa de cima e das
um elemento de drea. Sem perda de generalidade j& que as placas sdo infinitas, coloque
y1 = z1 = 0 no tempo t. Deixe as velocidades e aceleragbes gerais de tal forma que
T1 = &vip + U1y + 201z, @1 = Laiz + a1y + Zar,. Use coordenadas “cilindricas” mas com
o eixo de simetria sendo o eixo X. Some as contribui¢des de dgay e dgo— localizadas em
(£20, U2, 22)-

(B) Integre o resultado anterior primeiro em , de O a 27, e depois em p, = (z2+4y32)!/?
de O a R.

(C) Faga o limite em que R tende a infinito.

(D) Obtenha entéo (5.18) rearranjando os termos. .
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APENDICE A

As Origens e os Significados da For¢a Magnética F=gixB

Como vimos no capitulo 1, a componente elétrica da forga de Lorentz (}?'.E = qﬁ, com
E = —V¢$—8A/0t) j4 era usada desde pelo menos 1857 com Kirchhoff, quando ele escreveu
a lei de Ohm de maneira generalizada incluindo os efeitos de auto-indutancia. O potencial
vetor magnético A havia sido introduzido por Franz Neumann em 1845, onde mostrou que
B=Vx f_l', sendo B o campo magnético. J4 a expressdo para a forca magnética teve uma
origem posterior e bem mais tortuosa, e este é o assunto deste apéndice.

A primeira informagio relevante a ser ressaltada é que ela é posterior & morte
de Maxwell, ocorrida em 1879. Segundo Whittaker os primeiros a chegarem na forca
magnética foram J. J. Thomson (1856 - 1940) e O. Heaviside (1850 - 1925), em 1881 e
1889, respectivamente (Whittaker, 1973, Vol. 1, pags. 306 a 310). Para uma anélise bem
detalhada dos trabalhos de Thomson e Heaviside ver (Buchwald, 1985, Apéndice Um).

Um dos objetivos do trabalho de Thomson de 1881 (Thomson, 1881) era saber de que
forma um corpo carregado eletricamente é afetado por um imda. Thomson segue a teoria
de Maxwell e em particular usa a idéia de que uma corrente de deslocamento (53}_?5 /0t)
produz os mesmos efeitos que uma corrente de condugio J usual, isto €, de que também
gera B. Supde entdo uma esfera uniformemente carregada se movendo num certo meio com
constante dielétrica ¢ e permeabilidade magnética g, e calcula a corrente de deslocamento
num ponto externo . Depois calcula num outro ponto externo P o valor do potencial
vetor magnético A devido a esta corrente de deslocamento em (2, e integra para todos os
pontos @ do espago. Contudo observa que o valor V - A neste ponto P é diferente de
zero, Maxwell sempre assumia V - A =0 e entdo para satisfazer a esta condigdo Thomson
supoe a existéncia de uma outra componente em }I, adicionando esta componente ao que
jd havia obtido para A (ndo justifica qual a origem fisica desta componente adicional de
/_1') Através de B = V x A obtem entéo o valor de B no ponto Pr Calcula entéo o valor

de H neste meio, H= g/,u Em seguida calcula a forca de um ima (que gera §) num
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corpo carregado eletricamente que se move por este meio. Para isto calcula a energia de
interagio E = [ [ [ (§ -H /2)dV, e usa as equagOes de Lagrange para obter a for¢a. Seu
resultado final:

(A1)

Este valor é metade do aceito no eletromagnetismo classico hoje em dia. O aspecto
mais importante que queremos ressaltar aqui € o significado da velocidade que aparece em
(Al). Neste ponto Thomson foi bem cuidadoso. Ele chamava esta velocidade de velocidade
real (“actual velocity”) da particula. Na pagina 248 de seu artigo ele afirma (nosso grifo):
“Deve ser observado que aquilo que por conveniéncia chamamos de velocidade real da
particula é, de fato, a velocidade da particule relativa go meio através do qual ela estd
se movendo,” ..., “melo cuja permeabilidade magnética é p.” Ou seja, para Thomson a
velocidade ¥ em (Al) ndo era a velocidade da carga relativa ao éter, nem em relagéo ao

ima, e nem a velocidade em relacéo ao observador.

Em 1889 Heaviside obtem {Heaviside, 1889):
F=g¢ixFE. (A2)

A diferenca principal de seu trabalho em relacdo ao de Thomson é que ele inclui,
seguindo Fitzgerald em 1881, a corrente de convec¢éo como fonte de campo magnético.
Fora isto vem que Heaviside segue o trabalho de Thomsoen (um dos objetivos de seu artigo
é corrigir o trabalho de Thomson). Como ele néo faz nenhum comentdrio adicional sobre
a velocidade ¥ em (A2), pode-se assumir que também para ele aquela é a velocidade da
carga ¢q em relacdo ao meio de permeabilidade magnética u e constante dielétrica ¢. Isto

pode ser visto pelo titulo de seu artigo.

Em 1892 e 1895 o fisico tedrico H. A. Lorentz apresenta a conhecida expresséo

(Lorentz, 1892 € 1895):

F=gE+q¢’xB . (A3)



Lorentz nao cita Thomson nem Heaviside, e aparentemente chegou na parte magnética
desta expressao a partir da for¢a de Grassmann substituindo I dl por ¢, embora ele também
nao cite o trabalho de Grassmann. Isto pode ser visto no livro mais famoso de Lorentz,
The Theory of Electrons (Lorentz, 1915, pags. 14 e 15). Este livro é baseado em um
curso que ministrou em 1906 na Universidade de Columbia, e foi editado pela primeira vez
em 1909. Infelizmente Lorentz ndo especifica em (A3) em relagéio a que objeto, meio ou
sistema deve ser entendida esta velocidade ¥ da carga ¢. Como Lorentz ainda aceitava o
éter de Maxwell (isto é, um meio em repouso absoluto em relagdo ao referencial das estrelas
fixas, e através do qual a terra se move como se fosse transparente a ele, sem empurré-lo
ou arrasta-lo; ver (Pais, 1982, pag. 111)), é natural que para ele esta velocidade fosse em
relagdo a este éter, e ndo em relagdo a qualquer meio ou observador. Em suporte a isto
temos as proprias palavras de Lorentz nesta mesma pagina 14: “Agora, de acordo com
os principios gerais da teoria de Maxwell, vamos considerar esta for¢a como causada pelo
estado do éter, e mesmo, como este meio penetra os elétrons [nome que Lorentz usava para
as cargas elétricas em geral|, como exercida pelo éter sobre todos os pontos internos destas
particulas onde ha uma carga.” Uma prova conclusiva desta interpretagio se encontra em
outro trabalho de Lorentz: Lectures on Theoretical Physics (Lorentz, 1927, Vol. 3, pag.
306; ver também O’Rahilly, 1965, Vol. 2, pag. 566). Af Lorentz afirma que se um fio com
corrente elétrica (e portanto gerando B ) e uma carga estdo parados em relagdo ao éter,
entdo nao vai haver for¢a magnética. Por outro lado se ambos estiverem transladando com
a mesma velocidade ¢ em relacdo ao éter (sendo que o observador e o laboratério também
transladam com esta mesma velocidade ¥, ja que da como exemplo desta velocidade a
velocidade da terra em relagio ao éter), entdo afirma que vai haver uma forga magnética.
Ou seja, como na segunda parte deste exemplo néo ha velocidade relativa da carga em
relagio ao fio, nem em relagéo ao laboratério, nem em relagfo ao observador, mas apenas
em relacao ao éter, e ainda assim ha uma for¢a magnética, se conclui que para ele aquela

velocidade que aparece em (A3) é realmente a velocidade da carga ¢ em relagdo ao éter.

Por outro lado hoje em dia se usa a expressio (A3) com ¥ sendo a velocidade da carga
g em relagdo a um observador. A mudanga ocorreu a partir do trabalho da relatividade

restrita de Finstein de 1905 (Einstein, 1978). Neste trabalho, apds obter as transformages
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de coordenadas de Lorentz, Einstein as aplica para a for¢a (A3) e passa a usar a velocidade
como sendo a velocidade em relacdo ao observador. Por exemplo, na pagina 71 coloca
{entre colchetes sio nossas palavras) a diferenca entre a antiga visédo do eletromagnetismo

e a visio baseada em sua teoria da relatividade:

%1 - Se um pdlo elétrico unitatio [¢ = 1], puntiforme, se move num campo
eletromagnético, exercer-se-a4 sobre ele, além da forga elétrica [}.3; E = q.E_f], uma “forga
eletromotriz” que, desprezando termos em que entram como fatores poténcias de v/ec de
grau igual ou superior a 2, é igual ao quociente pela velocidade da luz do produto vetorial
formado com a velocidade do pdlo unidade e com a for¢a magnética [isto €, B, tal que
Fyy = ¢¥ x B/e, FEinstein usa aqui o sistema de unidades cgs-Gaussiano. Logo a forca
resultante é: F = ¢F 4 ¢ x B/c]. (Antigo enunciado)

2 - Se um pdlo elétrico puntiforme unidade se move num campo eletromagnético,
exercer-se-4 sobre ele uma forca idéntica a forga elétrica [}:'" Y o ] que se obtem no ponto
ocupado pelo pélo quando se submete o campo a uma transformacao de coordenadas
[0 — O], a fim de o referir a um sistema de eixos [0'] que esteja imével em relagdo ao

! se referem

o g — -
referido pélo [¢/ = 0, logo qF + gt x Bfc = ¢FE', onde as varidveis com
aos campos no sistema de coordenadas (' que se move com ¢ em relagdo a O]. (Novo

enunciado)”

Aparentemente Lorentz passou a aceitar esta interpretagao do significado de ¢ em
(A3). Vemos isto nas paginas 198, 199, 330 e 331 de seu livro The Theory of Electrons
(Lorentz, 1915). Estas duas altimas paginas, em particular, apareceram apenas na segunda,
edi¢io do livro, em 1915.

E instrutivo ver esta mudanca conceitual (mas néo de forma) numa das leis mais

utilizadas na fisica.
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APENDICE B

Lagrangeana ¢ Hamiltoniana de Weber

Na mecanica classica podemos descrever e resolver os problemas usando as equagdes
de Newton. Equivalentemente podemos fazé-lo usando as chamadas equagdes de Lagrange
ou as de Hamilton. Também se pode fazer o mesmo na eletrodinadmica de Weber, como
ele o mostrou entre 1869 e 1871 (Weber, 1871). E este o assunto deste apéndice.

Vamos tratar do movimento de duas cargas ¢; € ¢ de massas m; e my, interagindo
entre si de acordo com a lei de Weber, e sem a presenca de forcas externas (a generalizagfo

para N cargas é direta). Definimos duas funcdes S e T por:

q1gz 1 7’.'%2

S o R S
s dmeg T12 ( + 202) ’ (B1)
PO EL R R (82

Nestas equagdes vy e U3 sfio as velocidades das cargas ¢; € ¢ em relacéo a um referencial
inercial, vy = dr /dt, T2 = drz/dt, e r12 = [Py — 72|, T12 = drig/dt.

Weber definiu sua Lagrangeana na forma

L=7-5. (B3)

A forca de Weber pode ser obtida da maneira usual da formulagio Lagrangeana a
partir de S. Isto é, sendo &; = dz;/dt, onde 7, = 212 + y1§ + 212 ¢ o ralo vetor de ¢,

temos que a componente z da for¢a sobre ¢; é dada por

d 98 a5 gig2 1 — T2 72, riefie
z . O _ = 1— 212 ; B4
2T dt 9ty Oz 4me, 3, 2e? + c? (B4)

Nesta equacio 719 = dryg/dt. ;

Fazendo o mesmo com as outras componentes e com as varidveis da carga gz obtem-se:
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~ .2 -
= digz Ti2 i3 riatria =
7 e, rl, ( 202 T a2 ) 12 (B5)

J4 a Hamiltoniana do sistema € definida por

H= (Zﬁjqu—i) ~ L. (B6)

Nesta equacao ¢, com k indo de 1 a 6, representa as componentes das velocidades,
isto é, £1, th, %1, T2, Y2, € 22, respectivamente.

Observando que S e T nio dependem explicitamente do tempo vem que L/t =0 e
JH /8t = 0. Disto obtem-se que H é uma constante de movimento, dH/dt = 0, que neste

caso é a propria energia E do sistema. De (Bl) a (B6) vem entfo, apds fazer as contas

indicadas por (B6):

E=H=T+U, (B7)
dE

Em (B7) U ¢ a energia potencial de Weber que havia sido introduzida no capitulo 2

e que € dada por

-2

T A4Ame, T2 2c2

Queremos chamar a atencao que S é diferente de U j4 que ambas diferem no sinal em
frente de 7%,. Embora a Lagrangeana seja dada por L = T'— 5, a Hamiltoniana e a energia
que se conservam sio dadas por H = E =T 4 U, e ndo por T + 5. Algo andlogo ocorre
na mecanica e eletrodinamica cldssicas quando ha potenciais generalizados que dependem

nio s6 da distdncia entre os corpos mas também de suas velocidades.

As equagdes de movimento sio as equagbes de Lagrange usual, isto é

-

6. (B10)



Nesta equacao g representa cada uma das coordenadas z1, ¥1, 21, *2, y2 € z2. Dal

se obtem, apos fazer as contas:

-~ - L
d192 T12 iz |, T12T12 ~
—(1- = = . B11
dwe, v, ( 2¢2 + c? ) ra (B11)

Obtem-se o anilogo para m,. E isto é exatamente a segunda lei de Newton aplicada
a uma for¢ca de Weber, CQD.
Sugerimos que o leitor refaga as contas indicadas nesta se¢do para que se familiarize

com esta técnica.
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