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Dieses Buch ist dem Andenken an Wilhelm Eduard Weber (1804-1891) ge-
widmet. Er war einer der führenden Pioniere auf dem hier behandelten Gebiet,
dem Studium von Oberflächenladungen, die bei jedem stationären Stromfluß in
normalen Leitern auftreten. Wir hoffen, dass dieses Buch dazu beiträgt, seine
grundlegenden Arbeiten besser bekannt zu machen.
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Unterstützung durch Prof. Karin Reich und Dr. K. H. Wiederkehr. JAH bedankt
sich bei CNPq, Brazilien, für eine finanzielle Unterstützung. Die Autoren be-
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Vorwort

Gibt es eine Wechselwirkung zwischen einem stromführenden Leiter und einem
stationären Ladungsträger? Diese lapidare Frage enthält eine erstaunliche Bri-
sanz, zumal die Antworten, die man bis zu diesem Tag in der Fachliteratur
und auch in weit verbreiteten Lehrbüchern findet, häufig unzutreffend sind. Das
vorliegende Buch beantwortet die Eingangsfrage in brillanter Weise: umfassend,
mit zahlreichen Verweisen auf entsprechende Versuche und mit rigoroser, ma-
thematischer Gründlichkeit.

Sofern Zweifel an einer positiven Antwort vorhanden waren, sind diese nach
dem Studium des Buches ausgeräumt.

Erstaunlicherweise wurde bereits Mitte des 19 Jahrhunderts von den deut-
schen Physikern Weber und Kirchhoff eine zutreffende Antwort veröffentlicht,
die jedoch von der wissenschaftlichen Gemeinde kaum rezipiert, teilweise sogar
als unzutreffend zurückgewiesen wurde. Die Gründe für diesen wissenschaft-
lichen Rückschritt, die in dem Buch ausführlich dargestellt und mit zahlreichen
Literaturzitaten belegt werden, stellen eine wahre Fundgrube für wissenschafts-
historisch interessierte Leser dar.

Sie machen deutlich, dass auch in der Physik als exakte Wissenschaft manch-
mal gegen methodische Grundprinzipien verstoßen wird, in dem zum Beispiel
ein Verweis auf Experimente erfolgt, die nie gezielt durchgeführt wurden. So ver-
hilft dieses Buch seinen Lesern nicht nur zu einer fundierten Kenntnis über einen
stark vernachlässigten Bereich des sogenannten einfachen elektrischen Strom-
kreises, sondern bringt in Erinnerung, dass auch die führenden Vertreter un-
serer Disziplin irren können, dass unter Umständen solche Irrtümer von einer
Lehrbuchgeneration auf die nächste übertragen werden und somit beständige
wachsame und kritische Reflexion geboten ist.

Eine didaktische Anmerkung erscheint angebracht. Die im Physikunterricht
übliche Vermittlung des elektrischen Stromkreis mit den Grundbegriffen Strom
und Spannung, wird durch den Inhalt des vorliegenden Buches grundlegend in
Frage gestellt.

Während zum Begriff des elektrischen Stromes noch Bilder von driftenden
Elektronen angeboten werden, findet die Einführung der Spannung bzw. des Po-
tentials auf der abstrakteren Ebene der Energie statt und läßt daher keinerlei
Veranschaulichung zu. Wie die Erfahrung zeigt, gelangen nur wenige Schüler
zu einem tieferen Verständnis des Spannungsbegriffs. Dagegen führt bei vielen
Schülern ein solches Scheitern gerade an einem so grundlegenden Begriff wie
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dem der Spannung zur Aufgabe des Interesses an physikalischen Inhalten. Die
Frage ist, wie viele vor allem jüngere Schüler mit noch schwach entwickeltem
Selbstvertrauen ein solches Scheitern sich selbst und dem eigenen Unvermögen
zuschreiben und deshalb ihre Lernbereitschaft untergraben wird?

Physik ist ein allgemein bildendendes und wichtiges Schulfach und da hier-
von größere Schülerpopulationen betroffen sind, stellt die Suche nach weniger
abstrakten und damit verständlicheren Alternativen eine dringende didaktische
Aufgabe dar.

Das vorliegende Buch verweist auf eine solche Alternative. Es zeigt auf, dass
es im Hinblick auf Oberflächenladungen keinen entscheidenden Unterschied gibt
zwischen einer elektrostatischen Anordnung und einem stationären Stromfluß.
Es verweist auf curriculare Neuentwicklungen zum Spannungsbegriff und gibt
einen umfassenden Überblick über die wissenschaftlichen Veröffentlichungen, die
seit den Arbeiten von Weber und Kirchhoff erschienen sind.

Warum sollte man also bei der Behandlung des Begriffs “elektrischer Strom”
auf das Driften von Elektronen verweisen, beim Begriff “elektrische Spannung”
aber nicht auf die Existenz driftender Oberflächenladungen?

Sicherlich wird es das Ziel des Unterrichts sein, den Spannungs- und Poten-
tialbegriff auf der Ebene der Energie quantitativ zu behandeln. Eine qualitative
und anschauliche Vorstufe auszulassen ist jedoch didaktisch nicht vertretbar, es
sei denn, man hat von der Existenz von driftenden Oberflächenladungen keine
Kenntnis.

Es gibt curriculare Neuentwicklungen zur Elektrizitätslehre, in denen die
Inhalte dieses Buches ausführlich zur Sprache kommen. Vergleiche mit traditio-
nellen Kursen hinsichtlich Lernerfolg und Lernmotivation sollten durchgeführt
werden, um letzte Zweifel an der Notwendigkeit einer eigenen curricularen Neu-
entwicklung zu beheben.

Auf dem Weg zu einem tieferen Verständnis elektrischer Phänomene, insbe-
sondere der Bewegung von Elektronen in Stromkreisen, liefert dieses Buch einen
entscheidenden Beitrag.

Hermann Härtel
Gastwissenschaftler am Institut für Theoretische Physik und Astrophysik
Universität Kiel
Leibnizstrasse 15
D-24098 Kiel, Deutschland
E-mail: haertel@astrophysik.uni-kiel.de
Homepage: http://www.astrophysik.uni-kiel.de/˜hhaertel
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Teil I

Einführung

1





Die vorliegende Arbeit ist die deutsche Übersetzung eines Buches, dass erst-
malig 2007 auf Englisch und 2009 auf Portugiesisch erschienen ist.3 Die deutsche
Übersetzung, ausgehend von dem englischen Originaltext, wurde von Hermann
Härtel durchgeführt.

Ziel dieses Buches ist es, die Kraft zwischen einem stromführenden ohmschen
Leiter und einer dazu in relativer Ruhe befindlichen, externen Punktladung zu
untersuchen. In analoger Weise wird das Potential und das elektrische Feld in-
nerhalb und außerhalb des gleichstromführenden ohmschen Leiters bestimmt.
Außerdem wird die Ladungsverteilung auf der Oberfläche des Leiters betrach-
tet, die dieses Feld ermöglicht. Diese Oberflächenladungen sind bedeutsam, um
den Fluß des elektrischen Stromes längs eines Leiters zu verstehen. Bedauerli-
cherweise wurde diese Tatsache von den meisten Autoren vernachlässigt, die auf
dem Gebiet des Elektromagnetismus tätig waren. Ziel des vorliegenden Buches
ist es, durch die Präsentation der Lösungen geometrisch einfacher Anordnungen
die außerordentliche Bedeutung dieses Phänomens aufzuzeigen.

Dieses Buch wendet sich an Studenten aller Semester in den folgenden Fach-
gebieten: Physik, Elektrotechnik, Mathematik, Geschichte der Naturwissenschaf-
ten und Philosophie. Zu wünschen ist, dass es als ergänzender Text zu den Vorle-
sungen über Elektromagnetismus, elektrische Stromkreise, mathematische Me-
thoden der Physik und Geschichte der Naturwissenschaften genutzt wird mit der
Intention, die Studenten zu kritischem Denken anzuregen sowie ihr Verständnis
über dieses grundlegende Gebiet der Physik zu vertiefen.

Zu Beginn wird gezeigt, dass viele Autoren unzutreffende Ansichten über
den Gleichstrom äußern und dies nicht nur in der Vergangenheit, sondern auch
in neueren Veröffentlichungen. Anschließend werden Experimente behandelt, die
die Existenz einer Kraft zwischen einem gleichstromführenden ohmschen Leiter
und einer dazu in relativer Ruhe befindlichen externen Ladung aufzeigen. An
diesem ersten Thema wird deutlich, dass das Gebiet der klassischen Elektrody-
namik noch nicht abgeschlossen ist, sondern dass es noch vieles zu entdecken
gibt. Den Lesern bietet sich außerdem die Gelegenheit, ihr kritisches Verständnis
bezüglich dieses Themas zu erweitern.

Ein weiteres Anliegen ist es aufzuzeigen, dass Elektrostatik und Gleich-
stromphänomene intrinsisch verknüpft sind. Die elektrischen Felder innerhalb
und außerhalb von ohmschen Leitern sind bedingt durch entsprechend verteilte
Oberflächenladungen, die ihrerseits durch die Spannungsquellen aufrechterhal-
ten werden. Hierdurch werden die Lehrbuchinhalte zum Gebiet der Elektrostatik
mit denen zum Thema “elektrischer Stromkreis” vereinigt im Gegensatz zu dem,
was heutzutage in den meisten diesbezüglichen Werken vorzufinden ist.

Am Anfang steht ein rein elektrostatisches Phänomen: die Kraft zwischen
einem Leiter und einer Punktladung, die sich außerhalb des Leiters und in relati-
ver Ruhe zu ihm befindet. Das heißt, es wird das Phänomen der elektrostatischen
Induktion behandelt mit Spiegelladungen und entsprechenden Themen. Insbe-
sondere wird die Kraft zwischen einem langen zylindrischen Leiter und einer
externen Punktladung in relativer Ruhe zueinander berechnet.

3[AH07] und [AH09].

3



Danach wird das Hauptthema dieses Buches in Angriff genommen. Es wird
die Kraft untersucht, die zwischen einem ohmschen, gleichstromführenden Lei-
ter und einer Punktladungen auftritt, wobei sich die Punktladung außerhalb
des Leiters und in relativer Ruhe zu ihm befindet. Insbesondere wird diejenige
Komponente dieser Kraft betrachtet, die sich proportional zur Spannung der
angeschlossenen Batterie verhält (die Unterscheidung zwischen Spannung bzw.
Elektromotorischer Kraft (EMK) und dem Konzept der Potentialdifferenz wird
im Abschnitt 5.3 diskutiert.) Am Anfang dieser Analyse steht die allgemeine Be-
handlung geradliniger Leiter von beliebigem Querschnitt und einem allgemeinen
Theorem bezüglich ihrer Oberflächenladungen. Es folgen die Behandlung von
geradlinigen Leitern mit kreisförmigen Querschnitt, einem Koaxialkabel und ei-
ner Transportleitung (Doppelleitung). Schließlich werden leitende Platten und
gerade Streifen endlicher Länge untersucht.

Im dritten Abschnitt werden Fälle von gekrümmten stromführenden Lei-
tern behandelt. Dabei steht wiederum die Kraft zwischen dem Leiter und einer
externen Punktladung (in relativer Ruhe zum Leiter) im Zentrum des Interes-
ses. Auf die Behandlung einer zylindrischen Mantelfläche mit einem azimutalen
Stromfluß folgt die Behandlung des Stromflusses durch einen kreisförmigen Lei-
ter. Abschließend wird der Fall eines Leiters in Form eines Torus berechnet,
der von einem Strom in azimutaler Richtung durchflossen wird. Obwohl dieser
letztere Fall viel komplizierter ist als die vorherigen, ist er dennoch außerordent-
lich bedeutsam, da er es erlaubt, einen in einem Raumgebiet eingeschlossenen
Stromkreis mit einem geschlossenen konstanten Stromfluß zu modellieren wie z.
B. bei einem stromdurchflossenen, ringförmigen Widerstandsdraht.

Die Zusammenstellung von analytischen Lösungen all dieser elementaren
Anordnungen in einem einzigen Buch soll es ermöglichen, dieses Material für
erstsemestrige und graduierte Studienfächer, wie oben schon aufgezählt, ein-
zusetzen. Obwohl die mathematischen Methoden und Ableitungen mehr oder
wenig gleich bleiben, werden sie für alle Leiter mit unterschiedlicher Form im
Detail angegeben, so dass die Kapitel unabhängig von einander studiert werden
können. Sie können so leicht in die Standardlehrbücher über mathematische Me-
thoden für Naturwissenschaftler integriert werden. Teile des hier vorgestellten
Materials wurde schon früher in Lehrbüchern und Forschungsberichten disku-
tiert. In den meisten Lehrbüchern sind diese Ergebnisse jedoch nicht zu finden,
vielmehr enthalten sie oft nicht zutreffende Aussagen zu diesem Thema. Der
Grund dafür mag sein, dass all diese geometrisch einfachen Fälle noch nie in
einer kohärenten Form vorgestellt wurden. Es ist zu hoffen, dass dieses Defizit
mit diesem Buch überwunden wird.

Am Ende des Buches werden offene Fragen und zukünftige Projekte bespro-
chen. In einem Anhang wird eine bedeutsame Arbeit von Weber vorgestellt, in
der er eine Berechnung von Oberflächenladungen auf einem ohmschen, strom-
führenden Leiter vorstellt; eine bemerkenswerte, wissenschaftliche Leistung, die
bedauerlicher Weise vergessen und in all den Jahren nicht wieder aufgegriffen
wurde. Zusätzlich wird im Anhang eine Arbeit von Kirchhoff über Oberflä-
chenladungen vorgestellt sowie die von Weber und Kirchhoff durchgeführten
Ableitungen der Telegraphengleichungen.

4



Ein vollständiges Literaturverzeichnis findet sich am Ende des Buches. In
dieser Arbeit wird das Internationale Einheitensystem SI angewendet. Zur De-
finition eines Begriffs wird das ≡ Symbol zu seiner Kennzeichnung verwendet.
Eine Kraft, die von einem Körper j auf einen Körper i ausgeübt wird, wird mit
~Fji angegeben. Mit der Aussage, ein Körper sei stationär oder bewege sich mit
einer Geschwindigkeit ~v, wird, sofern nichts anders vermerkt ist, das Labor als
Bezugssystem vorausgesetzt. Das Laborsystem wird hier als angenähertes Iner-
tialsystem für die Dauer eines Experimentes angesehen. Mit der Aussage, eine
“Ladung” übe ein Kraft aus, erzeuge ein Feld oder es wird auf sie eine Kraft aus-
geübt, ist ein “geladener Körper” gemeint oder ein “Körper mit der Eigenschaft,
elektrisch geladen zu sein.” Das heißt, dass Ladung als eine Eigenschaft eines
Körpers angesehen wird und nicht als ein physikalisches Objekt. Das Konzept
des elektrischen und magnetischen Feldes wird gesehen als eine mathematische
Beschreibung der physikalischen Kräfte zwischen geladenen Körpern, zwischen
Magneten oder zwischen stromführenden Leitern. Von daher ist es möglich zu
sagen, dass ein stromführender Leiter ein elektrisches und magnetisches Feld
erzeugt, wie sich üblicherweise auch die meisten Autoren ausdrücken. In diesem
Sinne könnte ein alternativer Titel dieses Buches lauten “Das elektrische Feld
außerhalb eines ohmschen stromführenden Leiters.” Aber die primäre physika-
lische Realität bleibt für die Autoren die Kraft oder Wechselwirkung zwischen
materiellen Körpern (die dadurch ihre relative Beschleunigung bezüglich eines
Inertialsystems bewirken), und nicht das abstrakte Feldkonzept, das im Raum
unabhängig von der Anwesenheit einer Probeladung existiert, die die Existenz
dieses Feldes nachweisen kann.
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Kapitel 1

Zentrale Fragen und
unzutreffende Antworten

1.1 Einfache Fragen

Zur Diskussion steht ein ohmscher Stromkreis wie er in Abbildung 1.1 dargestellt
ist.

Abbildung 1.1: Eine Batterie mit einer konstanten Spannung zwischen ihren
Anschlüssen erzeugt einen konstanten Strom I in einem gleichförmigen Wider-
standsdraht. Frage: Existiert eine Kraft zwischen dem Stromkreis und einer
externen Punktladung q, die sich relativ zum Stromkreis in Ruhe befindet? Ist
irgendeine Komponente dieser Kraft proportional zur angelegten Spannung der
Batterie?

Ein ruhender homogener und isotroper Draht von konstanter Leitfähigkeit sei
mit einer Batterie verbunden (die eine Spannung V zwischen ihren Anschlüssen
aufrecht erhält) und führe einen konstanten Strom. Die wesentlichen Fragen, die
in diesem Buch behandelt werden, sind die folgenden:
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a) Wird der stromführende Widerstandsdraht eine Kraft auf eine sich in der
Nähe befindliche ruhende Ladung ausüben? Verhält sich irgend eine Kompo-
nente dieser Kraft proportional zu der durch die Batterie erzeugten Spannung?
Dies ist die wichtigste Frage, die in dieser Arbeit diskutiert wird.

b) Eine verwandte Frage ist die folgende: Wird dieser Draht eine Wirkung
auf einen in der Nähe befindlichen Leiter ausüben oder auf ein neutrales Dielek-
trikum? Oder genauer: Wird der stromführende Widerstandsdraht einen in der
Nähe befindlichen neutralen Leiter polarisieren und ihn dadurch anziehen?

Diese Frage kann auch mit Hilfe des elektrischen und magnetischen Feldkon-
zepts formuliert werden. In diesem Fall kann man sagen, dass der stromführende
Draht ein Magnetfeld im Außenraum erzeugt. Dieses Magnetfeld wird eine Wir-
kung auf bewegliche Probeladungen ausüben. Die obige Frage kann dann in
Begriffen des elektrischen Feldes wie folgt umformuliert werden:

c) Erzeugt ein an eine Spannungsquelle angeschlossener stromführender Wi-
derstandsdraht ein externes elektrisches Feld? Wenn ja, ist dieses Feld abhängig
von der durch die Batterie erzeugten Spannung?

Andere verwandte Fragen:

d) Ist der stromführende Widerstandsdraht längs seiner Oberfläche neutral?
Wenn nicht, wie variiert die Dichte der Oberflächenladung entlang des Drahtes?
Das heißt, wie ändert sie sich als Funktion der Entfernung längs des Leiters
von einem der Batterieanschlüsse? Ist die Dichte der Oberflächenladungen eine
Funktion der Batteriespannung?

e) Besitzt der gleichstromführende Widerstandsdraht im Innern eine Über-
schußladung? Das heißt, ist er im Innern an jedem Punkt neutral? Falls er nicht
neutral ist, hängt diese Raumladung von der angelegten Batteriespannung ab?
Variiert diese Raumladung längs des Drahtes, d.h. ist sie eine Funktion der
Entfernung längs des Leiters, gemessen von einem der Batterieanschlüsse?

f) Wo befinden sich die Ladungen, die das elektrische Feld im Innern eines
stromführenden Drahtes erzeugen? Dieses Feld ist im wesentlichen in jedem
Punkt parallel zum Draht ausgerichtet und folgt entsprechend dem Ohmschen
Gesetz jeder Formveränderung und Krümmung des Drahtes. Aber wo befinden
sich die Ladungen, die dieses Feld erzeugen? Befinden sie sich alle innerhalb der
Batterie (oder längs ihrer Oberfläche)?

Dies sind die wesentlichen Fragen, die in diesem Buch behandelt werden.1

Unabhängig von der Größe des Stromes wird eine bestimmte Kraft immer
auftreten und zwar wegen der elektrostatisch induzierten Ladung im Leitungs-
draht. Das heißt, die externe Punktladung q induziert eine Verteilung von La-
dungen längs der Oberfläche des Leiters und ergibt insgesamt eine elektrostati-
sche Anziehung zwischen Leiter und q. Den meisten Autoren ist diese Tatsache
bekannt, die Mehrzahl hält es jedoch nicht für nötig, sie zu erwähnen. Darüber
hinaus betrachten sie diese Anziehungskraft weder im Detail noch geben sie eine
Größenordnung dafür an.

Gibt es eine weitere Kraft zwischen dem Leiter und einer stationären La-

1[ARM99]. Alle Papiere von Assis sind im PDF-Format zugänglich unter:
http://www.ifi.unicamp.br/˜assis/
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dung? Existiert insbesondere eine Kraft zwischen der stationären Ladung und
dem stromführenden Leiter, die von der angelegten Spannung abhängig ist?
Viele Physiker glauben, die Antwort auf diese Frage lautet “nein,” und diese
Überzeugung wird seit langer Zeit vertreten. Hierfür gibt es im wesentlichen
drei Gründe, die hier im einzelnen analysiert werden. Die aufgeführten Zita-
te sind nicht vollständig, zeigen jedoch auf, dass unzutreffende Ansichten über
Basisphänomene des Elektromagnetismus in der Tat weit verbreitet sind.

1.2 Ladungsneutralität des Widerstandsdrahtes

Der erste Grund bezieht sich auf die Annahme, dass ein ruhender stromführen-
der Widerstandsdraht im wesentlichen an allen Punkten in seinem Innern sowie
entlang seiner gesamten Oberfläche elektrisch neutral ist. Dies führt zu dem
Schluß, dass ein stromführender Widerstandsdraht ausschließlich in seinem Au-
ßenraum ein Magnetfeld erzeugt. Viele Wissenschaftler sind dieser Annahme
gefolgt und dies seit über einem Jahrhundert.

Clausius (1822-1888), z.B. gründete seine gesamte Elektrodynamik auf die
folgende Hypothese. Im Jahr 1877 schrieb er:2

Dazu wollen wir als Kriterium den Erfahrungssatz wählen, dass
ein in einem ruhenden Leiter stattfindender geschlossener und con-
stanter galvanischer Strom auf ruhende Elektricität keine bewegende
Kraft ausübt, [...]

Obwohl sich Clausius auf ein experimentell gesichertes Ergebnis beruft, zi-
tiert er kein einziges Experiment, mit dem versucht wurde, eine solche Kraft
nachzuweisen. Wie sich zeigen wird, gründet Clausius seine Elektrodynamik auf
ein unhaltbares Prinzip, denn es existiert eine Kraft zwischen einem ruhenden
gleichstromführenden Leiter und einer äußeren ruhenden Ladung. Diese Kraft
wurde experimentell nachgewiesen, wie weiter unter aufgezeigt wird. Außerdem
wird die Existenz dieser Kraft theoretisch abgeleitet.

Kürzlich wurde die Bezeichnung “Clausius Postulat” von einigen Autoren
zur Kennzeichnung der folgender Behauptung benutzt:

• Jedes Stromelement eines geschlossenen Stromkreis in einem ruhenden
Leiter ist elektrisch neutral;3

• Für einen ruhenden Leiter ist die Ladungsdichte ρ gleich Null;4

• Φ = 0.5

2[Cla77, Seite 86] und [O’R65, Seite 589].
3[BC91a].
4[BC91b].
5Das heißt, dass das von einem geschlossenen, gleichstromführenden Stromkreis erzeugte

Potential an allen äußeren Punkten gleich Null ist, [CM00] und [BCM01].
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Es finden sich Zitate wie diese sogar in recht neuen Lehrbüchern zur Elektro-
dynamik. Wie gezeigt werden wird, erzeugen Oberflächenladungen längs eines
stromführenden Leiters ein elektrisches Feld innerhalb und außerhalb dieses Lei-
ters. Andererseits sind zum Beispiel Reitz, Milford und Christy anscheinend der
Ansicht, dass keine dauerhafte Oberflächenladung auf einem Widerstandsdraht
existieren kann:6

Gegeben sei ein Teil eines ohmschen Leiters in der Form eines gera-
den Drahtes von konstantem Querschnitt, über dessen Enden eine
konstante Potentialdifferenz, △ϕ, aufrecht erhalten wird. Der Draht
sein von homogenem Material und charakterisiert durch eine kon-
stante Leitfähigkeit g. Unter diesen Bedingungen existiert im Leiter
ein elektrisches Feld, dass mit△ϕ durch die Beziehung△ϕ =

∫

~E ·d~ℓ
verbunden ist. Es ist evident, dass eine stationäre Komponente des
elektrischen Feldes senkrecht zur Achse des Leiters nicht existieren
kann, denn wegen der Gleichung ~J = g ~E würde dadurch eine dauer-
hafte Aufladung der Drahtoberfläche hervorgerufen. Deshalb ist das
elektrische Feld ausschließlich longitudinal.

Obwohl Russell diese Aussage nach Veröffentlichung der zweiten Auflage des
Buches kritisierte (1967),7 wurde sie nicht wesentlich in der dritten und vierten
Auflage abgeändert. Im folgenden wird gezeigt werden, dass eine dauerhafte
Oberflächenladung bei diesem Leiter existiert und dass im Gegensatz zu der
obigen Aussage eine stationäre Komponente des elektrischen Feldes senkrecht
zur Achse des Leiters vorhanden ist.

In dem Buch von Jackson findet sich die folgende Aussage:8

Als Idealisierung eines konstanten Stromes in einem Leiter wird ein
System von N identischen Ladungen q betrachtet, die sich mit kon-
stanter Driftgeschwindigkeit (speed) v (aber möglicherweise einer
Beschleunigung unterliegend) auf einem beliebig geschlossenen Pfad
bewegen. Aufeinander folgende Ladungen sind durch einen kleinen
Abstand △ getrennt. Ausgehend von dem Liénard-Wiechert Feld für
jedes Teilchen und ohne Annahmen bezüglich der Geschwindigkeit
v im Vergleich zur Lichtgeschwindigkeit zeigt sich beim Übergang
von N → ∞, q → 0, und △ → 0, aber mit Nq = konstant und
q/△ = konstant, dass von dem System keine Strahlung emittiert
wird und dass die elektrischen und magnetischen Felder die üblichen
stationären Werte annehmen. (Zu beachten ist, dass in realen Strom-
kreisen die stationären positiven Ionen ein elektrisches Feld erzeugen,
dass das der beweglichen Ladungen aufhebt.)

In dieser Aussage bezieht sich Jackson auf das elektrische Feld zweiter Ord-
nung und auf das Fehlen einer Strahlung durch alle Elekronen, obwohl die Elek-
tronen beschleunigt werden. Dennoch wird ein unkritischer Leser aus dieser

6[RMC93, Seiten 168-169].
7[Rus68].
8[Jac62, Aufgabe 14.12, Seite 503] und [Jac75, Aufgabe 14.13, Seite 697].
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Aussage, besonders wegen des Klammersatzes zu dem Schluß gelangen, dass
Clausius Recht hat.

Es wird jedoch gezeigt werden, dass insgesamt ein von Null verschiedenes
Feld außerhalb eines gleichstromführenden Widerstandsdrahtes existiert. Trotz
der Wortwahl in dieser Übung muß betont werden, dass Jackson einer der weni-
gen modernen Autoren ist, der weiß (wie aus seinem wichtigem Werk von 1996
zu entnehmen ist), 9 dass ein elektrisches Feld außerhalb eines stromführenden
Leiters existiert. In der dritten Auflage dieses Buches wurde der Klammersatz
wie folgt geändert:10

(Es ist zu beachten, dass in einem realen Stromkreis die stationären
positiven Ionen des Leiters die gesamte Menge der driftenden freien
Ladungen neutralisieren.)

Aus dieser Formulierung geht nicht mehr explizit hervor, ob ein äußeres Feld
existiert oder nicht. Aber sogar die Aussage über eine Ladungsneutralität inner-
halb eines gleichstromführenden Leiters ist diskussionswürdig - siehe Abschnitt
6.4.

Edwards erklärt im ersten Paragraphen seines 1974 erschienenen Beitrags
über die Messung eines elektrischen Feldes zweiter Ordnung:11

Seit mehr als einem Jahrhundert gilt im Elektromagnetismus nahe-
zu axiomatisch, dass das von einem Strom in einem ruhenden ge-
schlossenen Stromkreis erzeugte elektrische Feld, exakt gleich Null
ist. Sicherlich gilt, dass das vom Strom I abhängige Feld erster Ord-
nung experimentell und theoretisch gleich Null ist, aber verschiedene
frühere elektromagnetische Theorien, einschließlich der von Weber,
Riemann und Ritz, sagen einen Effekt zweiter Ordnung in Abhängig-
keit von I2 oder v2/c2 voraus mit v gleich der Driftgeschwindigkeit
der Ladungsträger.

Es wird im folgenden gezeigt werden, dass ein elektrisches Feld im Außen-
raum eines gleichstromführenden Widerstandsdrahtes existiert. Dieses elektri-
sche Feld ist proportional zur Spannung der Batterie oder zur Potentialdifferenz,
die längs des Leiters auftritt.

Edwards, Kenyon und Lemon veröffentlichten folgendes zu Größen erster
Ordnung wie z.B. zu Kräften proportional zur Stärke des Stromes durch einen
Widerstandsdraht oder zu Kräften proportional zu vd/c mit vd als Driftge-
schwindigkeit der beweglichen Ladungsträger innerhalb des Leiters und c als
Lichtgeschwindigkeit:12

Es ist seit langem bekannt, dass die Kraft erster und zweiter Ord-
nung auf einen geladen Körper in der Nähe eines ladungsneutralen
stromführenden ruhenden Leiters die Stärke Null aufweisen.

9[Jac96].
10[Jac99, Aufgabe 14.24, Seiten 705-706].
11[Edw74].
12[EKL76].
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Die im folgenden vorgestellten Experimente und die zugehörigen Berechnun-
gen zeigen, dass ein normaler gleichstromführender Widerstandsdraht nicht an
allen Punkten elektrisch neutral sein kann. Darüber hinaus wird dieser Leiter
eine Kraft erster Ordnung auf einen in der Nähe befindlichen geladenen Körper
ausüben. Diese Kraft ist proportional zur angelegten Spannung und wirkt auf
jeden geladenen Körper, der in die Nähe des Leiters gebracht wird. Diese Kraft
wird schließlich jeden neutralen Körper in der Nähe des Leiters polarisieren.

Eine gleichbedeutende Aussage findet sich in dem Buch von Griffiths:13

Innerhalb eines Materials von homogener Leitfähigkeit gilt ∇ · E =
(∇·J)/σ = 0 für konstante Ströme (Gleichung∇·J = 0), und deshalb
ist die Ladungsdichte gleich Null. Irgendwelche nicht ausgeglichene
Ladung befindet sich auf der Oberfläche.

Dagegen wird sich zeigen, dass eine nicht neutralisierte Ladung im Innern
eines gleichstromführenden Widerstandsdrahtes existiert.

Weiterhin in gleicher Weise (Betonung durch die Autoren):14

Zwei Drähte hängen von der Decke herab, einige Inch von einander
entfernt. Wenn ich den Strom einschalte, so dass er den einen Draht
hinauf und den anderen hinunter fließt, so springen die Drähte zur
Seite, sie stoßen sich ganz einfach gegenseitig ab. Wie erklären Sie
sich das? Nun, Sie könnten annehmen, dass die Batterie (oder wo-
durch auch immer der Strom angetrieben wird) den Draht auflädt,
so dass natürlicherweise die beiden Abschnitte sich abstoßen. Aber
diese “Erklärung” ist inkorrekt. Ich könnte eine Testladung in
die Nähe der Drähte bringen und es würde keine Kraft auf-
treten, wodurch angezeigt wird, dass die Drähte in der Tat
neutral sind. (Es ist richtig, dass Elektronen den Leiter hin-
ab fließen, - das ist es, was den Strom darstellt - aber es gibt
immer genau so viele positive wie negative Ladungen auf je-
dem vorgegebenen Leiterabschnitt). Zusätzlich könnte ich mei-
ne Demonstration so gestalten, dass der Strom in beiden Drähten
aufwärts fließt und in diesem Fall ergäbe sich, dass die Drähte sich
anziehen.

Im Folgenden wird gezeigt, dass die Aussage in Fettdruck falsch ist.
Trotz dieser Aussagen muß erwähnt werden, dass Griffiths sich bewußt ist,

dass Oberflächenladungen auf stromführenden Leitern existieren sowie die damit
einhergehenden elektrischen Feldern im Außenraum.15

Eine ähnliche Aussage machen Coombes und Laue:16

Für einen konstanten Strom in einem homogenen Leiter ist die La-
dungsdichte ρ im Innern des Leiters gleich Null.

13[Gri89, Seite 273].
14[Gri89, Seite 196].
15[Gri89, Seiten 279 und 336-337].
16[CL81].
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Derweil schreiben Lorrain, Corson und Lorrain:17

Ein Draht, der in einem Referenzsystem S ruht, führe einen Strom
der Dichte J . Die resultierende Raumladungsdichte in S ist gleich
Null: ρ = ρp + ρn = 0.

Hier beziehen sich ρp und ρn auf die positive beziehungsweise negative Raum-
ladungsdichte.

Obwohl Seely die Existenz einer Verteilung von Ladungen längs der Ober-
fläche eines gleichstromführenden Leiters mit dem damit zusammenhängenden
elektrischen Feld im Außenraum anerkennt, glaubt er dennoch, dass die La-
dungsdichte im Innern gleich null ist:18

Beachte, dass die resultierende Ladung in jedem Volumenelement in-
nerhalb des Leiters gleich Null sein muß sowohl im statischen Fall als
auch im Fall einen Elektronenflusses. Das heißt, dass die resultieren-
de Ladung pro Volumeneinheit bezogen auf die Elektronen und Ionen
des Metallgitters ausgeglichen ist. Anderenfalls würde eine instabi-
le Komponente des elektrischen Feldes entstehen. Deshalb befinden
sich alle resultierenden Ladungen bei einem Leiter auf der Oberfläche
des leitenden Materials. Die Funktion eines Generators besteht dar-
in, Elektronen an einem Ende des Leiters anzuhäufen und von dem
anderen Ende zu entfernen. Das interne Feld wird somit durch einen
Dichtegradienten der Oberflächenladungen erzeugt.

In gleicher Weise wie Seely war sich auch Popovic über die Existenz von
Oberflächenladungen und elektrischen Felder bei gleichstromführenden Leitern
im Klaren und er liefert sogar eine qualitative Darstellung dieser Größen.19

Aber im nächsten Abschnitt “beweist” er, dass die Raumladungsdichte freier
Ladungen an allen internen Punkten eines homogenen Leiters gleich Null ist:20

ρ = 0 (an allen Punkten eines homogenen Leiters). Dies ist eine
sehr wichtige Schlußfolgerung. Ansammlungen elektrischer Ladun-
gen, die ein elektrisches Feld zum Antreiben eines konstanten Stro-
mes in einem homogenen Leiter können nicht innerhalb des Leiters
existieren. Ladungen können sich nur an der Grenzfläche zwischen
zwei verschiedenen Leitern oder zwischen einem Leiter und einem
Isolator befinden.

Der Fehler in all diesen Aussagen besteht darin, dass die Autoren die Exis-
tenz eines azimutalen, durch den axialen Stromfluß erzeugten magnetischen Fel-
des innerhalb eines gleichstromführenden Leiters übersehen. Durch dieses Ma-
gnetfeld ergibt sich eine Kraft, die auf die Leitungselektronen wirkt und zu einer

17[LCL88, Seite 287].
18[See58, Seite 149].
19[Pop71, Seiten 201-202].
20[Pop71, Seite 206].
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Akkumulation von negativen Ladungen längs der Achse des Leiters führt und
zwar solange, bis ein elektrisches Feld senkrecht zur Leiterachse ausgebildet ist.
Dieses Feld übt auf die beweglichen Elektronen eine elektrische Kraft aus, die
die magnetische Kraftwirkung ausgleicht. Daraus folgt, dass ein gleichstrom-
führender Leiter in seinem Innern eine negative Raumladung aufweist, wie im
folgenden im Abschnitt 6.4 ausführlich diskutiert wird.

Trotz dieses Mankos sei festgehalten, dass Popovics wichtiges Werk eines
der wenigen Lehrbücher darstellt, in dem auf das externe elektrische Feld eines
gleichstromführenden Leiters verwiesen wird und in dem sogar eine qualitative
Darstellung dieses Feldes für einen einfachen Stromkreis zu finden ist.

Einer der Autoren (AKTA) hat in früheren Publikationen ebenfalls vermu-
tet, dass ein gleichstromführender Leiter im wesentlichen an allen Punkten neu-
tral sei. Zu dem Thema von positiven qi+ und negativen qi− Ladungen eines
Stromelements i, heißt es:21

In diesen Ausdrücken nehmen wir an dass qi− = −qi+ gilt, da wir
nur neutrale Stromelemente betrachten.

Die gleiche Vermutung findet sich ein Jahr später:22

Wir nehmen an, dass die Stromverteilung keine Überschussladung
aufweist q2− = −q2+.

Im Jahr 1994 heißt es:23

Um diese Summenbildung durchzuführen nehmen wir an, dass die
Stromelemente elektrisch neutral sind, d.h. dqj− = −dqj+, dqi− =
−dqi+. Dies galt für die Situation in Ampères Experiment (neutrale
Ströme in metallischen Leitern), und gilt in den meisten praktischen
Situationen (Ströme in Leitern, in gasförmigem Plasma, in leitenden
Flüssigkeitslösungen usw.)

In gleicher Weise heißt es im Abschnitt mit dem Titel “Elektrisches Feld auf
Grund eines stationären und insgesamt neutralen Gleichstroms:”24

In diesem Draht finden wir einen Gleichstrom vor, der zeitlich kon-
stant und elektrisch neutral ist.

Im vorliegenden Buch wird gezeigt, dass diese Aussagen für gleichstrom-
führende ohmsche Leiter nicht gültig sind. Bei der Abfassung der obigen Aussa-
gen war dem Autor weder die Existenz eines externen Feldes proportional zur
angelegten Spannung - das zentrale Thema dieses Buches - völlig klar, noch
der Zusammenhang mit Oberflächenladungen. Vielmehr nahm er im Einklang

21[Ass90].
22[Ass91].
23[Ass94, Seite 85].
24[Ass94, Seite 161].
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mit anderen Lehrbuchautoren an, dass ein gleichstromführender ohmscher Lei-
ter an allen Punkten im wesentlichen elektrisch neutral sei und beschränkte
sein Interesse auf die Existenz eines elektrisches Feldes zweiter Ordnung, das
auch in diesem Buch behandelt wird. Durch das Studium der zwischen 1849
und 1857 veröffentlichten Arbeiten von Kirchhoff,25 die um das Jahr 1992 her-
um begannen, wuchs die Einsicht in die Existenz von Oberflächenladungen und
einem dadurch bedingten äußeren elektrischen Feld proportional zur angelegten
Spannung. Am Anfang mußten die von Kirchhoff durchgeführten Ableitungen
der Telegraphengleichungen auf der Basis des Weberschen Kraftgesetzes ver-
standen, wiederholt und erweitert werden. Diese Arbeit wurde 1996 erfolgreich
abgeschlossen und im Jahre 2000 und 2005 veröffentlicht.26 Parallel dazu wurde
während mehrerer Jahre versucht, eine Lösung für das Potential außerhalb ei-
nes gleichstromführenden ohmschen Leiters zu finden. Diese Lösung wurde 1996
gefunden und wird hier im Kapitel 6 vorgestellt. In den gleichen Jahren wurde
das Buch und die Arbeiten von Jefimenko entdeckt, die Veröffentlichung seiner
Experimente sowie die zahlreichen, schon aufgeführten Papiere anderer Auto-
ren. Die folgenden Kapitel zeigen, wieviel von den wichtigen neueren Arbeiten
gelernt wurde, die sich mit Oberflächenladungen beschäftigt haben sowie mit
verwandten Themen bezogen auf spezifische Anordnungen. Die Zitate zu diesen
Arbeiten finden sich in den entsprechenden Abschnitten. Die ersten eigenen Ar-
beiten zu diesem Thema wurden im Jahr 1999 veröffentlicht.27 Seit dieser Zeit
sind weitere Arbeiten erschienen, in denen verschiedene räumliche Anordnungen
behandelt werden. Erst während eines Forschungsaufenthaltes in Deutschland
2001-2002 ergab sich eine Begegnung mit der Arbeit von Weber aus dem Jahr
1852,28 in der die entsprechenden Themen behandelt werden (siehe Danksagun-
gen). In der Zeit von 2004 bis 2006 ergab sich die Gelegenheit, Webers Arbeiten
ausführlich kennenzulernen. Eine Diskussion dieser Arbeit findet sich im ersten
Anhang dieses Buches.

Durch die Veröffentlichung dieses Buches ist zu hoffen, dass nicht noch andere
diesen mühsamen Weg der Entdeckung gehen müssen. Im Literaturverzeichnis
am Ende dieses Buches findet sich eine Sammlung vieler wichtiger Papiere von
Autoren aus jüngster Zeit, die hoffentlich dazu dienen, dass weitere Arbeiten in
einer effizienteren Weise zu neuen Resultaten führen.

1.3 Magnetismus als relativistischer Effekt

Ein zweiter Grund, der zu dem Schluß verleitet, dass ein normaler stromführen-
der Widerstandsdraht kein elektrisches Feld erzeugt, ist in der Annahme zu su-
chen, dass der Magnetismus ein relativistischer Effekt sei. Eine typische Aussage
zu dieser Position findet sich in Feynman’s Lectures on Physics, insbesondere
im Abschnitt 13-6 (Die Relativität von elektrischen und magnetischen Feldern

25[Kir49], [Kir57a] und [Kir57b].
26[Ass00] und [AH05].
27[ARM99].
28[Web52].
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(Hervorhebung durch die Autoren):29

Wir kommen zurück zu unserer atomaren Beschreibung eines strom-
führenden Drahtes. In einem normalen Leiter, wie Kupfer, wird
der elektrische Strom hervorgerufen durch die Bewegung einiger der
negativen Elektronen — genannt Leitungselektronen —, während
die positiven Kernladungen und die restlichen Elektronen in dem
Material des Leiters fixiert sind. Die Dichte der Leitungselektronen
sei ρ− und ihre Geschwindigkeit in S sei v. Die Dichte der ruhenden
Ladungen in S ist ρ+, die gleich groß sein muß wie die negative
Ladung ρ−, denn wir betrachten einen ungeladenen Draht. Deshalb
existiert kein elektrisches Feld im Außenraum des Leiters,
und die Kraft auf das bewegte Teilchen beschränkt sich auf F =
qvo ×B.

Die Aussage, dass außerhalb eines gleichstromführenden Widerstandsdrahtes
kein elektrisches Feld existiert, ist sicherlich unzutreffend. Ein Hauptziel dieses
Buches besteht darin, dieses elektrische Feld zu berechnen und diese theore-
tischen Berechnungen mit den Experimenten zu vergleichen, die im folgenden
vorgestellt werden.

In Purcells Electricity und Magnetism findet sich die gleiche Idee.30 Im Ka-
pitel 5.9 dieses Buches, in dem Magnetismus als ein relativistisches Phänomen
behandelt wird, wird ein stromführender Leiter in der Form zweier Reihen von
positiven bzw. negativen Ladungen modelliert, die sich relativ zueinander be-
wegen. Bei der Betrachtung zweier im Laborsystem ruhender stromführender
Leiter heißt es (Seite 178):

In einem Metall sind jedoch nur die positiven Ladungen in dem Kris-
tallgitter fixiert. Zwei derartige Drähte, in denen der Strom in entge-
gengesetzter Richtung fließt, sind vom Laborsystem aus betrachte in
Abbildung 5.23a dargestellt. Da die Drähte neutral sind, wirkt kei-
ne elektrische Kraft vom entgegengesetzten Leiter auf die positiven
Ionen, die im Laborsystem ruhen.

Dies bedeutet, dass Purcell glaubt, ein stromführender Leiter würde kein
äußeres elektrisches Feld erzeugen. Aus diesem Grund kommt er zu dem Schluß,
dass dieser Leiter keine Kraftwirkung auf eine relativ zum Leiter ruhende Test-
ladung ausüben wird. Dies ist ganz einfach falsch. Ein normaler metallischer
Widerstandsdraht, durch den ein stationärer Strom fließt, kann nicht an allen
seinen Punkten neutral sein. Er muß eine Verteilung von Oberflächenladungen
aufweisen, wodurch das elektrische Feld erzeugt wird, dass den Strom im In-
nern antreibt und wodurch insgesamt eine Kraft auf die ruhenden Ladungen im
anderen Leiter ausgeübt wird.

In anderen Lehrbüchern zum Thema Relivitätstheorie finden sich ähnliche
Aussagen in Verbindung mit Aussagen zu Lorentz Transformationen zwischen

29[FLS64, Seite 13-7].
30[Pur65].
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elektrischen und magnetischen Feldern, zum Magnetismus als relativistischer Ef-
fekt, zur elektrischen Neutralität eines stromführenden Leiters usw. Aus diesem
Grund werden sie im folgenden nicht mehr zitiert. Die Beispiele von Feynman,
Leighton, Sands und Purcell genügen, um das mit diesem Standpunkt verbun-
dene Problem aufzuzeigen.

Es erscheint wichtig, darauf hinzuweisen, dass Jackson und Jefimenko gezeigt
haben,31 dass es nicht möglich ist, magnetische Felder allein auf der Grundlage
des Coulombschen Gesetzes zusammen mit der Kinematik der speziellen Relati-
vitätstheorie abzuleiten, sondern dass zusätzliche Annahmen erforderlich sind.

1.4 Webers Electrodynamik

Der dritte Grund für diese weitverbreitete Annahme hängt mit der Elektrodyna-
mik zusammen, die von Wilhelm Eduard Weber (1804-1891) entwickelt wurde,
insbesondere mit seinem Kraftgesetz von 1846.

Das gesamte Werk von Weber wurde in 6 Bänden zwischen 1892 und 1894
veröffentlicht.32

Die fundiertesten Biographien über Weber sind die von Wiederkehr.33

Einige andere wichtige Biographien und/oder Diskussionen seiner Arbeiten
finden sich in einigen wichtigen Publikationen und in den Literaturzitaten dieser
Arbeit.34

Moderne Anwendungen, Diskussionen und Entwicklungen des Weberschen
Gesetzes, angewendet auf Elektrodynamik und Gravitation, finden sich in ver-
schiedenen, neueren Veröffentlichungen.35 Verschiedene weitere Arbeiten und
Autoren werden in diesen Büchern und Papieren zitiert.

Das Webersche Kraftgesetz stellt eine Verallgemeinerung des Coulombschen
Gesetzes dar, indem Terme mit der relativen Geschwindigkeit und relativen Be-
schleunigung der wechselwirkenden Partner hinzugefügt werden. Ladungen q1
und q2 am Ort ~r1 beziehungsweise ~r2 bewegen sich mit den Geschwindigkeiten
~v1 beziehungsweise ~v2 und den Beschleunigungen ~a1 beziehungsweise ~a2, be-
zogen auf ein bestimmtes Bezugssystem O. Im Einklang mit dem Weberschen
Gesetz von 1846 gilt für die Kraft ~F21, die von q2 auf q1 ausgeübt wird (in
internationalen Maßeinheiten und vektorieller Schreibweise):

~F21 =
q1q2
4πε0

r̂12
r212

(

1− ṙ212
2c2

+
r12r̈12
c2

)

= −~F12 . (1.1)

31[Jac75, Sektion 12.2, Seiten 578-581] und [Jef96].
32[Web92b], [Web92a], [Web93], [Web94], [WW93] und [WW94].
33[Wie60], [Wie67] und [Wie97].
34[O’R65, Kir57, Ros57, Woo68, WK68, Whi73, Ros81, Woo81, Rei77, Wis81, Har82, JM86,

Ath89, Arc89, Wie93c, Wie93b, Wie93a, Wie94, Hec97, Dar00].
35[Ass94, Wes90a, Phi90a, Phi90b, Wes90b, Wes90c, Wes91, CA91, Ass92, Phi92, AC92,

Rag92, GV92, AC93, Gal93, Ass95, GM95, Ten96, Hec96b, D’A96, Hec96a, Phi96, KF96,
BC97, FK97, Ass98, BA98, GV98, Ass99c, Mik99, Ass99b, Glu99, GV99, AT00, AGV00,
D’A00, GV01, BA01, Mik01, GVM01, Rap01, Wes02, ARW02, AGV02, GVMA02, AGV03,
Mik03, AW03, Fuk03, JP04, Wie04, Bar04, ARW04, GV04, GVAB05, WM06, Phi06].
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Die Größe ε0 = 8.85×10−12 C2N−1m−2 wird als Permittivität des freien Raum-
es bezeichnet, r12 ≡ |~r1 − ~r2| kennzeichnet die Entfernung zwischen den La-
dungen, r̂12 ≡ (~r1 − ~r2)/r12 ist der Einheitsvektor, der von q2 auf q1 zeigt,
ṙ12 ≡ dr12/dt = r̂12 · (~v1 − ~v2) kennzeichnet die relative radiale Geschwindgkeit
zwischen den Ladungen, r̈12 ≡ dṙ12/dt = d2r12/dt

2 = [(~v1 − ~v2) · (~v1 − ~v2) −
(r̂12 · (~v1 − ~v2))

2 + (~r1 − ~r2) · (~a1 − ~a2)]/r12 ist die relative radiale Beschleuni-
gung zwischen den Ladungen und c = 3 × 108 m/s entspricht dem Verhältnis
zwischen der elektromagnetischen und elektrostatischen Ladungseinheit. Diese
Konstante wurde von Weber 1846 eingeführt und ihr Wert wurde von Weber und
Kohlrausch 1854-55 erstmalig experimentell bestimmt.36 In den oben zitierten
Arbeiten finden sich ausführliche Diskussionen bezüglich dieses grundlegenden
Experiments und seiner Bedeutung.

Als bedeutsam muß hier hervorgehoben werden, dass die zentrale Aussage
dieses Buches aus dem Weberschen Gesetz abgeleitet werden kann. In der Tat
liegt das Hauptaugenmerk auf der Wechselwirkung zwischen einem gleichstrom-
führenden Widerstandsdraht und einem relativ zum Draht ruhenden Ladungs-
träger. Um diese zu bestimmen, wird im wesentlichen die Coulombkraft zwi-
schen Punktladungen oder, analog, werden die Gesetze von Gauß und Poisson
angewendet. Diese drei Gesetzte (von Coulomb, Gauß und Poisson) sind Spe-
zialfälle des Weberschen Gesetzes, solange keine Geschwindigkeit zwischen den
wechselwirkenden Ladungen vorhanden ist (oder solange die kleine Komponen-
te des Weberschen Gesetzes zweiter Ordnung, proportional zum Quadrat der
Driftgeschwindigkeit der Ladungen, vernachlässigt werden kann im Vergleich
zur Coulombkomponente der Weberschen Kraft).

Mit Hilfe dieses Kraftgesetzes gelang es Weber, aus einer einzigen Formel
heraus die Gesamtheit der Elektrostatik, Magnetostatik, die Ampèresche Kraft
zwischen Stromelementen und das Faradaysche Induktionsgesetz abzuleiten.

Als Weber im Jahr 1846 sein fundamentales Kraftgesetz präsentierte, folgte
er der sogenannten Fechner Hypothese,37 die besagt, dass sich der elektrische
Strom in normalen ohmschen Leitern aus der gleichen Anzahl von positiven und
negativen Ladungen zusammensetzt, die sich relativ zum Leiter mit gleicher aber
entgegengesetzt orientierter Geschwindigkeit bewegen. Dieses Modell des elektri-
schen Stromes war von Fechner 1845 vorgestellt worden. Ähnliche Vorstellungen
wie die Fechtners über einen doppelten Strom von positiven und negative La-
dungen waren schon früher von Oersted38 und von Ampère39 vorgestellt worden.
Zu der damaligen Zeit wußte niemand etwas über Elektronen, es gab keine Vor-
stellung über die Größe der Driftgeschwindigkeiten der beweglichen Ladungen
in stromführenden Leitern, usw. Später wurde entdeckt, dass sich nur die nega-
tiven Elektronen in stromführenden, metallischen Leitern bewegen, während die
positiven Ionen relativ zum Gitter ruhen. Erstaunlicher Weise behandelte Weber
jedoch in seiner Veröffentlichung von 1846 die Möglichkeit einer Verallgemeine-
rung der Fechnerschen Hypothese mit unterschiedlichen Driftgeschwindigkeiten

36[WK68, Web55, WK56, KW57].
37[Web46, Werke, Seiten 135 und 145].
38[Oer20] und [Oer65].
39[Amp20] und [Amp65].
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von positiven und negativen Ladungen. Insbesonders könnten Teilchen mit einer
größeren trägen Masse in einem stromführenden Leiter langsamer fließen als die
Teilchen mit einer kleineren trägen Masse. In einer Veröffentlichung von 1852,
die im Anhang dieses Buches analysiert wird, erörtert Weber sogar den Fall,
dass die positiven Ladungen festgehalten werden, während sich ausschließlich
die negativen Ladungen relativ zum Leiter bewegen und war damit seiner Zeit
weit voraus.

Zwei Hauptkritikpunkte wurden gegenüber der Weberschen Elektrodyna-
mik vorgebracht, nachdem man entdeckt hatte, dass die Fechnersche Hypo-
these falsch war. Der erste Kritikpunkt bezieht sich auf die Ampèresche Kraft
zwischen Stromelementen, der zweite auf die Wechselwirkung zwischen einem
stromführenden Leiter und einer relativ zum Leiter ruhenden Punktladung. Im
folgenden werden diese Kritikpunkte im einzelnen diskutiert.

Die Ampèresche Kraft d2 ~F21, die von dem Stromelement I2d~ℓ2 auf das Stro-
melement I1d~ℓ1 (am Ort ~r2 und ~r1 bezogen auf ein Bezugssysem O) ausgeübt
wird, ergibt sich (in internationalen Systemeinheiten und in vektorieller Schreib-
weise) als:

d2 ~F21 = −µ0

4π

r̂12
r212

[

2(d~ℓ1 · d~ℓ2)− 3(r̂12 · d~ℓ1)(r̂12 · d~ℓ2)
]

= −d2 ~F12 . (1.2)

Mehrere neuere Veröffentlichungen beschäftigen sich mit Ampères Werk und
seinem Kraftgesetz.40 Zitate zu weiteren Papieren finden sich in diesen Arbeiten.

Weber kannte das Ampèresche Kraftgesetz und leitete es aus seinem Kraft-
gesetz ab, wobei er die Fechnersche Hypothese voraussetzte. Nun glaubten je-
doch viele Leute fälschlicherweise, dass ohne die Fechnersche Hypothese es nicht
möglich sei, die Ampèresche Kraft aus dem Weberschen Kraftgesetz herzulei-
ten. Aus diesem Grund kritisierten sie das Webersche Gesetz als experimentell
widerlegt. Jedoch ist kürzlich gezeigt worden, dass es auch ohne die Fechnersche
Hypothese möglich ist, die Ampèresche Kraft aus dem Weberschen Kraftgesetz
herzuleiten.41 Das heißt, dass es auch unter der Annahme fester Ionen im Gitter
und ausschließlich beweglicher Elektronen im stromführenden Leiter möglich ist,
ausgehend von der Weberschen Kraft zwischen Punktladungen die Ampèresche
Kraft zwischen Stromelementen abzuleiten. Dies widerlegt den ersten der zwei
hier aufgeführten Kritikpunkte des Weberschen Kraftgesetzes.

Der zweite Kritikpunkt bezüglich des Weberschen Kraftgesetzes steht im Zu-
sammenhang mit dem Hauptthema dieses Buches, der Wechselwirkung zwischen
einer stationären Ladung und einem gleichstromführenden ohmschen Leiter. Un-
ter der Voraussetzung der Fechnerschen Hypothese und der Annahme eines im
Innern und längs der Oberfläche neutralen Leiters folgt, dass zwischen einem
stromführenden Leiter und einer externen relativ zum Leiter ruhenden Ladung
keine Wechselwirkung auftritt (abgesehen von einer Wechselwirkung auf Grund

40[BA98, BA01, Blo82, Wil83, Gra85, Hof87a, Hof87b, Hof88, Wil89, Blo89, GG93, Gra94,
Hof96, GG96, PG98, Luh00, GPR01].

41[Wes90a, Ass90, Ass94, Ass95, BA98, BA01].
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elektrostischer Induktion). Die war der allgemein anerkannte Kenntnisstand seit
der Zeit von Weber. Später erhoben sich Zweifel an der Gültigkeit der Fech-
nerschen Hypothese. Unter Verwendung des Halleffekts in den 1880er Jahren
und der Entdeckung des Elektrons im Jahr 1897 wurde die Größenordnung der
Driftgeschwindigkeit der driftenden Ladungen innerhalb von Metallen sowie das
Vorzeichen der beweglichen Ladungen bestimmt.42 Daraus folgte die Erkenntnis,
dass die Fechnersche Hypothese falsch war und dass sich nur negative Ladungen
in normalen ohmschen metallischen Leitern bewegen, wenn durch sie ein Gleich-
strom fließt. Unter der Annahme (a) dass sich nur eine Art von Ladungsträgern
(positive oder negative) in einem stromführenden Leiter bewegen, dass (b) das
Webersche Kraftgesetz gilt und dass (c) der Leiter in seinem Innern und längs
seiner Oberfläche neutral ist, kam man zu dem Schluß, dass es insgesamt eine
Wechselwirkung geben müßte zwischen dem stromführenden Leiter und einer in
der Nähe befindlichen Ladung. Diese Kraft ist proportional zu v2d/c

2, wobei vd
die Driftgeschwindigkeit der driftenden Ladungsträger ist und c = 3× 108 m/s.
Basierend auf der falschen Annahme, dass ein stromführender, ohmscher Leiter
keine Kraft auf eine in der Nähe befindliche ruhende Ladung ausübt, und auch
ohne Kenntnis der viel größeren Kraft zwischen Leiter und Ladung, die sich
proportional zur Spannung der angeschlossenen Batterie verhält, bezeichneten
viele Autoren das Webersche Gesetz als experimentel widerlegt.

Diese Einstellung läßt sich mindestens bis zu Maxwells Treatise on Electricity
und Magnetism (1873) zurückverfolgen. Maxwell betrachtete die Kraft zwischen
einem gleichstromführenden Leiter und einem zweiten stromlosen Leiter, beide
ruhend in Bezug auf das Labor. Dann schrieb er (die Worte in Klammern von
den Autoren):43

Nun wissen wir, dass wir durch das Aufladen des zweiten Drahtes e′+
e′1 [resultierende Ladung auf dem stromlosen Draht] entweder positiv
oder negativ machen können. Ein derart aufgeladener Draht würde
auch ohne Stromfluß gemäß der Gleichung [basierend auf Webers
Elektrodynamik] auf den ersten Draht einwirken, in dem v2e+ v21e1
[Summe der positiven und negativen Ladungen des stromführenden
Drahtes durch das Quadrat ihrer Driftgeschwindigkeiten] einen von
Null verschiedenen Wert aufweist. Eine solche Wirkung ist niemals
beobachtet worden.

Genau wie aus dem schon früher erwähnten Kommentar von Clausius deut-
lich wurde, hat auch Maxwell kein Experiment zitiert, dass zum Ziel hatte, diese
Kraft zu entdecken und zu einem negativen Ergebnis gekommen war. Er be-
rechnete auch nicht die Größenordnung dieses Effektes. Eine solche Berechnung
hätte ergeben, ob es machbar war, diesen Effekt im Laborexperiment nachzu-
weisen. Es scheint so, dass sich Maxwell über die Tatsache, dass Ladungen auf
der Oberfläche stromführenden Leiter verteilt sind, nicht im Klaren war, eine

42[Whi73, Seiten 289-290] und [O’R65, Kapitel XI: Weber-Ritz, Sektion 2: The electronic
theory of conduction, Seiten 512-518].

43[Max54, Band 2, Artikel 848, Seite 482].
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Tatsache, die Weber schon 20 Jahre vorher ausführlich diskutiert hatte. Diese
Arbeit von Weber wird im ersten Anhang dieses Buches vorgestellt.

Die Arbeit von Clausius aus dem Jahr 1877, Ueber die Ableitung eines neu-
en elektrodynamischen Grundgesetzes, zielte gegen die Webersche Elektrodyna-
mik.44 Clausius nimmt an, dass es nur einen beweglichen Ladungstyp in einem
geschlossenen stromführenden Leiter gibt. Er integriert die Webersche Kraft,
die von diesem Leiter aus auf eine externe stationäre Ladung ausgeübt wird
und zeigt, dass sie von Null verschieden ist (bei der Integration berücksichtigt
er nicht, dass die Oberflächenladungen das elektrische Feld innerhalb des ohm-
schen stromführenden Leiters erzeugen). Dann schreibt er:45

Der galvanische Strom müsste also, ähnlich wie ein mit einem Ueber-
schuss von positiver oder negativer Elektricität geladener Körper, in
jedem in seiner Nähe befindlichen leitenden Körper eine veränderte
Vertheilung der Elektricität hervorrufen.46 Auch für einen Magneten
würde man, wenn man den Magnetismus durch moleculare elektri-
sche Ströme erklärt, ähnliche Wirkungen auf die ihn umgebenden
leitenden Körper erhalten.

Solche Wirkungen sind aber, trotz der vielen Gelegenheit, die man
dazu gehabt haben würde, nie beobachtet worden, und man wird
daher den obigen Satz, welcher ausdrückt, dass sie nicht stattfin-
den, gewiss allgemein als feststehenden Erfahrungssatz anerkennen,
woraus dann, da das in der Gleichung

(4.) X = −4h′

c2

(

ds′

dt

)2
d

dx

∫
(

d
√
r

ds′

)2

ds′ .

ausgedrückte Resultat diesem Satze widerspricht, der Schluss folgt,
dass das Webersche Grundgesetz mit der Ansicht, dass bei einem
in einem festen Leiter stattfindenden galvanischen Strome nur die
positive Elektricität sich bewegt, unvereinbar ist.

Es scheint so, dass Clausius ebenfall keine Kenntnis von Mawells früherer
Analyse besaß. Im 6. Abschnitt seines Papiers betont er noch einmal seine fun-
damentale These, in dem er schreibt:47

Um zunächst die in X2 vorkommenden Functionen theilweise zu be-
stimmen, möge von dem Satze Gebrauch gemacht werden, welcher
schon in den §§. 2 und 3 angewandt wurde, nämlich dass ein in
einem ruhenden Leiter stattfindender geschlossener und constanter

44[Cla77].
45[Cla77, Seite 89].
46Derselbe Schluss ist auch schon i. J. 1873 von Herrn Riecke gezogen (Gött. Nachr. 5.

Juli 1873), was mir, als ich dieses schrieb, unbekannt war, worauf ich aber noch während des
Druckes durch den eben erchienenen neusten Aufsatz von Herrn Riecke (Gött. Nachr. 28. Juni
1876), in welchem jener ältere citirt ist, aufmerksam gemacht bin.

47[Cla77, Seite 100].
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galvanischer Strom auf ruhende Elektricität keine bewegende Kraft
ausübt.

Die ersten beiden Paragraphen des siebten Kapitels seiner Arbeit sind eben-
falls von Bedeutung:48

Bei der Behandlung der Grösse X1 können wir einen dem vorigen
ähnlichen Erfahrungssatz anwenden, nämlich den folgenden: eine ru-
hende Elektricitätsmenge übt auf einen in einem ruhenden Leiter
stattfinden geschlossenen und constanten galvanischen Strom keine
Kraft aus.

Dieser Satz bedarf noch einer Erläuterung. Wenn irgendwo Elektri-
cität von Einer Art, z. B. positive Elektricität angehäuft ist, so übt
diese auf jeden in ihrer Nähe befindlichen leitenden Körper die elek-
trostatische Influenzwirkung aus, und diese Wirkung muss natürlich
auch der Leiter des galvanischen Stromes erleiden. Der obige Satz
sagt nur aus, dass er ausser dieser Wirkung nicht noch eine besonde-
re, durch den Strom bedingte und daher von der Stromstärke abhän-
gige Wirkung erleide. Dabei ist noch zu bemerken, dass, wen ein ge-
schlossener galvanischer Strom eine solche Wirkung erlitte, auch ein
Magnet sie erleiden müsste. Man hat aber immer beobachtet, dass
ruhende Elektricität auf einen ruhenden Magneten nur in derselben
Weise wirkt, wir auf ein unmagnetisches Metallstück von derselben
Form und Grösse. Demnach wird man den obigen Satz wohl ohne
Bedenken als einen feststehenden Erfahrungssatz anerkennen.

Clausius zeigt hier, dass ihm die Existenz eines elektrischen Feldes im Au-
ßenraum eines stromführenden Leiters, welches sich proportional zur angelegten
Spannung verhält, völlig unbekannt ist. Dieses elektrische Feld hat seinen Ur-
sprung in Oberflächenladungen, die von der elektromotorischen Kraft der Span-
nungsquelle aufrechterhalten werden. Aus diesem Grund ist es wahrscheinlich,
dass kein solches Feld im Außenraum eines Magneten existiert. Die Schlußfol-
gerung von Clausius, dass, sofern ein elektrisches Feld außerhalb eines strom-
führenden Leiters extistiert (wir wissen heute, dass es wirklich existiert), es not-
wendigerweise auch im Außenraum eines Permanentmagneten existieren müßte,
erscheint somit ebenfalls unzutreffend zu sein.

In seinem Artikel entwickelt Clausius ein neues grundlegendes Gesetz der
Elektrodynamik, das nicht zu einer Wechselwirkung zwischen einem strom-
führenden Leiterkreis und einer dazu ruhenden Ladung führt und dies auch
nicht, wenn sich nur eine Elektrizitätsart im Leiterkreis bewegt. Seine Elektro-
dynamik führt zu folgender Vorhersage:49

Das von mir formulierte Grundgesetze führt, ohne die Annahme der
Doppelströmmung nöthig zu machen, zu dem Resultate, dass ein

48[Cla77, Seite 102].
49[Cla80, Seite 612] und [O’R65, Seite 589].
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ruhender und constanter geschlossener galvanischer Strom auf ru-
hende Electricität keine Wirkung ausübt und von ihr keine Wirkung
erleidet.

Die Arbeit von Clausius war jedoch nicht die erste, in der Webers Elek-
trodynamik kritisiert wurde, schließlich hatte Maxwell es schon vorher getan.
Dennoch erwies sich seine Arbeit als sehr einflußreich und wurde zu diesem
Punkt von vielen Autoren zitiert.

In seiner Arbeit von 1951 kritisiert Whittaker die Webersche Electrodynamik
im gleichen Sinn (Fettdruck durch die Autoren):50

Die Annahme, dass sich positive und negative Ladungen mit glei-
cher aber entgegengesetzt orientierter Geschwindigkeit relativ zum
Material des Leiters bewegen, ist eine, gegenüber der aus verschie-
denen, später noch aufzuführenden Gründen heraus, Widersrpuch
erhoben werden kann; aber sie ist ein integraler Bestandteil der We-
berschen Theorie und kann nicht von ihr losgelöst werden. Sollte in
der Tat diese Bedingung nicht erfüllt sein und Webers Kraftgesetz
sei gültig, so würde ein elektrischer Strom Kräfte auf eine ruhende,
elektrostatische Ladung ausüben (...).

Offensichtlich äußert er hier die Ansicht, dass solche Kräfte nicht existieren.
Daraus folgt nach Whittaker, dass Webers Elektrodynamk falsch sein muß, denn
wir wissen heute, dass sich nur die negativen Elektronen in metallischen Leitern
bewegen. Wird auf diese Situation Webers Elektrodynamik angewendet (in der
ein Strom in einem metallischen Leiter aus beweglichen Leitungselektronen be-
steht während die positiven Ladungen ruhen) so folgt, dass der stromführende
Leiter eine Kraft auf eine in der Nähe befindliche Ladung ausübt. Whittaker
war sich der Tatsache nicht bewußt, dass elektrische Ströme Kräfte auf ruhende
Ladungen ausüben (siehe die im folgenden vorgestellten Experimente).

Um an einem Beispiel zu zeigen, wie diese Fehlinterpretation bezügliche der
Weberschen Elektrodynamik überlebt hat, kann der einzige Abschnitt aus einem
Buch von Rohrlich (1965) herangezogen werden, in dem die Webersche Theorie
erwähnt wird:51

Die meisten der damaligen Ideen umschrieben Elektrizität als ei-
ne Art Flüssigkeit oder zumindest als ein kontinuierliches Medium.
Im Jahr 1845 stellt jedoch Gustav T. Fechner die Vermutung auf,
dass der elektrische Strom aus Teilchen mit entgegengesetzter La-
dung bestehen könnte, die sich mit gleicher Geschwindigkeit in entge-
gengesetzter Richtung in einem Leitungsdraht bewegen. Ausgehend
von dieser Idee entwickelte Wilhelm Weber (1804 - 1891) die erste
Teilchen-Elektrodynamik (1846). Sie basierte auf einem Kraftgesetz
zwischen zwei Teilchen der Ladung e1 und e2 in einem Abstand r,

50[Whi73, Seite 205].
51[Roh65, Seite 9].
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Die Kraft schien mit den Experimenten übereinzustimmen (Ampère-
sches Gesetz, Biot-Savartsches Gesetz), aber verwickelte sich in theo-
retische Schwierigkeiten und mußte schließlich verworfen werden als
sich unter anderem die Grundannahme der gleichen Geschwindigkeit
in entgegengesetzter Richtung als nicht haltbar erwies.

Weitere Beispiele dieser weitverbreiteten Auffassung: Im Jahr 1969 schrieb
Skinner in Bezug auf die Abbildung 1.2, in der ein ruhender geschlossener, strom-
führender Stromkreis und eine ruhende Ladung am Punkt P dargestellt ist:52

Gemäß dem Weberschen Kraftgesetz würde der Strom in Abbildung
2.39 [hier Abbildung 1.2] eine Kraft auf eine ruhende Ladung am
Punkt P aufbringen. (...) Und eine Ladung bei P erfährt gerade
keine Kraft.

Genau so wie Clausius und Maxwell bei ihren ursprünglichen Behauptungen
zitiert auch Skinner kein spezielles Experiment, in dem versucht wurde, diese
Kraft zu finden. Erstaunlicher Weise trägt seine Abbildung 2.39 die Unterschrift:
“Ein entscheidender Test des Weberschen Kraftgesetzes.” Für die meisten Leser
vermitteln Sätze wie diese den Eindruck, dass ein solches Experiment durch-
geführt und Webers Gesetz widerlegt wurde. Aber in Wahrheit verhält es sich
gerade umgekehrt; verschiedene Experimente, die in diesem Buch beschrieben
werden, zeigen die Existenz einer Kraft zwischen einer stationären Ladung und
einem stromführenden ohmschen Leiter.

Abbildung 1.2: Am Punkt P befindet sich eine stationäre Ladung und im ge-
schlossenen Stromkreis fließt ein konstanter Strom.

In einem Papier, in dem die Analogie zwischen Webers Elektrodynamik und
Kernkräften diskutiert wird, machen Pearson und Kilambi die gleichen kriti-
schen Aussagen und zwar im Abschnitt unter der Überschrift “Ungültigkeit der
Weberschen Elektrodynamik.”53 Sie betrachten einen geraden stromführenden

52[Ski69, Seite 163].
53[PK74].
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Widerstandsdraht und berechnen die Kraft auf eine in der Nähe befindliche La-
dung auf der Grundlage der klassischen Elektrodynamik sowie mit dem Weber-
schen Gesetz. Dabei nehmen sie an, dass der Leiter an allen Punkten neutral ist.
Ihre Berechnungen zeigen, dass aus der klassische Elektrodynamik keine Kraft
auf die Testladung folgt und interpretieren dies wie folgt (Unterstreichungen
durch die Autoren):

Das Verschwinden der Kraft auf eine ruhende Ladung entspricht
direkt der Tatsache, dass ein konstanter Strom in keiner Weise ein
elektrisches Feld induziert.

Ausgehend vom Weberschen Kraftgesetz finden sie eine Kraft zweiter Ord-
nung und meinen, dies bedeute (Betonung durch die Autoren):

dass Webers Elektrodymamik einen falschen [spurious] Induktions-
effekt erfordert. Dies ist wahrscheinlich der offensichtlichste Fehler
der Theorie und die einzige Möglichkeit, diesen zu vermeiden, be-
steht darin, anzunehmen, dass sich die positiven Ladungen mit der
gleichen Geschwindigkeit in die entgegengesetzte Richtung bewegen,
was sie natürlich nicht tuen.

Wie gezeigt werden wird, ist es Tatsache, dass ein Gleichstrom im Außen-
raum ein elektrisches Feld erzeugt, wie in den unten vorgestellten Experimenten
gezeigt wird.

Die Aussage dieses Buches ist, dass all diese Kritikpunkt irreführend sind. Es
wird theoretisch abgeleitet, dass eine Wechselwirkung zwischen einer ruhenden
äußeren Ladung und einem an eine Batterie angeschlossenen stromführenden
Leiter existiert, auch wenn beide relativ zueinander ruhen. Diese theoretischen
Berechnungen werden mit den experimentellen Ergebnissen verglichen, wodurch
die Existenz dieser Kraft bewiesen ist. Aus diesem Grund müssen all diese unzu-
treffenden Kritikpunkte zur Weberschen Elektrodynamik zurückgewiesen wer-
den.

1.5 Elektrisches Feld a) auf Grund von elektro-
statischer Induktion; b) proportional zur Span-
nung der Batterie; und c) 2. Ordnung

In dieser Arbeit wird die Wechselwirkung zwischen einem gleichstromführenden
Widerstandsdraht und einer relativ zum Leiter ruhenden Ladung diskutiert.
Dabei wird angenommen, dass beide relativ zum Labor ruhen und dies als gutes
Inertialsystem gelten kann. Drei Komponenten dieser Kraft oder des elektrischen
Feldes werden betrachtet.

Der Draht ist ein Leiter und es wird angenommen, dass er zu Beginn sowohl
im Innern als auch längs seiner Oberfläche neutral ist und keinen Strom führt.
Wird eine Ladung herangeführt, so werden sich die freien Ladungsträger längs
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der Oberfläche umverteilen bis ein neues konstantes Potential an allen Punk-
ten vorhanden ist. Als Ergebnis dieser Umverteilung der Ladung ergibt sich
eine Wechselwirkung zwischen der äußeren Punktladung und dem Leiter. Diese
Kraft 1. Art sei ~F0. Diese Situation kann beschrieben werden durch die Aussage,
dass Leiter und äußere Ladung ein elektrostatisches Feld erzeugt bzw. induziert
haben und damit eine Wechselwirkung. Dieses elektrische Feld ist unabhängig
von einem elektrischen Strom im Leiter, sondern ist nur abhängig von der Größe
der äußeren Ladung, ihrer Entfernung von Leiter und der Form des Leiters. Das
heißt, dass dieses Feld bestehen bleibt, wenn ein Strom im Leiter zu fließen
beginnt unter der Voraussetzung, dass sich die Form des Leiters nicht ändert.
Dieses elektrisches Feld auf Grund von elektrostatischer Induktion wird als ~E0

gekennzeichnet.
Wird nun der ohmsche Leiter mit einer Batterie verbunden, so fließt im

stationären Zustand im Leiter ein konstanter Strom. Existiert nun eine Wech-
selwirkung zwischen diesem Leiter und der relativ zum Leiter ruhenden, äußeren
Ladung, die sich proportional zur angelegten Spannung verhält? Dies ist das zen-
trale Thema dieses Buches und die Antwort ist positiv. Das heißt, es existiert
eine Kraftkomponente proportional zur angelegten Spannung. Diese Kraftkom-
ponente sei ~F1. Man kann auch sagen, dass der Leiter ein elektrisches Feld
generiert, dass sich proportional zur angelegten Spannung verhält und von der
Form des Leiters abhängt. Dieses elektrische Feld sei als ~E1 gekennzeichnet.

Beim Entfernen der Testladung geht sowohl die Kraft ~F0 als auch die Kraft
~F1 gegen Null. Ersetzt man die Testladung durch einen kleinen Leiter ohne
Überschußladung und ohne Relativgeschwindigkeit zum Leiter, so beobachtet
man keine Kraft ~F0. Wird jedoch der Widerstandsdraht mit einer Batterie ver-
bunden und fließt ein Strom, so ergibt sich eine Wechselwirkung in Form einer
gegenseitigen Anziehung zwischen dem stromführenden Widerstandsdraht und
dem kleinen Leiter in der Nähe. Das heißt, es tritt eine Kraft ~F1 auf, auch
wenn die Gesamtladung des kleinen Leiters gleich Null ist. Diese Kraft wird
dadurch verursacht, dass die Batterie eine Umverteilung der Ladungen auf der
Oberfläche des Widerstandsdrahts bewirkt. Längs des Drahtes ergibt sich ein
Gradient in der Dichte der Oberflächenladungen mit positiven Ladungen auf
der Seite des positiven Batterieanschlusses und mit negativen Ladungen in der
Nähe des negativen Anschlusses (und mit einem neutralen Punkt an einem be-
stimmten mittleren Punkt längs des Drahtes). Dieser Gradient in der Dichte der
Oberflächenladungen erzeugt nicht nur das interne elektrische Feld (welches der
Form des Drahtes folgt und im wesentlichen an jedem Punkt parallel zu seiner
Achse verläuft), sondern auch ein äußeres, elektrisches Feld. Dieses elektrische
Feld polarisiert den kleinen Leiter, der sich in der Nähe des Drahtes befindet.
Die Polarisation dieses Drahtes bewirkt eine anziehende Kraft zwischen dem
polarisierten Leiter und dem stromführenden Draht. Mit Hilfe dieses Effektes
kann zwischen den Kräften ~F0 und ~F1 unterschieden werden. Wie in dem Kapitel
3 dargestellt wird, ist dieser Effekt inzwischen in verschiedenen Experimenten
nachgewiesen worden.

In zahlreichen Veröffentlichungen wird zusätzlich eine Kraft 2. Ordnung ~F2

oder ~E2 behandelt. Wie gezeigt wurde, übersehen in der Regel die Autoren, die
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sich mit einem solchen Effekt zweiter Ordnung beschäftigen, sowohl die Effekte
auf Grund von elektrostatischer Induktion, als auch die Effekte proportional zur
Spannung der Batterie. Dieser Effekt 2. Ordnung ist proportional zum Quadrat
der Stromstärke oder proportional zum Quadrat der Driftgeschwindigkeit der
beweglichen Elektronen. In analoger Weise kann von einem durch den Draht
erzeugten, elektrischen Feld gesprochen werden, das zuweilen auch als “Bewe-
gungsfeld” oder “Elektrisches Feld durch Bewegung” (motional electric field)
bezeichnet wird. Es ist seit langem bekannt, dass die Kraftgesetze von Clausius
und Lorentz (die im klassischen Elektromagnetismus akzeptiert und in nahezu
allen derzeitigen Lehrbüchern vorgestellt werden) kein Feld zweiter Ordnung zu-
lassen.54 Andererseits sagen einige Theorien wie die von Gauß, Weber, Riemann
und Ritz eine Kraft dieser Größenordnung voraus, wobei die Wechselwirkung
zwischen dem stationären Gitter und den beweglichen Leitungselektronen mit
der externen ruhenden Testladung in Betracht gezogen wird.55

Wie später gezeigt werden wird, ist diese Kraft oder das elektrische Feld
2. Ordnung für typische Laborbedingungen viel kleiner als die Kraft proportio-
nal zur Spannung der Batterie oder als das entsprechende elektrische Feld und
dieses ist wiederum viel kleiner als die Kraft beziehungsweise das elektrische
Feld auf Grund von elektrostatischer Induktion. Es gilt üblicherweise: |~F0| ≫
|~F1| ≫ |~F2| oder | ~E0| ≫ | ~E1| ≫ | ~E2|. Der Inhalt dieses Buches bezieht sich im

wesentlichen auf ~E0 und ~E1, während das Feld ~E2 wegen seiner extrem kleinen
Größenordnung nur kurz gestreift wird.

54[Jac75, Seite 697], [EKL76] und [Ass94, Sektion 6.6].
55[Bus26], [O’R65, Band 2, Seiten 588-590], [Whi73, Seiten 205-206 und 234-236], [PK74],

[EKL76] und [Ass94, Sektion 6.6].

27



28



Kapitel 2

Gründe für die Existenz
eines externen elektrischen
Feldes

In diesem Kapitel wird das elektrische Feld betrachtet, dass sich proportional
zur Spannung oder zur elektromotorischen Kraft der angeschlossenen Batte-
rie verhält beziehungsweise genauer zu der Potentialdifferenz über dem strom-
führenden ohmschen Leiter.

2.1 Gekrümmte Leiter

Gegeben sei ein Widerstandsdraht mit der endlichen Leitfähigkeit g, der mit
einer Batterie verbunden ist und durch den ein konstanter Strom I fließt, wie
auf der linken Seite von Abbildung 2.1 zu sehen ist. Die als ideal gedachte
Batterie erzeugt eine konstante Spannung oder elektromotorische Kraft (EMK)
V zwischen ihren Ausgangskontakten.

Für die Stromdichte ~J gilt ~J = (I/A)û, mit A als Querschnittsfläche des
Drahtes und û als Einheitsvektor mit der Richtung parallel zum Strom an je-
dem inneren Punkt des Leiters. Aus dem Ohmschen Gesetz in differentieller
Schreibweise folgt ~J = g ~E, mit ~E als das den Strom antreibende elektrisches
Feld. Aus der vorherigen Beziehung wird deutlich, dass ~E ebenfalls in jedem
Punkt parallel zum Draht ausgerichtet ist.

Wo befinden sich die Ladungen, die das Feld längs des Drahtes bewirken?
Man mag zunächst annehmen, dass dieses elektrische Feld durch die Batterie
bewirkt wird (oder durch die Ladungen innerhalb der Batterie), aber dies ist
nicht die vollständige Antwort. Um zu erkennen, dass die Batterie das elektri-
sche Feld an allen Punkten längs des Leiters nicht in direkter Weise bewirkt,
betrachte man die Abbildung 2.1. Bekanntlich folgt im allgemeinen das den
Strom antreibende Feld der Form des Drahtes. An einem besonderen Punkt C
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Abbildung 2.1: Das elektrische Feld am Punkt C längs der x-Achse in der Ab-
bildung links. Ist der Draht umgebogen wie rechts dargestellt, zeigt das Feld bei
C in Richtung der y-Achse. Die Richtung und Intensität des elektrischen Feldes
bei A, B, D und E bleibt unverändert.

innerhalb des Drahtes zeigt das elektrische Feld in Abbildung 2.1 (linker Strom-
kreis) in die positive x-Richtung. Wird ein Teil des Drahtes gebogen, so folgt
das elektrische Feld dieser Biegung. Aus der Abbildung 2.1 wird deutlich, dass
das elektrische Feld (rechter Stromkreis) an dem gleichen Punkt C nun in die
positive y Richtung zeigt.

Würde sich durch das Krümmen des Drahtes etwas innerhalb der Batterie
verändern, so müßte sich das elektrische Feld an allen Punkten, die näher an
der Batterie liegen, ebenfalls ändern. Das elektrische Feld ändern seinen Verlauf
aber nur in dem Abschnitt, der gekrümmt wurde sowie in der näheren Umge-
bung und behält die vorherige Stärke und Richtung an allen anderen Punkten
bei (wie an den Punkten A, B, D oder E in Abbildung 2.1). Da sich das elek-
trische Feld im Innern des Drahtes nur in der Krümmungszone geändert hat,
muß irgend etwas Lokales diese Änderung der Richtung des elektrischen Feldes
bewirkt haben. Die Form des Drahtes hat sich offensichtlich geändert. Aber da
die Form oder räumliche Konfiguration kein elektrisches Feld erzeugt, muß die
Ursache irgendwo anders gesucht werden. Sie kann nur in anderen Ladungen
zu finden sein, die das elektrische Feld oder die elektrische Kraft erzeugen, das
dann auf die Leitungselektronen einwirkt. Diese Ladungen seien Quellladungen
genannt. Somit sollte eine Änderung der Quellladungen festzustellen sein, wenn
die Konfigurationen in der linken und rechten Abbildung 2.1 verglichen wer-
den. Diese Änderung am Ort der Quellladungen sollte sich hauptsächlich in der
Krümmungszone des Drahtes ereignen, aber nicht in der Batterie. Dies führt zu
der Idee von Weber und Kirchhoff, dass nämlich das elektrische Feld innerhalb
eines gleichstromführenden ohmschen Leiters bewirkt wird durch freie Elektro-
nen auf der Oberfläche des Leiters.1 In den Anhängen A und B werden diese
Arbeiten im einzelnen vorgestellt.

Die Rolle der Batterie besteht darin, die Verteilung der freien Elektronen
längs der Oberfläche des Leiters aufrechzuerhalten (konstant in der Zeit für

1[Web52, Kir49, Kir57a, Kir57b].
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Gleichströme, aber variable in der Längsrichtung des Leiters). Es stellt sich ein
kontinuierlicher Gradient der Oberflächenladungsdichte längs des Leiters ein,
mit mehr positiven Ladungen in Richtung des positiven Außenkontaktes der
Batterie, abnehmend längs des Leiters zu Null an einem mittleren Punkt und
mit zunehmend negativen Werten in Richtung des negativen Batteriekontaktes,
Abbildung 2.2.

Abbildung 2.2: Qualitative Verteilung von Ladungen längs der Oberfläche eines
gleichstromführenden ohmschen Leiters in zwei Konfigurationen.

Ohne eine Batterie wäre die Ladungsdichte an allen Punkten längs des Lei-
ters gleich Null. Es ist diese Verteilung von Oberflächenladungen auf dem Leiter,
durch die das elektrische Feld im Innern des Drahtes bewirkt wird, das dann wie-
derum den Strom antreibt. Wird ein bestimmter Bereich des Drahtes gekrümmt,
verteilen sich die freien Elektronen längs der Oberfläche des Drahtes um und er-
zeugen dadurch ein elektrisches Feld, dass der Form des Drahtes folgt. Dies wird
qualitativ in der Abbildung 2.2 rechts dargestellt. Unter der Annahme, dass der
Draht insgesamt neutral ist, ist das Integral über die Oberflächenladungen σ
längs der gesamten Oberfläche gleich Null.

Die rechte Seite der Abbildung 2.3 zeigt qualitativ die Verteilung von Ober-
flächenladungen auf einem ohmschen ringförmigen Leiter, der an eine Batterie
mit der Ausgangsspannung V angeschlossen ist und durch den ein Strom I fließt.
Die rechte Seite der gleichen Abbildung zeigt das zu diesen Oberflächenladungen
gehörende innere und äußere elektrische Feld.

Eine qualitative Betrachtung dieser Verteilung von Oberflächenladungen bei
einer Krümmung eines Leiters findet sich bei Parker,2 und bei Chabay und
Sherwood.3 Eine qualitative Berechnung der Größenordnung der Ladungen, die
notwendig ist, um einen elektrischen Strom I umzulenken, wurde von Rosser
durchgeführt.4

Jedoch sind sich viele Autoren dieser Oberflächenladungen und den zu-
gehörigen elektrischen Feldern im Außenraum des Leiters nicht bewußt, wie
die obigen Zitate gezeigt haben. Glücklicherweise wurde dieses Thema jedoch

2[Par70].
3[CS95] und [CS02].
4[Ros70].
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Abbildung 2.3: Qualitative Darstellung von Oberflächenladungen (links) und in-
nerem und äußerem elektrischem Feld eines ringförmigen, stromführenden Lei-
ters (rechts).

von anderen Autoren in wichtigen Arbeiten wieder aufgegriffen, die in diesem
Buch diskutiert werden.

2.2 Kontinuität der tangentialen Komponente
des elektrischen Feldes

Einen zweiten Grund für die Existenz eines elektrischen Feldes im Außenraum
eines stromführenden Leiters liefert die Randbedingung des elektrischen Feldes
~E. Es gilt die allgemein anerkannte Aussage, dass die Tangentialkomponente
des elektrischen Feldes ~E an der Grenzfläche zwischen zwei Medien der Kon-
tinuitätsbedingung genügen muß, Et1 = Et2 oder n̂ × ( ~E2 − ~E1) = 0 (mit n̂
als Einheitsvektor senkrecht zur Schnittstelle an jedem Punkt). Andererseits
kann die Normalkomponente eine Diskontinutät aufweisen gemäß der Bezie-
hung n̂ · (ε2 ~E2 − ε1 ~E1) = σ. Dabei steht εj für die Dielektrizitätskonstante
des Mediums j und σ für die Dichte der Oberflächenladungen an der Schnitt-
stelle. Aus dem Ohmschen Gesetz folgt, dass eine longitudinale Komponente
von ~E innerhalb des ohmschen Leiters existieren muß und dieses auch an der
Oberfläche. Da diese Komponente keine Diskontinuität an einer Schnittstelle
aufweisen kann, muß auch eine longitudinale Komponente im Vakuum bzw. der
Luft außerhalb existieren und dies nicht nur in der unmittelbarer Nähe, sondern
auch in meßbaren Abständen vom Leiter.

Viele Lehrbücher betrachten das elektrische Feld außerhalb eines strom-
führenden Leiters nur, wenn diese Randbedingungen diskutiert werden. Der
Energiefluß im elektromagnetischen Feld wird repräsentiert durch den Poynting-
vektor ~S = ~E× ~B/µ0, mit ~B gleich dem magnetischen Feld und µ0 = 4π×10−7

H/m gleich der magnetischen Permeabilität des Vakuums. Die Autoren, die sich
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mit dem elektrischen Feld außerhalb von Leitern im Zusammenhang mit den
Randbedingungen beschäftigen, zeigen den Poyntingvektor in der Regel in ra-
dialer Richtung senkrecht zum Inneren des Leiters.5 Dies läßt sich zurückführen
auf die ursprüngliche Arbeit von Poynting (1885).6 Hier das Zitat aus dieser
Arbeit:

In dem besonderen Fall eines konstanten Stroms in einem Draht, bei
dem die elektrischen Niveauflächen den Leiter senkrecht zur Achse
schneiden, scheint es so, dass die in dem Draht in Wärme umgewan-
delte Energie vom umgebenden Medium aus senkrecht zur Ober-
fläche eindringt. [...] In der Umgebung eines stromführenden Leiters
können die elektrischen Tubes als parallel zum Leiter angenommen
werden während die magnetischen Tubes ihn umschließen.

Im ersten Paragraphen des Abschnittes Ein geradliniger stromführender Lei-
ter heißt es:7

Möge AB einen Leiter repräsentieren, in dem ein konstanter Strom
von A nach B fließt. Die Richtung der elektrischen Induktion in dem
umgebenden Feld in der Nähe des Leiters is parallel zu AB, sofern
das Feld homogen ist.

Eine typische Lehrbuchdarstellung der Felder ~E, ~B und ~S in der Umgebung
eines stromführenden zylinderförmigenWiderstandsdrahtes zeigt Abbildung 2.4.

Abbildung 2.4: Typische Darstellung des Poyntingvektors ~S = ~E× ~B/µ0 außer-
halb eines gleichstromführenden Widerstandsdrahtes.

Zwei Punkte sind hier anzusprechen. Zum einen suggerieren diese Abbildun-
gen und Aussagen, dass das elektrische Feld nur in unmittelbarer Umgebung
des Leiters existiert, während es tatsächlich überall im Raum vorhanden ist.
Zum zweiten zeigt sich, dass sich diese Autoren nicht um die Oberflächenladun-
gen kümmern, die dieses Feld bewirken. Nur an sehr wenigen Stellen gilt, dass

5[PP62, Seiten 180-181] und [FLS64, Seite 27-8].
6[Poy85] und [Mar41].
7[Poy85].
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~S senkrecht von außen auf den Leiter trifft und zwar dort, wo die Dichte der
Oberflächenladungen gleich Null ist. Diese Orte sind die Ausnahme und nicht
die Regel. An den allermeisten Stellen befinden sich Oberflächenladungen und
zwar positive (in Richtung des positiven Außenkontaktes der Batterie) oder ne-
gative (in Richtung des negativen Außenkontaktes der Batterie). In der Regel
existiert eine radiale Komponente, die größer sein kann als die longitudinale
und entweder zum Leiter hin oder vom Leiter weg gerichtet ist. Diese radiale
Komponente bewirkt u.a., dass ~E und ~S in der Regel schräg und nicht senkrecht
zum Leiter ausgerichtet sind.

Diese beiden Fehlvorstellungen kommen in den Aussagen von Feynman,
Leighton und Sands im Abschnitt 27-5 (Beispiele für Energiefluß) ihres Buches
deutlich zum Ausdruck (Fettdruck durch die Autoren):8

Als ein weiteres Beispiel fragen wir, was passiert in einem Abschnitt
eines stromführenden Widerstandsdrahtes. Da der Draht einen Wi-
derstand besitzt, existiert ein elektrisches Feld in Längsrichtung, das
den Strom antreibt. Da ein Potentialgefälle längs des Leiters exis-
tiert, existiert auch ein elektrisches Feld unmittelbar außer-
halb des Drahtes und parallel zur Oberfläche (Abbildung 27-5
[hier Abbildung 2.4]). Zusätzlich existiert wegen des Stromes ein ma-
gnetisches Feld, das den Leiter umrundet. E und B stehen senkrecht
aufeinander; deshalb existiert ein radial ausgerichteter Poynting-
Vektor mit einer Orientierung nach innen, wie in der Abbildung
gezeigt wird. Es existiert ein Energiefluß von allen Richtungen aus
in den Leiter hinein. Dieser ist natürlich gleich der in Wärme um-
gewandelten Energie im Leiter. Deshalb besagt unsere “verrückte”
Theorie, dass die Elektronen ihre Energie zur Erzeugung von Wärme
aus dem äußeren Feld beziehen. Intuitiv würden wir meinen, dass die
Elektronen ihre Energie daher bekommen, dass sie durch den Leiter
in Längsrichtung getrieben werden, so dass die Energie den Leiter
hinunter (oder hinauf) fließen sollte. Aber die Theorie sagt aus, dass
die Elektronen in Wirklichkeit von einem elektrischen Feld angetrie-
ben werden, das von Ladungen in großer Entfernung herrührt und
dass die Elektronen ihre Energie für die Erzeugung von Wärme aus
diesem Feld beziehen. Die Energie fließt irgendwie von den entfern-
ten Ladungen in den freien Raum und dann in den Leiter hinein.

Wie gezeigt wurde, verläuft das elektrische Feld unmittelbar außerhalb des
Leiters normalerweise nicht parallel zum Leiter. Außerdem wird der Hauptteil
des lokalen elektrischen Feldes an einem bestimmten Punkt innerhalb des Leiters
durch die Ladungen auf der Oberfläche des Leiters in der Nähe dieses Punktes
bewirkt und dies widerspricht der Aussage der Autoren (die glauben, “dass die
Elektronen in Wirklichkeit von einem elektrischen Feld angetrieben werden, das
von Ladungen in großer Entfernung herrührt”). Wahrscheinlich dachten sie hier
an Ladungen innerhalb der Batterie.

8[FLS64, Seite 27-8].
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Kapitel 3

Experimente

In diesem Kapitel werden Experimente vorgestellt, die die Existenz eines elek-
trischen Feldes im Außenraum eines stromführenden Leiters nachweisen. Viele
dieser Experimente wurden in der zweiten Hälfte des 19. Jahrhunderts sowie
in den frühen Jahren des 20. Jahrhunderts durchgeführt, aber sie gerieten in
Vergessenheit und werden heute nicht mehr zitiert. Im folgenden werden diese
Experimente, soweit den Autoren bekannt, vorgestellt.

Die Experimente werden in drei Klassen aufgeteilt. Die erste Klasse bezieht
sich auf das elektrische Feld auf Grund von elektrostatischer Induktion, dass
auch ohne Stromfluß im Leiter existiert. Die zweite Klasse bezieht sich direkt
auf die Batterie und auf den Strom im Leiter und ist proportional zur EMK der
Batterie bzw. zur Potentialdifferenz über dem Leiter. Die dritte Klasse bezieht
sich auf den Effekt zweiter Ordnung, proportional zu v2d/c

2, mit der Driftge-
schwindigkeit vd der Elektronen und der Lichtgeschwindigkeit c im Vakuum.

3.1 Elektrisches Feld auf Grund von elektrosta-
tischer Induktion

Soweit bekannt gibt es kein Experiment, dass speziell dafür geplant wurde, die
Wechselwirkung zwischen einer Punktladung und einem in der Nähe befindli-
chen Leiter zu bestimmen. Gemeint ist hier ein Leiter, der zunächst neutral ist
und keinen Strom führt, bis eine Ladung in die Nähe gebracht wird und bei-
de dann relativ zueinander ruhen. Nachdem das elektrostatische Gleichgewicht
erreicht ist, bewirkt die Polarisation des Leiters eine Wechselwirkung zwischen
Leiter und äußerer Ladung. Diese elektrische Kraft auf Grund von elektrosta-
tischer Induktion hängt von der Form des Leiters ab, von der Entfernung zur
äußeren Ladung und von der Größe der Ladung. In gleicher Weise gilt, dass das
elektrische Feld auf Grund von elektrostatischer Induktion von der Form des
Leiters, dem Abstand zur äußeren Ladung und der Größe der Ladung abhängt.
Viele quantitative Experimente sind sicherlich im 19. Jahrhundert durchgeführt
worden. Da es nicht gelang, möglicherweise existierende Dokumentationen auf-
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zufinden, können hier keine speziellen Experimente genannt werden. Aber es
ist anzunehmen, dass solche Experimente mit unterschiedlich geformten Leitern
durchgeführt wurde und mit den Vorausagen auf der Grundlage des Coulomb-
schen Kraftgesetzes und den Eigenschaften von Leitern übereingestimmt ha-
ben. Anderenfalls wäre dies den meisten Wissenschaftlern schon seit langem be-
kannt gewesen. Die wesentlichen Eigenschaften eines Leiters im elektrostatischen
Gleichgewicht, die in diesem Buch vorausgesetzt werden, sind: kein elektrisches
Feld im Innern, Neutralität im Innern, eventuell vorhandene Überschußladungen
nur auf der Oberfläche, konstantes Potential im Innern und auf der Oberfläche
und ein elektrisches Feld, dass senkrecht auf den Leiter auftritt. Damit kann
angenommen werden, dass entsprechende Rechnungen mit den früheren Beob-
achtungen übereingestimmt haben. Im nächsten Abschnitt wird ein Experiment
von Sansbury behandelt, dass einige qualitative Bezüge zu diesem Thema auf-
weist.

3.2 Elektrisches Feld proportional zur Spannung
der Batterie

Im folgenden wird die Wechselwirkung zwischen einer externen Testladung und
einem stromführenden ohmschen Leiter betrachtet. Speziell handelt es sich um
diejenige Komponente der Kraft, die sich proportional zur Spannung bzw. zur
EMK der Batterie verhält oder, aus einer anderen Sicht, um die Komponente
des elektrischen Feldes proportional zur Potentialdifferenz längs des Leiters.
In der Mehrzahl der Experimente kommen Spannung von der Größenordnung
104 V zur Anwendung, um die makroskopischen Effekte deutlicher sichtbar zu
machen.1

Von den unterschiedlichen Experimenten, die hier vorgestellt werden, zeigen
einige Feldlinien oder Äquipotentiallinien im Außenraum eines stromführenden
Leiters. Andere messen direkt die Kraft zwischen einer ruhenden Testladung
und einem ebenfalls ruhenden stromführenden Leiter. Ein weiteres Experiment
mißt die Ladung an einem Elektroskop, das mit verschiedenen Punkten eines
stromführenden Leiters verbunden ist. Und schließlich wird in einem weiteren
Experiment gezeigt, wie man einen Teil der Oberflächenladung an verschiedenen
Punkten eines stromführenden Leiters abgreifen kann und wie ihre Polarität und
Größe zu verifiziert ist.

Bergmann und Schaefer präsentieren in ihrem Lehrbuch einige Experimente,
in denen die elektrischen Feldlinien dargestellt werden.2 Wegen der großen Leit-
fähigkeit von Metallen - wie sie schreiben - können diese in diesen Experimen-
ten nicht verwendet werden. Metalle können keine großen Potentialdifferenzen
zwischen ihren Enden aufrechterhalten und somit entstehen daraus nur sehr
schwache elektrische Feldstärken im Außenraum. Aus diesem Grund verwende-
ten sie graphitbeschichtete Papierstreifen von geringer Leitfähigkeit und legten

1[CSa] und [CS02, Seite 653].
2[BS50, Seiten 164-167] und [BS87, Seiten 197-199].
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eine Spannung zwischen 20 000 bis 40 000 Volt an den Enden der Streifen an,
damit ein konstanter Strom hindurchfließt. Die Mitte des Streifens wurde geer-
det, um dort ein Nullpotential zu erreichen, so dass sich die elektrischen Feld-
linien symmetrisch um diesen Punkt verteilen. Um den Streifen herum wurde
eine Ölschicht aufgebracht und diese mit Grießmehl bestreut mit dem in Ab-
bildung 3.1 dargestellten Ergebnis. Der mittlere dunkle Streifen ist der Papier-
streifen, durch den der Strom fließt. Das Grießmehl wird durch das elektrische
Feld polarisiert und richten sich in der gleichen Weise nach dem Feld aus wie
Eisenfeilspäne in einem Magnetfeld.

Abbildung 3.1: Experimenteller Nachweis des elektrischen Feldes im Außenraum
eines geraden stromführenden Leiters.

Zu beachten ist, dass das elektrische Feld längs der Außenseite der Leitero-
berfläche eine longitudinale Komponente aufweist im Unterschied zu einer Si-
tuation, in der der Leiter ein konstantes Potential aufweist (in diesem Fall trifft
das elektrische Feld im stationären Zustand senkrecht auf den Leiter), worauf
Bergmann und Schaefer hingewiesen haben

Mit einem U-förmigen Leiter waren sie in der Lage, die elektrischen Feld-
linien im Außenraum einer Transportleitung oder Doppelleitung aufzuzeigen
(Abbildung 3.2). Auf der rechten Seite befinden sich die Feldlinien in der Ebene
der Leiter, während sie auf der rechten Seite senkrecht zur Ebene der Leiter
verlaufen.

Bergmann und Schaefer behandeln ebenfalls die Umverteilung von Oberflä-
chenladungen, wenn ein an einer Batterie angeschlossener offener Stromkreis
geschlossen wird. Eine weitere ausführliche Diskussion dieser Situation findet
sich in dem kürzlich erschienenen Buch von Chabay und Sherwood.3

Ähnliche Experimente, wie die von Bergmann und Schaefer, wurden von Je-
fimenko durchgeführt.4 Jefimenko benutzte transparente Tinte zur Herstellung
eines zweidimensionalen Stromkreises auf Glassplatten von der Größe 10 × 12

3[CS95, Kapitel 6].
4[Jef62], [Jef66, Seiten 295-312 und 508-511] und [Jef89, Platten 6 bis 9 und Seiten 299-319

und 508-511].
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Abbildung 3.2: Experimenteller Nachweis des elektrischen Feldes einer Trans-
portleitung.

Inch. In den Abbildungen 3.3 bis 3.7 geben die grauen Abschnitte die strom-
führenden Streifen wieder. Die Energiequelle lieferte eine Spannung von etwa
104 V. Jefimenko benutzte ein Hochspannungsgerät von Du Mont, Typ 263-
A, aber erwähnt, dass ein kleiner Van-de-Graaff Generator ebenfalls verwendet
werden kann. Nach dem Anlegen der Hochspannung wurden feine Grassamen
über die Platten mit den stromführenden Leitern gestreut. Die Grassamen rich-
ten sich längs der elektrischen Feldlinien aus und zwar sowohl im Innern wie im
Außenraum des Leiters.

Abbildung 3.3 gibt Jefimenkos Experiment für einen geraden stromführen-
den Leiter wieder.

Abbildung 3.3: Gerader stromführender Leiter.

Abbildung 3.4 gibt Jefimenkos Experimente für quadratische (links) und
kreisförmige (rechts) leitenden Ringe wieder.

Abbildung 3.5 gibt Jefimenkos Experimente für kurzgeschlossene (links) und
asymmetrische (rechts) Doppelleitungen wieder.

Abbildung 3.6 gibt Jefimenkos Experimente für stromführende keilförmige
Leiter wieder mit den beiden Hälften verbunden als Parallschaltung (links) und
in Reihe (rechts).

Schließlich gibt Abbildung 3.7 seine Experimente mit stromführenden Rin-
gen mit zweipoligen und vierpoligen Anschlüssen wieder (links). Auf der rechten
Seite sind stromführende Scheiben mit zweipoligen (oben) und vierpoligen (un-
ten) Anschlüssen zu sehen.
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Abbildung 3.4: Quadratische (links) und kreisförmige (rechts) leitenden Ringe.

Abbildung 3.5: Kurzgeschlossene (links) und asymmetrische (rechts) Doppellei-
tungen.

Abbildung 3.6: Stromführende keilförmige Leiter mit den beiden Hälften ver-
bunden als Parallschaltung (links) oder in Reihe (rechts).

In einer privaten Mitteilung erfuhr einer der Autoren (AKTA) von Jefimen-
ko, dass er in seinen Grassamen-Experimenten nie die Stromstärken gemessen
hat. Jedoch nahm er an, dass sie in der Größenordnung von einigen Mikroam-
per gelegen haben. Jefimenko erwähnte ebenfalls, dass die verschieden geformten
stromführenden Leiter etwa eine Länge von 16 bis 20 cm hatten.

Die Experiment von Bergmann, Schaefer und Jefimenko ergänzen sich. Nach
der Aufstellung der theoretischen Gleichungen für die Äquipotentiallinen und
elektrischen Feldlinien werden diese mit den experimentellen Ergebnissen ver-
glichen.

In einem anderen Typ von Experiment bestimmten Jefimenko, Barnett und
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Abbildung 3.7: Links: Stromführende Ringe mit zweipoligen und vierpoligen
Anschlüssen. Rechts: Stromführende Scheiben mit zweipoligen (oben) und vier-
poligen (unten) Anschlüssen.

Kelly direkt die Äquipotentiallinien innerhalb und außerhalb stromführender
Leiter mit Hilfe eines elektronischen Elektrometers.5 Eine radioaktive Alpha-
Quelle wurde eingesetzt, um die Luft an der zu messenden Stelle im Feld elek-
trisch leitfähig zu machen. Die Alpha-Quelle erhielt das gleiche Potential wie das
Feld an dem zu messenden Punkt. Das Potential (in Relation zu einem als Null-
potential gewählten Referenzpunkt) wurde mit einem mit der Alpha-Quelle ver-
bundenen elektronischen Elektrometer gemessen. Die Autoren benutzten einen
rechteckigen Hohlkörper mit Elektroden an den Stirnflächen und schwach lei-
tenden Seitenflächen, durch die ein gleichförmigen Strom floss. Als Seitenflächen
dienten mit Graphit bedeckte Papierstreifen (wie bei den Experimenten von
Bergmann und Schaefer), und als Elektroden zum Anlegen der Spannung von
80 V wurden Aluminiumfolien verwendet. Die Äquipotentiallinien wurden ex-
perimentell aufgezeichnet.

Abbildung 3.8 gibt die Konfiguration des Experiments wieder.
Abbildung 3.9 gibt die in einem der Experimente gemessenen Äquipoten-

tiallinien wieder.
In einem anderen Experiment wurde unbelichtetes Filmaterial anstelle des

Graphitpapiers eingesetzt. Abbildung 3.10 und 3.11 zeigen die experimentell
erhaltenen Äquipotentiallinien innerhalb und außerhalb eines stromführenden
Leiters.

In diesem letzten Experiment (Abbildung 3.11) zeigen die Autoren, dass ein
im Außenraum befindlicher geladener Körper keine Auswirkungen auf das Feld
im Inneren des stromführenden Leiters hat. Der Strom in dem Graphitpapier

5[JBK62] und [Jef89, Seite 301].
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Abbildung 3.8: Konfiguration des Systems.

Abbildung 3.9: Gemessene Äquipotentiale.

Abbildung 3.10: Gemessene Äquipotentiale.

betrug 5× 10−2 A, während in dem photographischen Film ein Strom von nur
4× 10−6 A gemessen wurde.6

6[JBK62].
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Abbildung 3.11: Gemessene Äquipotentiale mit einer zusätzlichen Scheibe au-
ßerhalb des Leiters (auf 80 V aufgeladenen).

Verschiedene qualitative Experimente, die die Existenz eines externen elek-
trischen Feldes zeigen, wurden von Parker durchgeführt.7 Er benutzte eine 5
bis 10 kV starke Energiequelle, verbunden mit einem hochohmigen Widerstand
als Teil eines Niedrigstromkreises, der mit einem Spezialstift auf ein Grundglass
oder auf eine Mylar-Oberfläche gezeichnet wurde. Floss ein konstanter Strom,
so entdeckte Parker eine Kraftwirkung auf eines in der Nähe befindlichen gela-
denen Hollundermarkkügelchens, die von einem zum anderen Ende des Leiters
variierte. Dies stellt ein sehr interessantes Ergebnis dar, denn es zeigt unmit-
telbar die Kraft zwischen einem stromführenden Widerstandsdraht und einer
nahen, relativ zum Leiter ruhenden Ladung und berührt damit direkt die in der
Einleitung dieses Buches gestellte Frage. Leider macht Parker weder Angaben
über die Stromstärke, die Größe der Ladung des Tischtennisballs, die Entfernung
zwischen Leiter und Ball noch über die Größe der entdeckten Kraft. Er setzte
ebenfall ein Goldfaden-Elektroskop mit einem Testdraht ein, um einige Regionen
um den Leiter herum quantitativ zu untersuchen. Er konnte ebenfalls Feldlinien
aufzeichnen, in dem er das Glass, während der Strom floss, mit Plastik- oder
Filzfasern bestäubte. Die benutzten Plastikfasern hatten eine Länge von etwa 1
mm. Diese Art der Aufzeichnung ähnelt derjenigen, die von Bergmann, Schaefer
und Jefimenko angewendet wurde.

Es gibt ein interessantes Experiment von Sansbury, in dem er direkt die
Kraft zwischen einer Metallfolie und einem stromführenden Leiter mit Hilfe ei-
ner Torsionswaage bestimmte.8 Er plazierte eine 2 cm × 2 cm große Silberfolie,
die an dem äußeren Ende einer Torsionswaage angebracht war, in die Nähe ei-
nes U-förmigen stromlosen Leiters (Länge 50 cm, Abstand zwischen den Leitern
50 cm), Abbildung 3.12. Nachdem die Folie (durch Verbindung mit einer 3kV

7[Par70].
8[San85].

42



Spannungsquelle) mit einer Ladung der Größe von etwa 0.5 × 10−9 C aufge-
laden wurde, wurde eine Anziehung zwischen der metallischen Folie und dem
Draht festgestellt (die geladenen Metallfolie bewegte sich von a nach b in Ab-
bildung 3.13). Dies entspricht sicherlich der elektrischen Kraft auf Grund von
elektrostatischer Induktion F0, wie sie weiter oben beschrieben wurde, das heißt,
einer Kraft, die durch die geladene Folie und die induzierte Spiegelladung im
Leiter bewirkt wird. Wird nun durch Verbindung mit einer regulierbaren ±
1000 A, 8V Gleichstromquelle ein konstanter Strom von 900 A durch den Leiter
geschickt, so konnte eine zusätzliche Kraft beobachtet werden und zwar in Ab-
hängigkeit von der Polarität der Ladung auf der Folie entweder anziehend oder
abstoßend (siehe Abbildung 3.13). Diese Kraft war größer als 1.7×10−7 N, aller-
dings konnten keine genauen Messungen durchgeführt werden. Diese zusätzliche
Kraft kann wahrscheinlich dem hier diskutierten äußeren elektrischen Feld zu-
geschrieben werden, das heißt, dem elektrischen Feld, dass sich proportional zur
Spannung bzw. zur EMK der Batterie verhält. Später wird dieses Experiment
in Verbindung mit theoretischen Berechnungen im Detail analysiert.

Abbildung 3.12: Konfiguration von Sansburys Experiment.

Die Kraft zwischen der geladenen Folie in Sanburys Experiment und dem
stromführenden Leiter stimmt wahrscheinlich mit der Kraft zwischen den gela-
denen Hollundermarkkügelchen und dem stromführenden Leiter in dem Experi-
ment von Parker überein. Bartlett und Maglic interpretierten die von Sansbury
entdeckte Kraft als einen “anomalen elektromagnetischen Effekt,” wie sie im
Titel ihres Papiers vorschlagen.9 Sie führten ein ähnliches Experiment durch
(siehe Abbildungen 3.14 und 3.15).

9[BM90].
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Abbildung 3.13: Zu Beginn fließt kein Strom im Leiter und die ungeladene Folie
befindet sich bei a. Wird die Folie geladen, so bewegt sie sich von a nach b.
Wird ein konstanter Strom I durch den Leiter geschickt, tritt eine zusätzliche
anziehende oder abstoßende Kraft zwischen der geladenen Folie und dem U -
förmigen Leiter auf.

Sie verwendeten eine rechteckige Spule mit 16 Windungen, einem Durchmes-
ser von 30 cm und einer Länge von 60 cm. Jede Windung bestand aus 1/8 Inch
Kupferrohr (äußerer Durchmesser = 0.3175 cm). In einer privaten Mitteilung
an einen der Autoren (JAH) berichtete Bartlett, dass der Leiter wassergekühlt
wurde, wobei das Wasser durch das Innere der Windungsrohre geleitet wurde.
Ungefähr 50% der Querschnittsfläche des Rohres bestand aus Kupfer, der Rest
aus Wasser. Wurde die Spule mit einer Stromquelle verbunden, so dass in jeder
Windung ein konstanter Strom von 50 A floss, so konnte eine Kraft auf eine
geladene Folie im Abstand von 3.5 cm von der stromdurchflossenen Spule fest-
gestellt werden (Größe der Spule = 2.54 cm × 2.54 cm). Dies ähnelt dem von
Sansbury entdeckten Effekt.

Wurde jedoch die obere Hälfte des stromführenden Leiters und der Test-
ladung durch einen Aluminiumkontainer abgeschirmt, verschwand der Effekt.
Ihre Schlußfolgerung war, dass sie die “anomale” Wechselwirkung nicht finden
konnten, das heißt, dass sie nicht existiert.

Jedoch scheinen die Autoren sich in einem Punkt in Verbindung mit einem
Faraday-Käfig nicht im Klaren gewesen zu sein. Sie sind üblicher Weise gewohnt,
ein System von vorhandenen äußeren Einflüssen abzuschirmen. Dabei beeinflus-
sen sie aber die resultierende Kraft auf eine im Innern befindliche Testladung.
Betrachtet man z.B. zwei Ladungen q1 und q2 mit einem gegenseitigen Abstand
von d, so hat nach dem Coulombschen Gesetz die Kraft zwischen ihnen die
Größe q1q2/4πε0d

2 mit der Ausrichtung längs der Verbindungslinie der beiden
Ladungen (siehe Abbildung 3.16).

Werden diese Ladungen mit einer metallischen Abschirmung umgeben, so
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Abbildung 3.14: Ansicht des von Bartlett und Maglic durchgeführten Experi-
ments.

Abbildung 3.15: Aufsicht des Experiments von Bartlett und Maglic.

bewirken sie eine Umverteilung von Ladungen auf der Oberfläche der Abschir-
mung. Durch diese induzierten Ladungen übt die Abschirmung eine Kraft auf q1
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Abbildung 3.16: Elektrostatische Kraft zwischen zwei Ladungen, weit entfernt
von anderen Ladungen und Leitern.

und auf q2 aus und führt dadurch zu einer resultierenden Kraft auf jede einzelne
Ladung, die sich von dem früherenWert q1q2/4πε0d

2 unterscheidet. Bei einer ku-
gelförmigen Abschirmung kann die induzierte Ladung längs der Oberfläche sehr
einfach mit Hilfe des Abbildungsverfahrens berechnet werden. Jede Ladung qj
mit einem Abstand aj vom Zentrum der Kugel mit Radius r0 > aj (mit j = 1
oder 2) induziert wie bei einer Abbildung eine Spiegelladung qij = −qjr0/aj
in einer Entfernung aij = r20/aj > r0 vom Zentrum der Kugel auf der gera-
den Linie, die das Zentrum mit qj verbindet. Die resultierende Kraft z.B. auf

q1 beträgt ~F21 + ~Fi1,1 + ~Fi2,1 statt nur ~F21. Dabei ist ~Fim,n die Kraft, die von
der Spielgelladung im auf die Ladung n ausgeübt wird. Falls die Verbindungsli-
nie zwischen den zwei Ladungen q1 und q2 nicht durch das Zentrum der Kugel
verläuft, wird sich die resultierende Kraft auf jede der beide Ladungen nach Be-
trag und Richtung im Vergleich mit den Werten ohne Abschirmung verändern
(siehe Abbildung 3.17).

Abbildung 3.17: Elektrostatische Kraft auf q1 bewirkt durch q2, durch die Spie-
gelladung qi1 und durch die Spiegelladung qi2.

Sofern N interne Ladungen vorhanden sind, ergibt sich die resultierende
Kraft auf q1 durch die Summe der Kräfte, die durch die anderen N − 1 La-
dungen auf q1 ausgeübt werden plus der N Kräfte durch die Spiegelladungen.
Bei einem nicht kugelförmigen Käfig ist es sehr schwierig, die dann eintretende
Kraft auf die Testladungen zu bestimmen. Bei dem Experiment von Bartlett und
Maglic wurde ein zylindrischer Faradayscher Käfig verwendet mit metallischen
Seitenflächen und dielektrischen Stirnflächen. Dadurch wird es außerordentlich
schwierig, die Auswirkung der Abschirmung auf die interne geladene Folie ab-
zuschätzen. Hinzu kommt, dass in diesem Fall nicht, wie bisher diskutiert, nur
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zwei Ladungen q1 und q2 vorhanden sind, sondern eine Folie und eine Anzahl
von Ladungen verteilt über die Oberfläche des stromdurchflossenen Drahtes. Da
dieser aus leitendem Material besteht, wird durch den Faraday-Käfig die Vertei-
lung von Ladungen auf seiner Oberfläche geändert (im Vergleich zur Verteilung
ohne Faraday-Käfig), und damit ist auch die Verteilung von Oberflächenladun-
gen solange nicht bekannt, bis sie mit Hilfe der Laplaceschen Gleichung und
entsprechenden Randbedingungen berechnet werden kann. Hierdurch wird die
theoretische Analyse der zu erwartenden resultierenden Kraft (auf die Test-
ladung, wenn Testladung und stromführender Leiter abgeschirmt sind) außer-
ordentlich schwierig. Aus diesem Grund sollte dieses Experiment besser ohne
Abschirmung durchgeführt werden.

Das von Bartlett und Maglic erhaltene Ergebnis wird wie folgt beschrieben:10

In dem wir die Ergebnisse der Messungen mit und ohne Abschir-
mung mitteln, finden wir ein Signal von 0.3 ± 0.3 mrad. (...) Wir
multiplizieren unsere gemessene Rotation von 0.3 ± 0.3 mrad mit der
Empfindlichkeit der Aufhängung (9.1 × 10−5 N/m), um eine Kraft
von (0.27± 0.27)10−7 N zu erhalten.

Aus dem Papier kann entnommen werden, dass die Kraft ohne Abschirmung
eine Größe von 0.27×10−7 N hatte, eine Größenordnung kleiner als von Sansbu-
ry beobachtet. Andererseits heißt es, dass Bartlett und Maglic mit Abschirmung
keine Kraft feststellen konnten (daher das ± in dem obigen Zitat). Es ist zu ver-
muten, dass die Abschirmung die resultierende Kraft auf alle inneren Ladungen
verändert, wie oben gezeigt wurde. Es ist daher außerordentlich schwierig, diese
beiden Fälle (mit und ohne Abschirmung) zu vergleichen. Die beste Messme-
thode wäre die ohne Abschirmung, die leider von Bartlett und Maglic nicht
angewendet wurde.

Weitere Diskussionen des von Sansbury durchgeführten Experiments unter
unterschiedlichen Gesichtspunkten finden sich in den Arbeiten weiterer Auto-
ren.11

Eine weitere Art eines Experiments wurde von Moreau, Ryan, Beuzenberg
und Syme durchgeführt (siehe Abbildung 3.18).12

In dem Experiment wurde eine strombegrenzte Spannungsquelle (0 bis 5 kV)
mit zwei in Serie geschalteten Widerständen von je 75 MΩ verbunden. Die Lei-
tungen bestanden aus reinen Aluminiumstäben und die Widerstände aus mit
Aqua Dac imprägnierten Schaumstoffstreifen. Die Leiter und Widerstände be-
saßen einen rechteckigen Querschnitt von 12 mm × 9 mm. Jeder der beiden
Widerstände hatte eine Länge von 50 cm mit einem Zwischenabstand von 30
cm. Hauptziel des Experimentes war es aufzuzeigen, dass sich bei Vorhanden-
sein eines Stromflusses ein Gradient von Oberflächenladungen längs des Lei-
ters und der Widerstände einstellt und zwar derart, dass durch diesen Gradi-
enten das Feld in Richtung des Stromflusses bewirkt wird. Um die Ladungs-
dichte an verschiedenen Punkten des Stromkreises zu bestimmen, wurden diese

10[BM90].
11[ARM99, BC91a, BC91b, Wes90c, Wes91, Whi88, Hay90, Ive91, RG93].
12[Mor85].
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Abbildung 3.18: Elektroskop berührt verschiedene Punkte eines Stromkreises
mit Hochspannungsquelle, durch den ein konstanter Strom fließt.

Punkte mit einer Hochspannungsmeßsonde verbunden. Diese Sonde war mit ei-
nem Goldblatt-Elektroskop verbunden, ähnlich wie bei dem von Parker durch-
geführten Experiment.13 Das Elektroskop befand sich in einem Kasten aus Po-
lyester. Nach Anlegen einer Spannung von 2 kV wurde eine Stromstärke von
etwa 13 µA gemessen. An einer Seite des Stromkreises, die geerdet war, zeigte
das Elektroskop keinen Ausschlag und damit keine Ladungsdichte an. Mit zu-
nehmender Entfernung von diesem Punkt längs des Stromkreises nahm der Aus-
schlag beim Bewegung der Sonde über einen Widerstand kontinuierlich zu und
erreichte an seinem Ende einen Wert von 55o. Dieser Ausschlag blieb konstant,
während die Sonde längs des mittleren Leiters bewegt wurde, das heißt, dass
auf diesem Leiter die Ladungsdichte im wesentlichen längs des Leiters konstant
ist (oder nur sehr wenig variiert). Der Ausschlag vergrößerte sich wiederum bei
der fortschreitenden Abtastung des zweiten Widerstandes und erreichte einen
Endwert von etwa 70o am Ende des Widerstandes. Dies zeigt, dass die Ladungs-
dichte von einem relativ hohen Wert an einem Stromende kontinuierlich bis zum
anderen Stromende abnimmt. Dadurch wird ein elektrisches Feld bewirkt, dass
die Leitungsladungen durch den Widerstand treibt.

Ein weiteres, für didaktische Zwecke sehr hilfreiches Experiment wurde von
Uri Ganiel und Mitarbeitern der Science Education Group am Weizmann Insti-
tut in Israel durchgeführt. Dieses Experiment wurde von Chabay und Sherwood
zitiert und reproduziert (siehe Abbildung 3.19).14

Der Stromkreis besteht aus vier identischen, in Reihe geschaltetenWiderstän-
den von jeweils 80 MΩ, angeschlossen an zwei Energiequellen. Diese beiden wa-
ren in Reihe geschaltet, wobei die erste eine Spannung von + 5 kV am Eingang
des ersten Widerstandes, die zweite eine Spannung von - 5 kV am Ausgang
des vierten Widerstandes lieferte (bezogen auf Erdpotential). Zwischen den Wi-

13[Par70].
14[CSa], [CSb] und [CS02, Sektion 18.10, Seiten x und 652-654].
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Abbildung 3.19: Eine Reihenschaltung von vier identischen hochohmigen Wi-
derständen in einem stromführenden Stromkreis. Diese Abbildung zeigt quali-
tativ die Verteilung von Oberflächenladungen. Der dünne metallisierte Mylar-
streifen wird von den nichtisolierten Leitern zunächst angezogen und nach der
Berührung abgestoßen. Die Untersuchung der auf dem Streifen gewonnenen La-
dung erlaubt die Bestimmung des Vorzeichens der Ladung an jedem Punkt längs
des Stromkreises.

derständen befanden sich blanke (nicht isolierte) Leiter, um die Untersuchung
von Oberflächenladungen durch eine geeignete Sonde - einen flexiblen, metalli-
sierten Mylarstreifen - zu ermöglichen. Wird dieser Streifen dem blanken Leiter
auf der linken Seite des Stromkreises bei Punkt A angenähert, so wird er zum
Leiter hin angezogen und nach der Berührung abgestoßen. Das heißt, dass der
aluminierte Plastikstreifen zunächst durch die Oberflächenladungen auf dem
Leiter polarisiert und dadurch angezogen wird. Während der Berührung wird
der Streifen geladen und dann durch die dort vorhandenen Oberflächenladungen
zurückgestoßen. Eine Überprüfung der Ladung auf dem Streifen ergab ein ne-
gatives Vorzeichen. Nach dem Entladen des Streifens wird der gleiche Vorgang
wiederholt, allerdings wurde der Streifen jetzt dem blanken Leiter zwischen dem
ersten und zweiten Widerstand bei B angenähert. Wiederum wurde festgestellt,
dass der Streifen negativ aufgeladen war, allerdings diesmal schwächer als im
vorhergehenden Fall. Wurde der neutrale Streifen dem Punkt C angenähert, so
wurde kein Effekt beobachtet. Eine Wiederholung des Vorganges bei D ergab
eine positive Ladung auf dem Streifen und das gleiche bei E, aber mit einer
größeren Ladungsmenge als bei D. Dies Experiment zeigt unmittelbar, dass alle
Punkte auf der Oberfläche des Leiters aufgeladen werden, wenn ein konstanter
Strom hindurchfließt. Die Dichte dieser Oberflächenladungen variiert längs des
Stromkreises. Der größte Gradient (Variation der Dichte per Einheitslänge) be-
steht über den Widerständen, während über den Leitern nur eine sehr kleine
Änderung der Ladungsdichte auftritt.

Chabay und Sherwood weisen darauf hin, dass in einem mechanischen Sys-
tem nur bei sehr hohen Spannungswerten ausreichend hohe Ladungsdichten ent-
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stehen, um eine elektrostatische Abstoßung nachweisen zu können.15 Bei Strom-
kreisen mit niedriger Spannung (wie z.B. bei einer Taschenlampe und normalen
1.5 V Batterien) wird jeder geladene Körper unabhängig von der Polarität sei-
ner Ladung zunächst zu dem stromführenden Leiter hingezogen. Die gilt sowohl
in der Nähe des positiven wie auch des negativen Pols der Batterie und zwar
deshalb, weil die elektrische Kraft auf Grund von elektrostatischer Induktion
sehr viel größer ist als die Kraft proportional zur Spannung der angeschlossenen
Batterie.

Zusammenfassend kann gesagt werden, dass die Experimente von Bergmann,
Schaefer, Jefimenko, Barnett, Kelly, Sansbury, Parker, Moreau, Ryan, Beuzen-
berg, Syme, Ganiel, Chabay und Sherwood die Existenz eines elektrischen Feldes
bestätigen, das durch stromführende ohmsche Leiter bewirkt wird. Die Experi-
mente haben ebenfalls die Existenz von Oberflächenladungen längs Leitern und
Widerständen nachgewiesen. Es sind diese Ladungen, welche die inneren und
äußeren elektrischen Felder bewirken.

Für einen endgültigen Beweis wäre es erforderlich, jedes dieser Experimente
mit Batterien unterschiedlicher elektromotorischer Kraft zu wiederholen, um
zu zeigen, dass das äußere elektrische Feld proportional zur angelegten Span-
nung ist. Leider wurde, soweit bekannt, in keinem dieser Experimente die EMK
variiert, um eindeutig die Linearität zwischen der Stärke der Kraft (oder der
Stärke des elektrischen Feldes) und der angelegten Spannung nachzuweisen.

In den folgenden Kapiteln werden diese Experimente mit analytischen Lö-
sungen verglichen, die sich aus Berechnung des externen Potentials und des elek-
trischen Feldes im Zusammenhang mit stromführenden Leitern ergeben. Daraus
ergibt sich eine weitere Unterstützung der Aussage, dass eine Kraft proportional
zur angelegten Spannung zwischen einer externen ruhenden Punktladung und
einem stromführenden ohmschen Leiter existiert.

3.3 Elektrisches Feld 2. Ordnung

Alle bisherigen Experimente bezogen sich auf die EMK der Batterie. Eine völlig
andere Gruppe von Experimenten untersucht ein elektrisches Feld 2. Ordnung
d.h. ein Feld proportional zu v2d/c

2.
Der Nachweis, ob ein solches elektrisches Feld 2. Ordnung existiert oder

nicht, ist viel schwieriger zu führen, als bei den bisher besprochenen Feldern.
Diese Schwierigkeit rührt daher, dass die Größenordnung des elektrischen Feldes
2. Ordnung, E2, normalerweise viel kleiner ist, als das mit der EMK der Batterie
verbundene elektrische Feld E1 und ebenfalls viel kleiner als das elektrische Feld
auf Grund von elektrostatischer Induktion, E0. Ist ein stromführender Leiter je-
doch supraleitend (ohne Anschluß an eine Energiequelle), so sollte das äußere
elektrische Feld E1 verschwinden. Neben der Wechselwirkung auf Grund der
elektrostatischen Induktion, deren Größe abgeschätzt oder auch vernachlässigt
werden kann, bleibt in diesem Fall nur das elektrische Feld 2. Ordnung. Die-
sen Ansatz haben Edwards, Kenyon und Lemon in ihrem bisher am besten

15[CS02, Seite 654].
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bekannten Experiment gewählt,16 mit dem sie diesen Effekt analysierten. Die
Autoren benutzen einen Supraleiter vom Typ II (48% Niobium und 52% Tita-
nium) mit 2,5 mm Kernradius und einer Stromstärke von etwa 16 A. Gefunden
wurde ein elektrisches Feld proportional zu I2, unabhängig von der Richtung
des Stromes, das zum Leiter hin orientiert war und von einer Größenordnung,
wie es das Webersche Gesetz voraussagt. Direkt gemessen wurde die Potenti-
aldifferenz zwischen dem Stromkreis und einer elektrostatischen Abschirmung
mit Hilfe eines Elektrometers. Gemessen wurde eine Potentialdifferenz von der
Größenordnung von 10 mV.

Bartlett und Ward unternahmen verschiedene Experimente, um dieses elek-
trische Feld 2. Ordnung zu entdecken (sie vermuteten, dass dieses Feld durch eine
mögliche Variation der Elektronenladung in Abhängigkeit ihrer Geschwindigkeit
erzeugt werden könnte), hatten jedoch keinen Erfolg.17 In den Experimenten
wurden normale ohmsche Leiter benutzt, jedoch findet sich keine Erwähnung
des oben diskutierten elektrischen Feldes proportional zur Spannung der Batte-
rie.

In einem weiteren Experiment plazierten Kenyon und Edwards eine “beam-
power radio tube” in das Innere eines Faraday-Käfigs.18 Sie versuchten, die
Potentialdifferenz zwischen dem System und dem Faraday-Käfig zu bestimmen,
jedoch ohne Erfolg. Ein Effekt in der Größenordnung der früheren Experimente
von Edwards, Kenyon und Lemon konnte nicht festgestellt werden.

Auf jeden Fall muß hier dem das System einschließenden Faraday-Käfig Be-
achtung geschenkt werden, wie auch bei den meisten von Bartlett und Ward zi-
tierten Experimenten. Wie schon weiter oben erwähnt wurde, wird durch die in
den Wänden des Faraday-Käfigs induzierten Ladungen auf Grund der im Innern
befindlichen Ladungen eine Kraft auf eine interne Testladung ausgeübt. Sofern
zwei oder mehrere interne Ladungen vorhanden sind, wird die auf jede Ladung
einwirkende Kraft für zwei Fälle zu unterscheiden sein: (A) ohne Faraday-Käfig
(einwirkende Kraft nur bedingt durch die anderen internen Ladungen) und (B)
mit Faraday-Käfig (einwirkende Kraft bedingt durch die anderen internen La-
dungen und durch alle in den Wänden des Käfigs induzierte Ladungen). Hier-
durch wird die Komplexität der Situation deutlich erhöht, und es ist schwierig,
ein einfaches Ergebnis zu erzielen. Zusätzlich zu der Komplikation durch den
Faraday-Käfig ist auch noch das elektrische Feld proportional zur angelegten
Spannung zu beachten, bevor über ein elektrisches Feld zweiter Ordnung gespro-
chen werden kann. Diese Überlegungen wurde jedoch von keinem der Autoren
angestellt, die in ihren Experimenten normale ohmsche Leiter eingesetzt haben.
Das elektrische Feld zweiter Ordnung ist in der Regel viel schwächer als das
zur angelegten Spannung proportionale Feld, wie später gezeigt wird. Deshalb
muß das elektrische Feld proportional zur angelegten Spannung in die Analyse
einbezogen werden, da es den gesuchten Effekt überdecken kann.

Zusätzliche Forschung ist notwendig, um die Frage nach der Existenz eines
elektrischen Feldes zweiter Ordnung abschließend zu beantworten. In diesem

16[Edw74] und [EKL76].
17[BW77].
18[KE91].
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Sinne sind in den letzten 25 Jahren eine große Anzahl von experimentellen
und theoretischen Arbeiten veröffentlicht worden ohne ein abschließendes Er-
gebnis.19

19[Bon81, Cur82, Wes87, Gra88, Wes90c, BE90, Hay90, Ive90, Wes91, BC91a, BC91b, Ive91,
Bil92, LEK92, Sin92, Str92, Ass94, CM00, BCM01, Shi02].
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Kapitel 4

Wechselwirkung auf Grund
elektrostatischer Induktion

4.1 Einführung

Das zentrale Thema dieses Buches bezieht sich auf die Wechselwirkung zwischen
einem ruhenden gleichstromführenden ohmschen Leiter und einer relativ zum
Leiter ruhenden externen Ladung. Insbesondere liegt das Interesse auf derjeni-
gen Komponente der Kraft, die sich proportional zur Spannung oder zur EMK
der Batterie verhält bzw. zur Potentialdifferenz längs des Leiters.

Vor einer Analyse dieser Fälle soll die Wechselwirkung zwischen einer Punkt-
ladung und einem stromlosen Leiter untersucht werden. Dabei wird angenom-
men, dass im Außenraum und in inneren Hohlräumen entweder normaler At-
mosphärendruck oder Vakuum herrscht. Außerdem werden nur Gleichgewichts-
zustände betrachtet, in denen Punktladung und Leiter relativ zueinander und
relativ zu einem Inertialsystem in Ruhe sind. Schließlich wird angenommen,
dass sich keine weiteren Ladungen oder Leiter in der Umgebung befinden außer
den direkt untersuchten. Die wesentlichen Inhalte dieses Kapitels wurden 2005
veröffentlicht.1

4.1.1 Punktladung und unendlich große Fläche

Die einfachste Anordnung ist die einer Punktladung q im Abstand d zu einer
unendlich ausgedehnten leitenden neutralen Fläche. Unter der Annahme, dass
die leitende Fläche in der Ebene z = 0 liegt und sich die Punktladung am
Ort (x, y, z) = (0, 0, z) befindet, liefert die Abbildungsmethode eine anziehende
Kraft auf die Punktladung q wie folgt:

~F0 = ∓ q2

16πε0

ẑ

z2
. (4.1)

1[HA05b].
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Das obere Zeichen gilt für z > 0, das untere für z < 0.

Mit ~F0 = q ~E0 ergibt sich ein elektrisches Feld auf Grund von elektrostati-
scher Induktion zu:

~E0 = ∓ q

16πε0

ẑ

z2
. (4.2)

Diese Kraft ist immer anziehend und strebt gegen unendlich für d→ 0.

4.1.2 Punktladung und Kugelschale

Ein weiterer einfach zu behandelnder Fall ist der einer Punktladung und einer
leitenden Kugelschale in relativer Ruhe zu einander. Der Radius einer Kugel-
schale mit dem Mittelpunkt im Koordinatenursprung 0 sei R, die Überschußla-
dung auf der von der gegenüber der Erde isolierten Kugelschale sei Q und die
Testladung befände sich am Ort ~r = rr̂ bezogen auf 0. Auch dieses Problem kann
mit Hilfe der Abbildungsmethode gelöst werden und ist in vielen Lehrbüchern
zum Elektromagnetismus zu finden. Ist r > R ergibt sich die Kraft auf q zu

~F0 =
q

4πε0

[

Q− qR3(2r2 −R2)

r(r2 −R2)2

]

~r

r3
. (4.3)

Ist r < R, so ist die Kraft unabhängig von Q und ergibt sich zu

~F0 =
q2

4πε0

R~r

(R2 − r2)2
. (4.4)

Diese Kräfte streben gegen unendlich für r → R. Befindet sich die Ladung
q innerhalb der Schale, so wirkt auf sie immer eine anziehende elektrostatische
Kraft hin zur nächstgelegenen Oberfläche. Befindet sich q außerhalb der Schale,
so wirkt eine anziehende Kraft nicht nur für qQ < 0, sondern auch für qQ > 0,
unter der Voraussetzung, dass sich q in sehr geringem Abstand zu Schale befin-
det. Eine detaillierte Beschreibung dieser Tatsache findet sich z.B. in Maxwells
Arbeit,2 in einer Arbeit von Melehy,3 und in Jacksons Buch.4

In diesen Fällen ergibt sich das elektrische Feld auf Grund von elektrostati-
scher Induktion (mit ~F0 = q ~E0) zu:

~E0 =
1

4πε0

[

Q− qR3(2r2 −R2)

r(r2 −R2)2

]

~r

r3
, mit r > R . (4.5)

~E0 =
q

4πε0

R~r

(R2 − r2)2
, mit r < R . (4.6)

2[Max81, Kapitel VII: Theorie elektrischer Abbildungen, Seiten 80-88].
3[Mel98].
4[Jac75, Sektion 2.3].
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4.2 Punktladung und zylinderförmiges Rohr

Nach der Analyse dieser beiden einfachen Fälle folgt nun als Hauptthema die-
ses Abschnitts die Berechnung der elektrostatischen Kraft zwischen einem un-
endlich ausgedehnten Zylinder mit Radius a, dessen Potential auf Null gesetzt
wird und einer externen Punktladung q. Soweit bekannt ist diese Berechnung
noch nicht durchgeführt bzw. veröffentlicht worden. Die Berechnung basiert auf
der Verwendung der Green-Funktion.5 Betrachtet wird zunächst die bekannte
Lösung bezüglich des Potentials eines geerdeten geschlossenen endlichen zylin-
drischen Rohres mit einer internen Punktladung.6 Danach wird der Übergang
zu einem unendlich langen Zylinder durchgeführt und der entsprechende Einfluß
auf die externe Punktladung untersucht. Schließlich wird die gleiche Analyse für
den Fall einer externen Punktladung durchgeführt. Dabei wird im einzelnen der
Sonderfall eines dünnen Leiters behandelt, d.h. einer Situation, in der die Punkt-
ladung einen im Vergleich zum Radius vielfach größeren Abstand zur Achse des
Leiters aufweist. Diese Berechnungen wurden 2005 veröffentlicht.7

4.3 Endliches leitendes zylindrisches Rohr mit
interner Punktladung. Lösung der Poisson-
schen Gleichung

Betrachtet wird ein endliches leitendes zylindrisches Rohr mit einem Radius a
und einer Länge ℓ≫ a und mit z als Symmetrieachse (siehe Abbildung 4.1.) Un-
ter Verwendung von Zylinderkoordinaten ergibt sich der Mittelpunkt des Roh-
res bei (ρ, z) = (0, ℓ/2). Eine Punktladung q befinde sich innerhalb des Rohres
am Ort ~r ′ = (ρ′ < a,ϕ′, z′). Angestrebt wird die Berechnung des elektrischen
Potentials des Systems, das elektrische Feld, die durch q induzierte Verteilung
von Oberflächenladungen und die resultierende Kraft zwischen Zylinder und der
Ladung q.

Das elektrische Potential φ gehorcht der Poissonschen Gleichung:

∇2
rφ = − ρ

ε0
. (4.7)

Die Standardlösung der Green-Funktion-Methode ergibt für diesen Fall mit
Dirichlet-Randbedingungen (Potential festgelegt auf einer geschlossenen Ober-
fläche):

φ(~r) =
1

4πε0

∫ ∫ ∫

V

ρ(~r ′′)G(~r, ~r ′′)dV ′′ − 1

4π
©
∫∫

S

φ(~r ′′)
∂G

∂n′′
da′′ , (4.8)

mit V als Volumen des zylindrischen Rohres, mit S als Größe der geschlossenen
Oberflächen und mit ∂/∂n′′ als Ableitung senkrecht zur Oberfläche S des Roh-

5[Jac99, Kapitel 1 bis 3].
6[Jac99, Seite 143].
7[HA05b].
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Abbildung 4.1: Endliches leitendes zylindrisches Rohr mit Radius a, Länge ℓ≫ a
und einem Mittelpunkt bei (ρ, z) = (0, ℓ/2), mit z als Symmetrieachse. Die
leitenden Oberflächen befinden sich bei z = 0 und bei z = ℓ. Eine Punktladung
q befindet sich bei (ρ, ϕ, z) = (ρ′ < a,ϕ′, 0 < z′ < ℓ).

res mit der Orientierung nach außen. Die Green-Funktion G(~r, ~r ′′) erfüllt die
Gleichung:

∇2
r′′G(~r, ~r

′′) = −4πδ(~r − ~r ′′) . (4.9)

Da sich die Oberfläche des Zylinders im elektrostatischen Gleichgewicht und
auf einem konstanten Potential befindet, wird festgelegt, dass an der Oberfläche
G(~r, ~r ′′) = 0 gilt.

Die Entwicklung der Diracschen Delta-Funktion in Zylinderkoordinaten er-
gibt:

δ(~r − ~r ′′) = δ(ρ− ρ′′)
δ(ϕ− ϕ′′)

ρ
δ(z − z′′) . (4.10)

Unter Verwendung orthonormaler Funktionen ergibt sich für die Delta-Funk-
tionen für ϕ und z:

δ(z − z′′) =
2

ℓ

[ ∞
∑

n=1

sin
nπz

ℓ
sin

nπz′′

ℓ

]

, (4.11)

δ(ϕ− ϕ′′) =
1

2π

[ ∞
∑

m=−∞
eim(ϕ−ϕ′′)

]

. (4.12)

Dabei ist die besondere Wahl der Reihenentwicklung von z zu beachten
(siehe Gleichung (4.12)). Diese Wahl erfüllt die Bedingung G(~r, ~r ′′) = 0 an
den Endflächen des zylindrischen Rohres an den Orten z = 0 und z = ℓ. Die
Green-Funktion kann in ähnlicher Weise entwickelt werden:
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G(~r, ~r ′′) =
1

πℓ

{ ∞
∑

m=−∞
eim(ϕ−ϕ′′)

[ ∞
∑

n=1

sin
nπz

ℓ
sin

nπz′′

ℓ
gm(k, ρ, ρ′′)

]}

,

(4.13)
wobei k = nπ/ℓ und gm(k, ρ, ρ′′) die zu bestimmende radiale Green-Funktion
darstellt. Durch Einsetzen dieses Ausdrucks in Gleichung (4.9) und unter Ver-
wendung von (4.10) bis (4.12) ergibt sich:

1

ρ

d

dρ

(

ρ
dgm
dρ

)

−
(

k2 +
m2

ρ2

)

gm = −4π

ρ
δ(ρ− ρ′′) . (4.14)

Für ρ 6= ρ′′ wird die rechte Seite der Gleichung (4.14) gleich Null. Dies be-
deutet, dass gm sich ergibt als eine lineare Kombination modifizierter Bessel
Funktionen, Im(kρ) und Km(kρ). Unter der Annahme, dass ψ1(kρ) die Rand-
bedingungen für ρ < ρ′′ und ψ2(kρ) die Randbedingungen für ρ > ρ′′ erfüllt,
gilt:

ψ1(kρ<) = AIm(kρ<) +BKm(kρ<) , (4.15)

ψ2(kρ>) = CIm(kρ>) +DKm(kρ>) . (4.16)

Hier sind A, B, C und D Koeffizienten, die zu bestimmen sind. Die Symme-
trie der Green-Funktion in ρ und ρ′′ erfordert, dass:

gm(k, ρ, ρ′′) = ψ1(kρ<)ψ2(kρ>) , (4.17)

mit ρ> und ρ< als größerer bzw. kleinerer Wert von ρ und ρ′′. Da das Poten-
tial für ρ → 0 nicht divergiert, gilt B = 0. Die Green-Funktion muß für ρ = a
verschwinden, d.h. ψ2(ka) = 0. Hieraus folgt C = −DKm(ka)/Im(ka). Die
Funktion gm erhält dann die Form:

gm(k, ρ, ρ′′) = HIm(kρ<)

[

Km(kρ>)− Im(kρ>)
Km(ka)

Im(ka)

]

. (4.18)

Der Normalisierungskoeffizient H = AC ist bestimmt durch die Diskonti-
nuität der Delta-Funktion in Gleichung (4.14):

dgm
dρ

∣

∣

∣

∣

∣

+

− dgm
dρ

∣

∣

∣

∣

∣

−

= −4π

ρ′′
= kW [ψ1, ψ2] , (4.19)

wobei das ± Zeichen die Berechnung bei ρ = ρ′′ ± ǫ bedeutet mit dem Grenz-
übergang ǫ→ 0. In der letzten Gleichung bedeutetW [ψ1, ψ2] die Wronskian von
ψ1 und ψ2. Durch Einsetzen von gm in Gleichung (4.19) und unter Verwendung
vonW [Im(kρ′′),Km(kρ′′)] = −1/(kρ′′) ergibt sich H = 4π. Die Green-Funktion
für das Problem eines endlichen leitenden Zylinders mit einer Ladung im Innern
kann schließlich wie folgt formuliert werden:
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G(~r, ~r ′′) =
4

ℓ

{ ∞
∑

m=−∞
eim(ϕ−ϕ′′)

{ ∞
∑

n=1

sin(kz) sin(kz′′)Im(kρ<)×

×
[

Km(kρ>)− Im(kρ>)
Km(ka)

Im(ka)

]}}

. (4.20)

4.3.1 Zylindrisches Rohr auf Potential Null

Betrachtet wird ein Zylinder, der sich auf Nullpotential befindet, d.h. φ(~r ′′) = 0:

φ(a, ϕ, 0 ≤ z ≤ ℓ) = φ(ρ ≤ a, ϕ, ℓ) = φ(ρ ≤ a, ϕ, 0) = 0 . (4.21)

Durch Einsetzen der Gleichung (4.20) und (4.21) in Gleichung (4.8) erhält
man das Potential innerhalb des Zylinders (mit ρ(~r ′′) = qδ(~r ′ − ~r ′′)) zu:

φ(~r, ~r ′) =
q

πε0ℓ

{ ∞
∑

m=−∞

{ ∞
∑

n=1

eim(ϕ−ϕ′) sin
(nπz

ℓ

)

sin

(

nπz′

ℓ

)

Im

(nπρ<
ℓ

)

×

×
[

Km

(nπρ>
ℓ

)

− Im

(nπρ>
ℓ

) Km

(

nπa
ℓ

)

Im
(

nπa
ℓ

)

]}}

. (4.22)

Die Ausdrücke ρ> und ρ< stehen für die größeren bzw. kleineren Werte von ρ
und ρ′.

4.4 Unendlich langes zylindrisches Rohr mit in-
terner Punktladung

Im folgenden wird die Jacksonsche Lösung auf den Fall eines unendlich langen
zylindrischen Rohres angewendet.

Die Lösung für einen unendlich langen Zylinder unterscheidet sich von der
Lösung für einen Zylinder endlicher Länge im wesentlichen durch eine Änderung
der Entwicklung der Delta-Funktion in Gleichung (4.12). Für den Fall eines un-
endlich langen Zylinders bestehen keine Einschränkungen bezügliche der Wahl
von n (oder k):

δ(z − z′′) =
1

2π

∫ ∞

−∞
eik(z−z

′′)dk =
1

π

∫ ∞

0

cos[k(z − z′′)]dk . (4.23)

Für die Green-Funktion ergibt sich:

G(~r, ~r ′′) =
2

π

{ ∞
∑

m=−∞
eim(ϕ−ϕ′′)

∫ ∞

0

cos[k(z − z′′)]Im(kρ<)×
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×
[

Km(kρ>)− Im(kρ>)
Km(ka)

Im(ka)

]

dk

}

. (4.24)

Der Übergang von Gleichung (4.12) zur Gleichung (4.23) erfolgt durch die
Transformation der Fourier Reihe in eine kontinuierliche Fourier-Transformation,
mit ℓ→ ∞, nπ/ℓ = k, dk = π/ℓ, z → z+ℓ/2, z′′ → z′′+ℓ/2 und durch Ersetzen
der unendlichen Summe mit dem Integral über k.

4.4.1 Zylindrisches Rohr auf Potential Null

Betrachtet wird ein Zylinder, der sich auf Nullpotential befindet, d.h. φ(a, ϕ, z) =
0. Durch Einsetzen der Gleichung (4.24) in Gleichung (4.8) folgt für das Poten-
tial innerhalb des Zylinders (mit ρ(~r ′′) = qδ(~r ′ − ~r ′′)):

φ(~r, ~r ′) =
q

2π2ε0

{ ∞
∑

m=−∞
eim(ϕ−ϕ′)

∫ ∞

0

cos[k(z − z′)]Im(kρ<)×

×
[

Km(kρ>)− Im(kρ>)
Km(ka)

Im(ka)

]

dk

}

. (4.25)

Wie bisher stehen die Ausdrücke ρ> und ρ< für die größeren bzw. kleineren
Werte von ρ und ρ′.

Für das elektrisches Feld auf Grund von elektrostatischer Induktion ergibt
sich ~E0 = −∇φ, mit den Komponenten:

Eρ(ρ < ρ′) = −∂φ
∂ρ

= − q

2π2εo

{ ∞
∑

m=−∞
eim(ϕ−ϕ′)

∫ ∞

0

k cos[k(z − z′)]Im
′(kρ)×

×
[

Km(kρ′)− Im(kρ′)
Km(ka)

Im(ka)

]

dk

}

, (4.26)

Eρ(ρ > ρ′) = −∂φ
∂ρ

= − q

2π2ε0

{ ∞
∑

m=−∞
eim(ϕ−ϕ′)

∫ ∞

0

k cos[k(z − z′)]Im(kρ′)×

×
[

Km
′(kρ)− Im

′(kρ)
Km(ka)

Im(ka)

]

dk

}

, (4.27)

Eϕ = −1

ρ

∂φ

∂ϕ
=

q

π2ε0ρ

{ ∞
∑

m=1

m sin[m(ϕ− ϕ′)]

∫ ∞

0

cos[k(z − z′)]Im(kρ<)×

×
[

Km(kρ>)− Im(kρ>)
Km(ka)

Im(ka)

]

dk

}

, (4.28)

Ez = −∂φ
∂z

=
q

2π2ε0

{ ∞
∑

m=−∞
eim(ϕ−ϕ′)

∫ ∞

0

k sin[k(z − z′)]Im(kρ<)×
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×
[

Km(kρ>)− Im(kρ>)
Km(ka)

Im(ka)

]

dk

}

. (4.29)

Die auf die Ladung q wirkende elektrische Kraft auf Grund von elektrosta-
tischer Induktion ~F0 = q ~E0(~r

′) wird durch Gleichung (4.26) wiedergegeben für
~r = ~r ′ ohne den ersten Term in Klammern (der das durch die Ladung q erzeug-
te Feld wiedergibt). Bei unendlicher Länge des Zylinders ergibt sich nur eine
radiale Komponente zu:

~F0(~r
′) =

q2

2π2ε0

{ ∞
∑

m=−∞

∫ ∞

0

kIm(kρ′)Im
′(kρ′)

Km(ka)

Im(ka)
dk

}

ρ̂

= − q2

4π2ε0ρ′
2

{ ∞
∑

m=−∞

∫ ∞

0

I2m(x)
d

dx

[

x
Km(xa/ρ′)

Im(xa/ρ′)

]

dx

}

ρ̂ . (4.30)

In der letzten Gleichung wurde schrittweise integriert. In Abbildung 4.2 ist die
elektrische Kraft auf Grund von elektrostatischer Induktion aus Gleichung (4.30)
dargestellt, normalisiert mit der Konstanten Fq ≡ q2/4πε0a

2 als Funktion von
ρ′/a. Wie zu erwarten geht diese Kraft gegen Null für ρ′/a = 0 und divergiert
für ρ′ → a.

Abbildung 4.2: Elektrische Kraft auf Grund von elektrostatischer Induktion F0

zwischen einem geerdeten Zylinder unendlicher Länge und Radius a und einer
Punktladung q im Abstand ρ′ < a von der z-Achse (die gleichzeitig die Symme-
trieachse darstellt), normalisiert mit der Konstanten Fq ≡ q2/4πε0a

2.

Die Oberflächenladungen können mit Hilfe des Gaußschen Gesetzes bestimmt
werden und ergeben sich zu:

σ(a, ϕ, z) = ε0Eρ(a, ϕ, z) =
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= − q

2π2a

[ ∞
∑

m=−∞
eim(ϕ−ϕ′)

∫ ∞

0

cos[k(z − z′)]
Im(kρ′)

Im(ka)
dk

]

. (4.31)

Für die Ladung pro Längeneinheit λ(z) folgt:

λ(a, z) =

∫ 2π

0

σ(a, ϕ, z)a dϕ = − q

π

∫ ∞

0

cos[k(z − z′)]
I0(kρ

′)

I0(ka)
dk . (4.32)

Die gesamte im Zylinder induzierte Ladung ergibt sich durch Integration von
Gleichung (4.32) von z = −∞ bis ∞ und mit z′ = 0. Unter Verwendung von:

δ(k) =
1

2π

∫ ∞

−∞
cos(kz)dz =

1

π

∫ ∞

0

cos(kz)dz , (4.33)

ergibt sich:

Q =

∫ ∞

−∞
λ(a, z)dz = −q . (4.34)

4.5 Leitendes zylindrisches Rohr unendlicher Län-
ge mit externer Punktladung

Nun wird als neuer Fall die Anordnung eines leitenden Zylinders mit einer exter-
nen Punktladung behandelt. Die Position der Punktladung q sei ~r ′ = (ρ′, ϕ′, z′)
mit ρ′ > a. In analoger Weise ergibt sich die Green-Funktion für diesen Fall zu:

G(~r, ~r ′′) =
1

2π2

[ ∞
∑

m=−∞
eim(ϕ−ϕ′′)

∫ ∞

0

cos[k(z − z′′)]gm(k, ρ, ρ′′)dk

]

, (4.35)

wobei gm geschrieben werden kann als das Produkt ψ′
1(ρ < ρ′′)ψ′

2(ρ > ρ′′). Die
Funktionen ψ′

1 und ψ′
2 erfüllen die modifizierte Bessel Funktion. Sie können als

lineare Kombination möglicher Lösungen dargestellt werden:

ψ′
1(kρ<) = A′Im(kρ<) +B′Km(kρ<) , (4.36)

ψ′
2(kρ>) = C ′Im(kρ>) +D′Km(kρ>) . (4.37)

Für ρ → ∞ muß die Green Funktion endlich bleiben. Folglich gilt C ′ =
0. Zusätzlich muß die Green-Funktion an der Grenzoberfläche den Wert Null
annehmen. Hieraus folgt G = 0 an der Oberfläche des Zylinders ρ = a. Somit
ergibt sich:

ψ′
1(a) = A′Im(ka) +B′Km(ka) = 0 → B′ = −A′ Im(ka)

Km(ka)
. (4.38)
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Um die Funktion gm zu erhalten, muß noch die Konstante H ′ bestimmt
werden:

gm(k, ρ, ρ′′) = H ′
[

Im(kρ<)−Km(kρ<)
Im(ka)

Km(ka)

]

Km(kρ>) , (4.39)

mit ρ> (ρ<) als größerer (kleinerer) Wert von ρ und ρ′′.
Aus Gleichung (4.19) folgt H ′ = 4π:

gm(k, ρ, ρ′′) = 4π

[

Im(kρ<)−Km(kρ<)
Im(ka)

Km(ka)

]

Km(kρ>) . (4.40)

Als Green Funktion ergibt sich:

G(~r, ~r ′′) =
2

π

{ ∞
∑

m=−∞
eim(ϕ−ϕ′′)

∫ ∞

0

cos[k(z − z′′)]×

×
[

Im(kρ<)−Km(kρ<)
Im(ka)

Km(ka)

]

Km(kρ>)dk

}

. (4.41)

4.5.1 Zylindrisches Rohr auf Potential Null

Wird die Oberfläche des Zylinders auf Potential Null gehalten, so gilt:

φ(a, ϕ, z) = 0 . (4.42)

Einsetzen der Gleichungen (4.41) und (4.42) in Gleichung (4.8) mit ρ(~r ′′) =
qδ(~r ′ − ~r ′′) ergibt:

φ(~r, ~r ′) =
q

2π2ε0

{ ∞
∑

m=−∞
eim(ϕ−ϕ′)

∫ ∞

0

cos[k(z − z′)]×

φ(~r, ~r ′) =
q

2π2ε0

{ ∞
∑

m=−∞
eim(ϕ−ϕ′)

∫ ∞

0

cos[k(z − z′)]×

×
[

Im(kρ<)−Km(kρ<)
Im(ka)

Km(ka)

]

Km(kρ>)dk

}

. (4.43)

Wiederum steht ρ> (ρ<) für den größeren (kleineren) Wert von ρ und ρ′.
Da in großer Entfernung vom Nullpunkt ρ sehr viel größer ist als ρ′, kann

Gleichung (4.43) in approximativer Form geschrieben werden. Der erste Term in
Klammern ergibt dann Im(kρ<)Km(kρ>) mit ρ< = ρ′ und ρ> = ρ. Zu beachten
ist der Term Km(kρ) mit ρ ≫ ρ′, der mit wachsendem k rasch gegen Null
geht. Hieraus folgt, dass der wesentliche Beitrag zum Integral durch das Gebiet
zwischen 0 < k < 1/ρ geliefert wird. Für kleine Argumente, d.h. für kρ′ ≪ 1,
ergibt Im(kρ′) angenähert Im(kρ′) ≈ (kρ′/2)m/m!. Hieraus ist ersichtlich, dass
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der erste Term der wichtigste ist, nämlich m = 0. Das Integral über den ersten
Term in Klammern in Gleichung (4.43) ergibt:

φ1(ρ≫ ρ′) ≈ q

2π2ε0

∫ ∞

0

cos[k(z − z′)]K0(kρ)dk =
q

4πε0ρ
. (4.44)

Die letzte Gleichsetzung ergibt sich aus der folgenden Identität:8

2

π

∫ ∞

0

cos(xt)K0(yt)dt =
1

√

x2 + y2
. (4.45)

Der zweite Term in Klammern in Gleichung (4.43) kann in gleicher Weise be-
handelt werden. Der wesentliche Beitrag zum Integral wird durch die Region
zwischen 0 < k < 1/ρ geliefert. Wiederum ist der erste Term der wichtigs-
te. Entsprechend wird die Funktion K0(kρ

′) für kleine Argumente angenähert
zu: K0(kρ

′) ≈ − ln(kρ′). Das Integral über den zweiten Term in Klammern in
Gleichung (4.43) ergibt dann:

φ2(ρ≫ ρ′) ≈ − q

2π2ε0

∫ ∞

0

cos[k(z − z′)]
ln(kρ′)

ln(ka)
K0(kρ)dk . (4.46)

Aus Gleichung (4.43) ergibt sich das elektrische Feld zu ~E0 = −∇φ, mit den
Komponenten:

Eρ(ρ < ρ′) = − q

2π2ε0

{ ∞
∑

m=−∞
eim(ϕ−ϕ′)

∫ ∞

0

k cos[k(z − z′)]×

×
[

Im
′(kρ)−K ′

m(kρ)
Im(ka)

Km(ka)

]

Km(kρ′)dk

}

, (4.47)

Eρ(ρ > ρ′) = − q

2π2ε0

{ ∞
∑

m=−∞
eim(ϕ−ϕ′)

∫ ∞

0

k cos[k(z − z′)]×

×
[

Im(kρ′)−Km(kρ′)
Im(ka)

Km(ka)

]

Km
′(kρ)dk

}

, (4.48)

Eϕ =
q

π2ε0ρ

{ ∞
∑

m=1

m sin[m(ϕ− ϕ′)]

∫ ∞

0

cos[k(z − z′)]×

×
[

Im(kρ<)−Km(kρ<)
Im(ka)

Km(ka)

]

Km(kρ>)dk

}

, (4.49)

8[AW95, Aufgabe 11.5.11].
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Ez =
q

2π2ε0

{ ∞
∑

m=−∞
eim(ϕ−ϕ′)

∫ ∞

0

k sin[k(z − z′)]×

×
[

Im(kρ<)−Km(kρ<)
Im(ka)

Km(ka)

]

Km(kρ>)dk

}

. (4.50)

Die auf die Ladung q wirkende elektrische Kraft auf Grund von elektrosta-
tischer Induktion ~F0 = q ~E0(~r

′) wird durch Gleichung (4.47) wiedergegeben für
~r = ~r ′ ohne den ersten Term in Klammern (der das durch die Ladung q erzeugte
Feld wiedergibt). Es gibt nur eine radiale Komponente zu:

~F0(~r
′) =

q2

2π2ε0

[ ∞
∑

m=−∞

∫ ∞

0

kKm(kρ′)Km
′(kρ′)

Im(ka)

Km(ka)
dk

]

ρ̂

= − q2

4π2ε0ρ′
2

{ ∞
∑

m=−∞

∫ ∞

0

K2
m(x)

d

dx

[

x
Im(ax/ρ′)

Km(ax/ρ′)

]

dx

}

ρ̂ . (4.51)

Die letzte Gleichung wurde schrittweise integriert. In Abbildung 4.3 ist die
elektrische Kraft auf Grund von elektrostatischer Induktion aus Gleichung (4.51)
in Abbildung 4.3 als Funktion von ρ′/a aufgetragen, normalisiert mit der Kon-
stanten Fq ≡ q2/4πε0a

2. Wie zu erwarten geht diese Kraft gegen Null für
ρ′/a→ ∞ und divergiert für ρ′ → a.

Abbildung 4.3: Elektrische Kraft auf Grund von elektrostatischer Induktion F0

zwischen einem unendlich langen geerdeten Zylinder mit Radius a und einer
Punktladung q im Abstand ρ′ von der z-Achse (die mit der Symmetrieachse des
Zylinders zusammenfällt), normalisiert mit der Konstanten Fq ≡ q2/4πε0a

2. Für
ρ′ < a ergibt sich die Kraft aus Gleichung (4.30), für ρ′ > a aus Gleichung (4.51).
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Die Oberflächenladungen können mit Hilfe des Gaußschen Gesetzes berech-
net werden mit dem Ergebnis:

σ(a, ϕ, z) = ε0Eρ(a, ϕ, z) =

= − q

2π2a

[ ∞
∑

m=−∞
eim(ϕ−ϕ′)

∫ ∞

0

cos[k(z − z′)]
Km(kρ′)

Km(ka)
dk

]

. (4.52)

Für die Ladung per Längeneinheit erhält man:

λ(a, z) =

∫ 2π

0

σ(a, ϕ, z)a dϕ = − q

π

∫ ∞

0

cos[k(z − z′)]
K0(kρ

′)

K0(ka)
dk . (4.53)

Es ist interessant, das Verhalten von λ für einen dünnen Draht weit ent-
fernt von z′ (|z − z′| ≫ ρ′ ≫ a) zu bestimmen. Unter Verwendung der Glei-
chung (3.150) aus dem Buch von Jackson erhält man:9

λ ≈ − q

2 ln(|z|/a)
1

√

ρ′2 + z2
. (4.54)

Die Summe aller Ladungen, die in dem Zylinder induziert werden, erhält man
durch Integration von Gleichung (4.53) vom z = −∞ bis ∞. Unter Verwendung
von Gleichung (4.33) ergibt sich:

Q =

∫ ∞

−∞
λ(a, z)dz = −q . (4.55)

In Abbildung 4.4 ist λ(a, z) als Funktion von z aufgetragen, mit z′ = 0
und normalisiert mit q/ρ′. Wie zu erwarten findet sich der maximale Wert von
λ(a, z) bei z = z′. In Abbildung 4.5 ist λmax als Funktion von ρ′/a aufgetragen,
normalisiert mit q/ρ′. Aus dieser Abbildung wird ersichtlich, dass gilt: λmax → 0
für ρ′/a → ∞, d.h. es ergibt sich eine einfache gerade leitende Linie für einen
leitenden Zylinder der Dicke Null.

4.5.2 Dünnes zylindrisches Rohr auf Nullpotential

Unter der Annahme eines sehr dünnen geerdeten leitenden Zylinders mit a≪ ρ′

können die modifizierten Bessel-Funktionen für kleine Argumente angenähert
werden durch:10

Im(y ≪ 1) ≈ 1

m!

ym

2m
, (4.56)

Km(y ≪ 1) ≈ (m− 1)!2m−1

ym
, m > 0 , (4.57)

K0(y ≪ 1) ≈ − ln
y

2
− γ . (4.58)

9[Jac99].
10[GR94, Sektion 8.44].
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Abbildung 4.4: Induzierte lineare Ladungsdichte λ auf einem leitenden Zylinder
mit einer externen Punktladung, Gleichung (4.53), als Funktion von z/a. Es
wurde z′ = 0 und ρ′/a = 2 gesetzt und normalisiert mit q/ρ′.

Abbildung 4.5: Maximale induzierte Ladungsdichte pro Längeneinheit λmax(z =
z′) auf dem leitenden Zylinder mit einer externen Punktladung, Glei-
chung (4.53), als Funktion von ρ′/a (Abbildung normalisiert durch q/ρ′).

Die Größe γ = 0.577 entspricht der Euler-Mascheroni Konstanten.
Der Klammerausdruck in Gleichung (4.51) für m = 0 beziehungsweise für

m > 0 kann angenähert werden durch:

d

dx

[

x
1

− ln ax
2ρ′ − γ

]

≈ − 1

ln(a/ρ′)
, (4.59)

d

dx

[

x
1

m!

(ax/ρ′)m

2m
(ax/ρ′)m

(m− 1)!2m−1

]

≈ (2m+ 1)x2m(a/ρ′)2m

m!(m− 1)!22m−1
. (4.60)

Der wichtigste Term für ρ′ ≫ a ist daher m = 0. Unter Verwendung der
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Identität
∫∞
0
K2

0 (x)dx = π2/4 ergibt sich die auf die Ladung q einwirkende
elektrische Kraft auf Grund von elektrostatischer Induktion als:

~F0(ρ
′ ≫ a) ≈ − q2

4π2ε0ρ′
2

∫ ∞

0

K2
0 (x)

ln(2ρ′/xa)− γ + 1

[γ − ln(2ρ′/xa)]2
dxρ̂

≈ − q2

4π2ε0ρ′
2 ln(ρ′/a)

∫ ∞

0

K2
0 (x)dxρ̂ = − q2

16ε0ρ′
2 ln(ρ′/a)

ρ̂ . (4.61)

Ein alternativer Ausdruck für diese Kraft ergibt sich durch Integration der
Kraft, die durch die lineare Ladungsdichte λ(a, z) eines dünnen Zylinders aus
Gleichung (4.53) auf die Punktladung q ausgeübt wird. Verwendet man

∫ ∞

−∞

ρ′ cos[k(z − z′)]

[ρ′2 + (z − z′)2]3/2
dz = 2kK1(kρ

′) , (4.62)

so erhält man:

~F0(~r
′) = − q

4πε0

∫ ∞

−∞

ρ′
√

ρ′2 + z2

λ(a, z)

ρ′2 + z2
dzρ̂

= − q2

2π2ε0ρ′
2

∫ ∞

0

x
K0(x)K1(x)

K0(xa/ρ′)
dxρ̂ . (4.63)

Um die Gleichungen (4.61) und (4.63) zu vergleichen, kann die letztere ent-
wikkelt werden mit der Näherung ρ′ ≫ a. Unter Verwendung von K1(x) =
−dK0/dx und K0(xa/ρ

′) ≈ − ln(xa/2ρ′)− γ ≈ ln(ρ′/a) und durch schrittweise
Integraton erhält man:

~F0 =
q2

2π2ε0ρ′
2

∫ ∞

0

x
K0(x)(dK0/dx)

K0(xa/ρ′)
dxρ̂

≈ − q2

4π2ε0ρ′

∫ ∞

0

K2
0 (x)

ln(2ρ′/xa)− γ + 1

[γ − ln(2ρ′/xa)]2
dxρ̂

≈ − q2

16ε0ρ′
2 ln(ρ′/a)

ρ̂ . (4.64)

Dies entspricht genau der Gleichung (4.61).

4.5.3 Unendlich langes zylindrisches Rohr auf Nullpoten-
tial

Wird die Oberfläche eines leitenden Zylinders auf Potential Null gehalten, so
gilt: φ(a, ϕ, z) = φ0. Aus Gleichung (4.41) erhält man (mit n′′ = ρ< und ρ> = ρ):
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∂G

∂n′′

∣

∣

∣

∣

∣

ρ′′=a

= − 2

π

{ ∞
∑

m=−∞
eim(ϕ−ϕ′′)

∫ ∞

0

k cos[k(z − z′′)]
Km(kρ)

Km(ka)
×

×
[

Im
′(kρ′′)Km(ka)− Im(ka)Km

′(kρ′′)
]

dk

}

ρ′′=a

=
2

πa

{ ∞
∑

m=−∞
eim(ϕ−ϕ′′)

∫ ∞

0

cos[k(z − z′′)]
Km(kρ)

Km(ka)
dk

}

. (4.65)

In der letzten Gleichung wurde die Wronskian-BeziehungW [Im(kρ′′), Km(kρ′′)]
= −1/(kρ′′) benutzt.

Der zweite Teil von Gleichung (4.8) kann geschrieben werden als:

φ+ = − 1

4π
©
∫∫

S

φ(~r ′′)
∂G

∂n′′
da′′ =

φ0
2π2a

∫ ∞

−∞
a dz′′

∫ 2π

0

dϕ′′×

×
{ ∞
∑

m=−∞
eim(ϕ−ϕ′)

∫ ∞

0

cos[k(z − z′)]
Km(kρ)

Km(ka)
dk

}

=
φ0
π

∫ ∞

−∞
dz′′

∫ ∞

0

cos[k(z − z′)]
K0(kρ)

K0(ka)
dk

=
2φ0
π

∫ ∞

0

dz′′
∫ ∞

0

cos[k(z − z′)]
K0(kρ)

K0(ka)
dk . (4.66)

In der letzten Gleichung wurden die Grenzen des Integrals über z′′ geändert.
Um das letzte Integral zu berechnen, wurde Gleichung (4.23) verwendet.

Nach Änderung der Variablen erhält man:

∫ ∞

0

cos[k(z − z′)]dz′ = πδ(k) . (4.67)

Eine Näherungslösung für kleine Werte von K0(y), nämlich K0(y) ≈ − ln y,
ist in diesem Fall unzulässig, denn es gilt: limk→0K0(kρ)/K0(ka) → 1 für jedes
ρ. Dies ist zutreffend für einen unendlich langen Zylinder, aber eröffnet kei-
ne physikalische Einsicht in das Verhalten des Potentials als Funktion von ρ.
Dagegen sollte der Ausdruck k ≪ 1/ρ < 1/a benutzt werden mit dem Ergebnis:

φ+ ≈ φ0
ln(kρ)

ln(ka)
, für k ≪ 1/ρ < 1/a . (4.68)
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Das Potential im Außenraum eines unendlich langen leitenden Zylinders auf
Potential φ0 mit einer externen Punktladung ergibt sich aus der Summe der
Gleichungen (4.43) und (4.68).

Das Potential eines Zylinders auf konstanten Potential φ0 kann mit einer
weiteren Methode bestimmt werden. Gegeben sei eine lange gerade Linie der
Länge ℓ entlang der z-Achse, die mit einer konstanten eindimensionalen La-
dungsdichte λ belegt ist. Für das Potential im Abstand ρ von der z-Achse für
ℓ≫ ρ gilt:

φLinie ≈ λ

2πε0
ln
ℓ

ρ
. (4.69)

Im Abstand ρ = a von der z-Achse ergibt sich ein konstantes Potential
φ0 = 2λ ln(ℓ/a), das der gleichen Randbedingung entspricht wie vorher. Dies
bedeutet, dass die Lösung die gleiche ist. Durch Einsetzen von λ erhält man das
Potential als:

φLinie = φ0
ln(ℓ/ρ)

ln(ℓ/a)
. (4.70)

Dabei ist zu beachten, dass die Gleichung (4.68) mit k ≪ 1/ρ < 1/a und
Gleichung (4.70) mit ℓ ≫ a > ρ im wesentlichen die gleichen sind. Somit kann
Gleichung (4.70) als Lösung für einen langen Zylinder auf konstantem Potential
angesetzt werden.

Das Potential eines langen leitenden Zylinders auf konstantem Potential φ0
mit einer externen Ladung q ist dann gegeben als:

φ(~r, ~r ′) =
q

2π2ε0

{ ∞
∑

m=−∞
eim(ϕ−ϕ′)

∫ ∞

0

cos[k(z − z′)]Km(kρ>)×

×
[

Im(kρ<)−
Im(ka)

Km(ka)
Km(kρ<)

]

dk

}

+ φ0
ln(ℓ/ρ)

ln(ℓ/a)
. (4.71)

Die Komponenten des elektrisches Feld auf Grund von elektrostatischer In-
duktion ~E0, die elektrische Kraft auf Grund von elektrostatischer Induktion
~F0, die auf die Ladung q wirkt, die Dichte der Oberflächenladungen σ und die
eindimensionale Ladungsdichte λ ergeben sich zu:

Eρ(ρ < ρ′) = − q

2π2ε0

{ ∞
∑

m=−∞
eim(ϕ−ϕ′)

∫ ∞

0

k cos[k(z − z′)]×

×
[

Im
′(kρ)− Im(ka)

Km(ka)
K ′
m(kρ)

]

Km(kρ′)dk

}

, (4.72)

Eρ(ρ > ρ′) = − q

2π2ε0

{ ∞
∑

m=−∞
eim(ϕ−ϕ′)

∫ ∞

0

k cos[k(z − z′)]×
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×
[

Im(kρ′)− Im(ka)

Km(ka)
Km(kρ′)

]

Km
′(kρ)dk

}

+
φ0

ρ ln(ℓ/a)
, (4.73)

Eϕ =
q

π2ε0ρ

{ ∞
∑

m=1

m sin[m(ϕ− ϕ′)]

∫ ∞

0

cos[k(z − z′)]×

×
[

Im(kρ<)−
Im(ka)

Km(ka)
Km(kρ<)

]

Km(kρ>)dk

}

, (4.74)

Ez =
q

2π2ε0

{ ∞
∑

m=−∞
eim(ϕ−ϕ′)

∫ ∞

0

k sin[k(z − z′)]×

×
[

Im(kρ<)−
Im(ka)

Km(ka)
Km(kρ<)

]

Km(kρ>)dk

}

, (4.75)

~F0(~r
′) = − q2

4π2ε0ρ′
2

{ ∞
∑

m=−∞

∫ ∞

0

K2
m(x)

d

dx

[

x
Im(ax/ρ′)

Km(ax/ρ′)

]

dx

}

ρ̂

+
qφ0

ρ′ ln(ℓ/a)
ρ̂ , (4.76)

σ(a, ϕ, z) = − q

2π2

{ ∞
∑

m=−∞
eim(ϕ−ϕ′)

∫ ∞

0

k cos[k(z − z′)]
Km(kρ′)

Km(ka)
dk

}

+
ε0φ0

a ln(ℓ/a)
, (4.77)

λ(a, z) = − q

π

∫ ∞

0

cos[k(z − z′)]
K0(kρ

′)

K0(ka)
dk +

2πε0φ0
ln(ℓ/a)

. (4.78)

Mit Hilfe von Gleichung (4.78) kann die Summe der Ladungen auf dem
Zylinder berechnet werden zu:

Q =

∫ ∞

−∞
λ(a, z)dz = − q

π

∫ ∞

−∞
dz

∫ ∞

0

cos[k(z − z′)]
K0(kρ

′)

K0(ka)
dk +

2πℓε0φ0
ln(ℓ/a)

= −q lim
k→0

ln(kρ′)

ln(ka)
+

2πℓε0φ0
ln(ℓ/a)

= −q + 2πℓε0φ0
ln(ℓ/a)

. (4.79)

Für einen neutralen geladenen Zylinder, d.h. für Q = 0 gilt als Beziehung
zwischen dem konstanten Potential φ0 und der Ladung q:

φ0 =
q ln(ℓ/a)

2πε0ℓ
. (4.80)
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4.6 Diskussion

Die elektrische Kraft auf Grund von elektrostatischer Induktion, die von einem
geerdeten unendlichen langen Zylinder mit Radius a auf eine externe Ladung q
im Abstand ρ′ von der Achse des Zylinders ausgeübt wird, ist gegeben als:

~F0 = −αL
q2

4πε0ρ′
2 ρ̂ . (4.81)

Dabei ist αL ein dimensionsloser Parameter. In dieser Arbeit wurden die fol-
genden drei unterschiedlichen Ausdrücke für diese Kraft bestimmt und zwar in
Form der Gleichungen (4.51), (4.61) und (4.63). Für diese drei Fälle ergibt sich
der Parameter αL zu:

αL =
1

π

{ ∞
∑

m=−∞

∫ ∞

0

K2
m(x)

d

dx

[

x
Im(ax/ρ′)

Km(ax/ρ′)

]

dx

}

, (4.82)

αL ≈ 1

π

∫ ∞

0

K2
0 (x)

ln(2ρ′/xa)− γ + 1

[γ − ln(2ρ′/xa)]2
dx ≈ π

4 ln(ρ′/a)
, (4.83)

αL ≈ 2

π

∫ ∞

0

x
K0(x)K1(x)

K0(xa/ρ′)
dx . (4.84)

In Abbildungen 4.6 bis 4.8 wird αL als Funktion von a/ρ′ dargestellt.

Abbildung 4.6: Dimensionsloser Parameter αL von Gleichung (4.81) als Funkti-
on von a/ρ′. Die durchgezogene Linie gibt den Parameter von Gleichung (4.82)
wieder, die grobgestrichelte Linie den von Gleichung (4.83) und die feingestri-
chelte Linie den von Gleichung (4.84).

Es wird deutlich, dass diese drei Werte von αL miteinander konvergieren
für a/ρ′ → 0. Dies ist zu erwarten, denn Gleichung (4.51) ist gültig für einen
Zylinder von endlicher Dicke mit beliebigem Wert für a/ρ′, während Gleichun-
gen (4.61) und (4.63) nur gültig sind für dünne Zylinder, d.h. für a≪ ρ′.
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Abbildung 4.7: Dimensionloser Parameter αL von Gleichung (4.81) als Funk-
tion von a/ρ′, für das Gebiet a/ρ′ ≪ 1. Die durchgezogenen Linie gibt den
Parameter von Gleichung (4.82) wieder, die grobgestrichelte Linie den von Glei-
chung (4.83) und die feingestrichelte Linie (die in diesem Intervall von a/ρ′ mit
der durchgezogenen Kurve zusammenfällt) den von Gleichung (4.84).

Abbildung 4.8: Dimensionloser Parameter αL von Gleichung (4.81) als Funk-
tion von log10(a/ρ

′), für das Gebiet a/ρ′ ≪ 1. Die durchgezogene Linie gibt
den Parameter von Gleichung (4.82) wieder, die grobgestrichelte Linie den von
Gleichung (4.83) und die feingestrichelte Linie (die in diesem Intervall von a/ρ′

mit der durchgezogenen Kurve zusammenfällt) den von Gleichung (4.84).

In Tabelle (4.85) sind die Werte der in Gleichung (4.82) exakt bestimmten
Größe αL als Funktion von ρ′/a wiedergegeben.

Aus Gleichung (4.83) wird ersichtlich, dass der Parameter αL sich für a/ρ′ ≪
1 dem Ausdruck π/[4 ln(ρ′/a)] annähert, d.h. er geht gegen Null für a/ρ′ → 0.
Diese Berechnungen führen zu dem Schluß, dass zwischen einer Punktladung
und einer idealen, geerdeten Linie (Durchmesser gleich Null) keine Wechselwir-
kung besteht. Einer der Autoren (AKTA)11 hatte dies nicht speziell für eine

11[ARM99].
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geerdete Linie voausgesagt, aber für eine leitende insgesamt neutrale Linie mit
0 < αL < 1. Insbesondere wurde 0.1 < αL < 0.9 erwartet, ausgehend von dem
Ergebnis einer Dimensionsbetrachtung und in Analogie zu dem Fall einer Punkt-
ladung q im Abstand ρ′ einer unendlich großen leitenden Ebene. Im letzteren Fall
ist die resultierende Kraft auf eine Testladung gegeben durch αP q

2/4πε0ρ
′2, mit

αP = 1/4 = 0.25. Dagegen zeigen die hier aufgeführten Berechnungen αL = 0
für a/ρ′ = 0 (für den Fall einer unendlich ausgedehnte geerdeten Linie). Dies ist
ein interessantes Ergebnis, denn es zeigt, dass für die Existenz einer Kraft auf
eine externe Testladung nicht nur ein endlicher Abstand zum Zylinder notwen-
dig ist, sondern auch die Existenz einer von Null verschiedenen Oberfläche auf
dem wechselwirkenden Leiter.
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

(4.85)

Später wird diese elektrische Kraft auf Grund von elektrostatischer Induktion
mit derjenigen Kraft verglichen, die sich proportional zur Spannung der Batterie
verhält und entsteht, wenn ein konstanter Strom durch den zylindrischen Draht
fließt.
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Kapitel 5

Wichtige Themen

5.1 Eigenschaften des elektrostatischen Feldes

Im folgenden werden einige Eigenschaften des skalaren elektrischen Potentials φ
und des elektrischen Feldes ~E wiedergegeben. Diese Eigenschaft sind im Detail
in den meisten Büchern zum Elektromagnetismus abgeleitet worden, so dass
hier nur die wesentlichen Aspekte wiedergegeben werden.

Gegeben sei ein Inertialsystem S mit Nullpunkt 0. In diesem Bezugssystem
seienN ruhende Punktladungen qj mit j = 1, ..., N angeordnet. Die Ortvektoren
zu den Positionen der Ladung qj in Bezug auf 0 seien ~rj . Auf Grund des Prinzips
der Superposition kann das Potential am Ort ~ro auf Grund dieser N Ladungen
definiert werden als:

φ(~ro) ≡
N
∑

j=1

qj
4πε0

1

roj
, (5.1)

wobei roj ≡ |~ro − ~rj | der Abstand ist zwischen der Spitze des Vektors ~ro und
der Ladung qj .

Für das elektrische Feld am Punkt ~ro gilt:

~E(~ro) = −∇oφ . (5.2)

Das Linienintegral über die Potentialdifferenz dφ = − ~E · d~ℓ zwischen den
Punkten A und B ergibt

∫ B

A

~E · d~ℓ = −
∫ B

A

(∇φ) · d~ℓ = −
∫ B

A

dφ = φ(~rA)− φ(~rB) . (5.3)

Daraus folgt, dass dies Integral nicht vom Weg des Integrals abhängt, son-
dern nur eine Funktion des Anfangs- und Endpunktes darstellt.

Wird die Integration über einen geschlossenen Weg ausgeführt, so ergibt sich
der Wert Null:
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∮

~E · d~ℓ = 0 . (5.4)

5.2 Das elektrische Feld an verschiedenen Punk-
ten des Leiterquerschnitts

Gegeben sei ein geradliniger homogener Widerstandsdraht von konstantem Quer-
schnitt, durch den ein konstanter Strom fließt. Es war wohl Davy, der als Erster
im Jahr 1821 bewies, dass der Strom durch den gesamten Querschnitt und nicht
nur entlang der Oberfläche fließt:1

Wie wir schon gesehen haben, hat Cavendish sehr umfassend die
Fähigkeit von Metallen untersucht, elektrostatische Ladungen abzu-
leiten; voltaische Ströme zu leiten wurde dann von Davy untersucht.2

Seine Methode bestand darin, die Ausgänge einer voltaischen Bat-
terie sowohl über eine Wasserstrecke zu verbinden (so dass das Was-
ser zersetzt wurde), als auch über einen zu untersuchenden metal-
lischen Leiter. Unterhalb einer bestimmten Länge des metallischen
Leiters wurde das Wasser nicht mehr zersetzt; Davy bestimmte un-
ter diesen Bedingungen Länge und Gewicht verschiedener Metalle
und unterschiedlicher Querschnitte und konnte durch Vergleich zei-
gen, dass die Leitfähigkeit aller dieser verschiedenen Metalle sich
umgekehrt proportional verhält zur Länge und direkt proportional
zum Querschnitt der Leiter, aber unabhängig ist von der Form des
Querschnitts.3 Wie er bemerkte, zeigen die letzeren Tatsachen, dass
voltaischer Strom durch den Körper des Leiters und nicht entlang
der Oberfläche verläuft.

Einen theoretischen Beweis für die Tatsache, dass der Strom den Querschnitt
des Leiters ausfüllt, findet sich (unter sicherlich vielen anderen) in dem Buch von
Chabay und Sherwood.4 Hierbei wird ein metallischer homogener und geradlini-
ger Widerstandsdraht von beliebig geformten Querschnitt angenommen, durch
den ein konstanter Strom fließt. Im Gleichgewichtszustand muß das elektrische
Feld parallel zum Leiterdraht verlaufen (um senkrecht zum Draht verlaufende
Ströme und elektrostatische Polarisation auszuschließen). Angenommen wird
nun ein rechteckiger Pfad ABCDA innerhalb des Drahtes, wobei AB und CD
parallel zum Draht, BC undDA senkrecht zum Draht verläuft. Wie in Abschnitt
5.1 gezeigt wurde, ergibt das Linienintegral über das elektrische Feld den Wert
Null. Bei diesem Nachweis wurden ruhende Ladungen angenommen. In dem
vorliegenden Abschnitt handelt es sich jedoch um einen konstanten Strom, bei

1[Whi73, Seite 90].
2Phil. Trans. cxi (1821), Seite 425. Seine Ergebnisse wurden von Becquerel bestätigt, An-

nales de Chimie, xxxii (1825), Seite 423.
3Diese Ergebnisse waren Cavendish bekannt.
4[CS02, Abschnitt 18.2.4, Seite 631].
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dem die Oberflächenladungen eine Driftgeschwindigkeit vd relativ zur Haupt-
masse des Leiters aufweisen. Diese Driftgeschwindigkeit ist jedoch sehr klein im
Vergleich zur Lichtgeschwindigkeit c. Dies bedeutet, dass die Korrektur zweiter
Ordnung des Typs v2d/c

2 im Vergleich zur Coulomb-Kraft zu vernachlässigen
ist. Sie wird deshalb hier nicht weiter beachtet. Somit folgt, dass das elektri-
sche Feld im Abschnitt AB parallel zum Leiterdraht verläuft und die gleiche
Feldstärke aufweist wie das elektrische Feld in Abschnitt CD. Wegen der dif-
ferentiellen Form des Ohmschen Gesetzes muß dieses Ergebnis auch für die auf
das Volumen bezogene Stromdichte ~J gelten.

Das gleiche Ergebnis ergibt sich auch für diejenige Komponente des elektri-
schen Feldes, die durch den radialen Halleffekt hervorgerufen wird (siehe Ab-
schnitt 6.4), denn das Linienintegral dieser axial gerichteten Komponente hebt
sich längs der Abschnitte BC und DA gegenseitig auf.

Für den Fall eines ringförmigen homogenen Leiters mit einem azimutalen
Stromfluß ergibt die gleiche Überlegung, dass das azimutal ausgerichte elek-
trische Feld (unter Vernächlässigung des kleinen radialen Halleffekts) mit 1/ρ
abnehmen muß, mit ρ als Abstand zwischen dem Ort der Beobachtung und der
Symmetrieachse des Ringes. Ein Beispiel für diese Anordnung wird in Kapitel
13 vorgestellt.

Den Autoren ist kein Experiment bekannt, mit dem der Nachweis geführt
werden sollte, dass das elektrische Feld und die volumenbezogene Stromdichte in
allen Punkten des Querschnitts eines metallischen geradlinigen Leiters konstant
ist, durch den ein konstanter Strom fließt. Das gleiche gilt für die 1/ρ Ab-
hängigkeit im Fall eines ringförmigen Leiters. Die Experimente von Bergman,
Schaefer, Jefimenko und Parker (siehe Kapitel 3) zeigen jedoch qualitativ, dass
diese Annahmen akzeptabel sind.

5.3 Elektromotorische Kraft versus Potentialdifferenz

Im vorliegenden Buch werden mehrere Beispiele behandelt, die zeigen, dass das
elektrische Feld im Außenraum eines gleichstromführenden Leiters proportio-
nal ist zur elektromotorischen Kraft (EMK) einer angeschlossenen Batterie. In
diesem Abschnitt wird betont, dass das Konzept einer EMK zu unterscheiden
ist von der Potentialdifferenz auf Grund ruhender Ladungen. Dieses Thema ist
von zahlreichen Autoren diskutiert worden.5

Um positive und negative Ladungen zu trennen, ist die Existenz von “Nicht-
Coulombkräften”, ~FnC , erforderlich, d.h. von Kräften nicht elektrostatischen Ur-
sprungs. Dies gilt in all den Fällen, in denen Ladungen getrennt werden: im Fall
von Reibungselektrizität; bei der Berührung zweier unterschiedlicher Metalle; in
chemischen Batterien; beim piezoelektrischen Effekt, im Van de Graaf Genera-
tor, in einer photoelektrischen Zelle, usw. Auf Grund der Coulombkräfte ziehen
sich Ladungen mit entgegengesetzter Polarität an und streben eine Vereinigung
an. Was eine Trennung ermöglichen (oder eine Vereinigung unterbinden) soll,

5[VF80], [Gri89, Abschnitt 7.1.2, Seiten 277-278], [CSa] und [CS02, Seiten 642-644].
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muß daher von nicht-elektrostatischer Natur sein, d.h. diese Wechselwirkung
muß von elektrostatischen Coulombkräften unabhängig sein.

Der Ursprung des Begriffs “elektromotorische Kraft” geht auf Volta (1745-
1827) zurück.6

Wie in Abschnitt 5.1 gezeigt wurde gilt für die Differenz des elektrostatischen
Potentials zwischen zwei Punkten A und B:

φB − φA = −
∫ B

A

~EC · d~ℓ . (5.5)

Die Größe ~EC gibt das elektrostatische Potential der ruhenden Ladungen wie-
der. Diese Potentialdifferenz ist unabhängig vom Integrationsweg und nur eine
Funktions der Grenzwerte.

Andererseits gilt für die elektromotorische Kraft zwischen zwei Punkten A
und B, emkBA:

emkBA =

∫ B

A

~EnC · d~ℓ . (5.6)

Die Größe ~EnC = ~FnC/q steht für die auf die Testladung q einwirkende Kraft,
geteilt durch die Größe der Ladung. Diese einwirkende Kraft ist von nicht-
elektrostatischem Ursprung. Das Linienintegral ist vom Weg des Integrals ab-
hängig.

Zum Beispiel heben sich in einer Batterie bei geöffnetem Stromkreis die
Coulomb- und Nicht-Coulombkräfte gegenseitig auf. Dies bedeutet, dass zwi-
schen den Anschlüssen der Batterie eine Potentialdifferenz vorhanden ist, die
numerisch gleich groß ist wie die EMK der Batterie.

In analoger Weise erhält man für die EMK in einem geschlossenen Strom-
kreis:

emk =

∮

~EnC · d~ℓ . (5.7)

Befindet sich in einem geschlossenen Stromkreis eine chemische Batterie oder
eine andere Kraft nicht-elektrostatischen Ursprungs, so nimmt dieses Linienin-
tegral insgesamt einen von Null verschiedenen Wert an.

Trotz des Wortes “Kraft” in der Bezeichnung EMK ist die EMK keine
Kraft im Newtonschen Sinne. Die EMK einer chemischen Batterie is nume-
risch gleich der Potentialdifferenz, die zwischen den Anschlüssen der Batterie
erzeugt wird. Sie wird in den gleichen Einheiten gemessen, nämlich Volt oder
Newton/Coulomb. Dennoch ist die EMK nicht das selbe wie Potentialdifferenz,
wie in diesem Abschnitt betont wird. Sie basiert vom Ursprung her auf einer
Nicht-Coulomkraft und ist nicht immer mit einer Potentialdifferenz assoziiert,
wie zum Beispiel im Fall eines ringförmigen Leiters, dessen Abstand zu einem
Permanentmagneten geändert wird (dies von Weber vorgestellte Beispiel wird
im Anhang A diskutiert). Hier wird ein Strom längs des ringförmigen ohmschen

6[VF80].
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Leiters induziert, obwohl keine Potentialdifferenz zwischen irgendwelchen zwei
Punkten auftritt.7

5.4 Russellsches Theorem

In einem wichtigen kurzen Artikel leitete Russell ein allgemeines Theorem ab,
bezogen auf geradlinige Leiter mit beliebigen Querschnitt, durch die ein kon-
stanter Strom fließt.8 Er folgerte, dass die Dichte der Oberflächenladungen σ
auf den Leitern sich längs der gemeinsamen Achse z linear mit der Entfernung
ändert. Das gleiche Ergebnis gilt ebenfall für das Potential φ innerhalb und
außerhalb der Leiter.

Russell betrachtete homogenes isotropes Material, umgeben von einem iso-
lierenden Medium von konstanter Permeabilität ε. Sein Theorem gilt für große
Entfernungen von den Leiterenden (zur Vermeidung von Randeffekten) und
ebenfall in großer Entfernung von der Quelle der elektromotorischen Kraft, die
den Stromfluß bewirkt.

Im Kern seines Beweises steht die Aussage, dass das elektrische Feld ~E
überall innerhalb des stromführenden Leiters die gleiche longitudinale Kompo-
nente aufweist. Mit ~E = −∇φ bedeutet dies, dass das Potential innerhalb des
Leiters eine lineare Funktion von z sein muß. Im Außenraum muß das Potential
φ der Laplace-Gleichung ∇2φ = 0 genügen. Da die Lösungen der Laplace-Glei-
chung, die allen Randedingungen genügen, eindeutig sind und alle Randbedin-
gungen in allen Leitern lineare Funktionen von z darstellen, muß das gleiche
auch im Außenraum gelten. Somit gilt:

φ(x, y, z) = F (x, y)(A+Bz) . (5.8)

Dabei ist F (x, y) eine Funktion der senkrecht zur Leiterachse ausgerichteten
Koordinaten, während A und B Konstanten darstellen.

In analoger Weise erhält man aus dem Gaußschen Gesetz, dass sich die Ober-
flächenladungen proportional zur Normalkomponente des elektrischen Feldes
an der Grenzfläche des Leiters verhalten. Mit ~E = −∇φ ergibt sich aus Glei-
chung (5.8):

σ(x, y, z) = G(x, y)(A+Bz) , (5.9)

wobei G(x, y) eine Funktion der senkrecht zur Leiterachse ausgerichteten Koor-
dinaten darstellt.

Hieraus folgt, dass die Lösung des elektrostatischen Problems direkt auf
die Lösung für konstante Ströme angewendet werden kann, in dem eine lineare
Abhängigkeit der linearen Komponente eingefügt wird. Im folgenden Kapitel
werden mehrere Beispiele vorgestellt, die dieses Theorem illustrieren.

Dabei ist jedoch zu beachten, dass die Lösung nur für große Entfernungen von
den Leiterenden und in großer Entfernung von der Batterie gilt. Weiterhin gilt

7[VF80] und [Mor85].
8[Rus68].
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sie nicht in der Nähe der Verbindung zweier Materialien mit unterschiedlicher
Leitfähigkeit.
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Teil II

Geradlinige Leiter
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In dieser Arbeit gilt stets das Labor als Bezugssystem. Sofern von Leitern
und Drähten gesprochen wird, werden damit Materialien mit gleichmäßiger Leit-
fähigkeit vorausgesetzt, falls nichts anderes ausgesagt wird. Das Raum außer-
halb oder zwischen den Leitern ist üblicherweise evakuiert oder mit Luft gefüllt.
Zeitliche Veränderungen von Strömen oder Potentialen werden in diesem Zu-
sammenhang nicht betrachtet. Weiterhin wird angenommen, dass sich in der
Nähe der stromführenden Leiter keine weiteren Leiter oder externe Ladungen
befinden, so dass sie als frei von äußeren Einflüssen angesehen werden können
(mit Ausnahme der schon erwähnten Testladung).

Im folgenden ersten Abschnitt werden ein oder mehrere gleichstromführen-
den Leiter parallel zur z-Achse untersucht.
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Kapitel 6

Ein langer geradliniger
Draht mit kreisförmigem
Querschnitt

Wilhelm Weber veröffentlichte als Erster, so scheint es, im Jahr 1852,1 eine
theoretische Berechnung des elektrischen Feldes im Innern eines Leiters mit
kreisförmigen Querschnitt, das durch die Dichte der Oberflächenladungen mit
linearem Gradienten in Längsrichtung hervorgerufen wird (siehe Anhang A). Im
folgenden wird das 1999 publizierte Verfahren angewendet.2

6.1 Konfiguration des Problems

Betrachtet wird ein zylinderförmiger homogener Widerstandsdraht der Länge ℓ
und dem Radius a≪ ℓ (Abbildung 6.1).

Abbildung 6.1: Konfiguration des Problems.

Die Achse des Drahtes stimmt mit der z-Achse überein, mit z = 0 im Mit-
telpunkt des Drahtes. Eine Batterie hält ein konstantes Potential φL bzw. φR

1[Web52].
2[ARM99].
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an den Drahtenden z = −ℓ/2 und z = +ℓ/2 aufrecht. Der Draht führt einen
konstanten Strom der Stärke I, hat eine endliche Leitfähigkeit g und ruht relativ
zum Labor. Der Raum außerhalb ist entweder evakuiert oder mit Luft gefüllt.
Im Abstand ρ =

√

x2 + y2 von der Drahtachse befindet sich eine stationäre
Testladung q. Gesucht wird die Kraft, die von dem Draht auf die Testladung q
ausgeübt wird. Ein besonderes Interesse gilt derjenigen Komponente der Kraft,
die sich proportional zur Spannung oder zur EMK der Batterie verhält bzw.
zur Potentialdifferenz längs des Drahtes. Hierzu werden folgende Annahmen
vorausgesetzt:

ℓ≫ ρ ≥ 0, ℓ≫ a > 0 und ℓ≫ |z| ≥ 0 . (6.1)

Die Größe z entspricht der longitudinalen Komponente des Ortsvektor von q
(siehe Abbildung 6.1). Im vorliegenden Abschnitt werden durchgängig Zylin-
derkoordinaten (ρ, ϕ, z) und Einheitsvektoren ρ̂, ϕ̂ und ẑ verwendet.

Der hier vorgestellte Draht muß an irgendeiner Stelle zu einem Stromkreis
geschlossen werden. Zusammen mit diesen Annahmen gilt die durchzuführende
Rechnung für einen Stromkreis wie in Abbildung 6.2 dargestellt. Dies ist ein
Stromkreis in Form eines Vierecks mit gleicher Seitenlänge ℓ und bestehend
aus zylindrischen Leitern mit einem Radius a ≪ ℓ. In größerer Entfernung zur
Spannungsquelle befindet sich etwa in der Mitte einer der Seiten (wie z.B. AB,
BC oder CD) eine Testladung. Der Fall, bei dem sich die Testladung nahe der
Mitte der Seite AD befindet, wurde 2004 veröffentlicht.3

Abbildung 6.2: Ein geschlossener Stromkreis in Form eines Vierecks bestehend
aus einem Widerstandsdraht von kreisförmigem Querschnitt. Eine Testladung
befindet sich nahe der Mitte einer der Seiten des Vierecks.

Unter diesen Annahmen gilt, dass die übrigen drei Seiten keinen nennens-
werten Beitrag zum Potential und zum Feld in der Nähe der Mitte der 4. Sei-
te beitragen. Zusätzlich können Näherungslösungen erwartet werden für einen
kreisförmigen Stromkreis mit Radius R0 = ℓ/2π und kleinem Radius a ≪ R0

(ein Ring), sofern sich die Punktladung in der Nähe des Kreises, aber in größerer
Entfernung zur eingeschalteten Spannungsquelle befindet. Schließlich können die

3[HCA04].
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Lösungen in einer ersten groben Näherung zur Bestimmung der Kraft auf ei-
ne Punktladung wie in Abbildung 1.1 auch für einen normalen Stromkreis von
großer Länge und kleiner Krümmung Verwendung finden (d.h. mit einem im
Vergleich zum Drahtdurchmesser und zum Abstand Punktladung-Leiter sehr
viel größeren Krümmungsradius).

Es werden drei Komponenten der durch den Leiter auf die Punktladung
q ausgeübten Kraft getrennt betrachtet: (A) Die Komponente aufgrund elek-
trostatischer Induktion, basierend auf den durch die Punktladung q auf der
Leiteroberfläche induzierten Ladungen (siehe Kapitel 4); (B) die Kraftkompo-
nente, die durch die mit einem stromführenden Leiter verbundenen Oberflä-
chenladungen hervorgerufen wird (proportional zur Spannung bzw. EMK der
angeschlossenen Batterie); (C) die Kraftkomponente proportional zum Quadrat
der Driftgeschwindigkeit vd der Leitungselektronen, d.h. proportional zu v2d/c

2.

6.2 Kraftwirkung auf den Leiter proportional zur
Potentialdifferenz.

Wie schon besprochen wird das elektrische Feld, das einen konstanten Strom-
fluß durch einen an eine Batterie angeschlossenen Widerstandsdraht antreibt,
durch freie, auf der Oberfläche des Drahtes verteilte Elektronen hervorgerufen.
Die Dichte der Oberflächenladungen sei σ(a, ϕ, z). Für den Fall von Gleich-
strömen ist σ zeitlich konstant, aber variiert längs des Leiters (d.h. die Dichte
ist eine Funktion von z). Der hier verfolgte Ansatz entspricht dem in Kapitel 2
vorgestellten Ansatz von Weber und Kirchhoff. Die Batterie, die auf Grund che-
mischer Kräfte eine Potentialdifferenz an ihren Ausgängen erzeugt, ist für die
Aufrechterhaltung dieser Verteilung von Oberflächenladungen verantwortlich.
Die Batterie bewirkt aber nicht direkt das elektrische Feld an allen Punkten im
Leiterkreis. Die Oberflächenladungen andererseits bewirken nicht nur das Feld
innerhalb des Leiters, sondern auch ein Feld im Außenraum.

Der Ansatz dieses Kapitels beinhaltet das folgende Verfahren: Es wird ein
zylinderförmiger Draht betrachtet, der von einem konstanten Strom I durchflos-
sen wird und es wird zunächst in Abwesenheit einer Testladung q das Potential
φ1 und das elektrische Feld ~E1 innerhalb und außerhalb des Leiters berechnet.
Wird die Testladung im Abstand ρ vom Leiter angebracht, so ergibt sich die
darauf einwirkende Kraft auf Grund der Oberflächenladungen zu ~F1 = q ~E1.
Dies gilt unter der Annahme, dass die Ladung klein genug ist, um weder den
Strom noch den Leiter zu beeinflussen — mit Ausnahmen der induzierten La-
dungen und ihrer Kraftwirkung ~F0 = q ~E0 (siehe Kapitel 4). Zunächst erfolgt
die Berechnung des Potentials auf Grund der Oberflächenladungen.

Bei einem Gleichstrom muß das antreibende elektrische Feld im Innern über
der Querschnittfläche des Leiters konstant sein.4 Dabei wird der kleine radiale
Halleffekt innerhalb des Leiters vernachlässigt, der durch das magnetische Feld
des Stromflusses bewirkt wird (siehe Abschnitt 6.4). Dies bedeutet, dass das Po-

4[Whi73, Seite 90].
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tential und die Verteilung der Oberflächenladungen eine lineare Funktion von z
sein muß (siehe Abschnitt 5.4). Wegen der axialen Symmetrie des Drahtes kann
das Potential auch nicht vom azimutalen Winkel abhängen.

σ(a, ϕ, z) = σA + σB
z

ℓ
, (6.2)

mit σA und σB als Konstante.
Eine kurze Diskussion dieses Ausdrucks erscheint sinnvoll, bevor die Berech-

nung fortgesetzt wird. Unter der Annahme, dass der Leiter insgesamt neutral ist
und somit keine Überschußladung aufweist, muß die Integration der Ladungs-
dichte über die gesamte Oberfläche den Wert Null ergeben. Dies Ergebnis ergibt
sich nach Integration der Gleichung (6.2) von z = −ℓ/2 bis z = ℓ/2 nur in dem
symmetrischen Fall, bei dem σA = 0 gilt. Dies mag z.B. für die oberer Seite
BC der Abbildung 6.2 gelten. Andererseits soll die Berechnung für allgemeine
Werte von σA durchgeführt werden, so dass sie z.B. auch für die linke Hälfte
der oberen Seite BC der Abbildung 6.2 anwendbar ist. Die Integration von σ
über die linke Seite (von z = −ℓ/2 bis Null) ergibt einen positiven Wert, da sie
sich näher beim positiven Pol der Batterie befindet. Diese positive Ladung wird
ausgeglichen durch die negative Ladung auf der rechten Hälfte der oberen Seite
BC der Abbildung 6.2 (z von Null bis +ℓ/2). Ein allgemeines σA, angewendet
z.B. auf die linke Seite AB der Abbildung 6.2, ergibt eine positive Ladung, die
ausgeglichen wird durch eine negative Ladung auf der rechten Seite CD von
Abbildung 6.2. Es sei betont, dass der Punkt mit σ = 0 durch die Batterie be-
stimmt wird. Die Batterie bestimmt ebenfalls, an welchen Stellen σ positiv bzw.
negativ ist, je nach dem, ob die Teile sich näher beim positiven oder negativen
Pol der Batterie befinden.

Auf Grund der axialen Symmetrie von σ kann die Berechnung von φ für einen
speziellen Winkel ϕ = 0 rad durchgeführt und dann für alle ϕ verallgemeinert
werden. Das Potential innerhalb und außerhalb des Drahtes ergibt sich zu:

φ1(ρ, z) =
1

4πε0

∫ 2π

ϕ2=0

∫ ℓ/2

z2=−ℓ/2

σadϕ2dz2
√

ρ2 + a2 − 2ρa cosϕ2 + (z2 − z)2

=
1

4πε0

∫ 2π

ϕ2=0

∫ ℓ/2

z2=−ℓ/2

(σA + σBz2/ℓ)dϕ2dz2
√

(

1− 2 ρa cosϕ2 +
ρ2

a2

)

+
(

z2−z
a

)2
(6.3)

Mit der Definition der dimensionslosen Variablen s2 ≡ 1 − 2(ρ/a) cosϕ2 +
(ρ2/a2) und u ≡ (z2 − z)/a ergibt sich: φ1(ρ, z) = (a/4πε0)[(σBa/ℓ)I1 + (σA +
σBz/ℓ)I2], mit

I1 ≡
∫ 2π

ϕ2=0

∫ ℓ/2a−z/a

u=−(ℓ/2a+z/a)

u
dϕ2du√
s2 + u2

, (6.4)

und

I2 ≡
∫ 2π

ϕ2=0

∫ ℓ/2a−z/a

u=−(ℓ/2a+z/a)

dϕ2du√
s2 + u2

. (6.5)
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Diese Integrale können mit der Näherung (6.1) gelöst werden. Als angenäher-
tes Endergebnis folgt (verallgemeinert für alle ϕ):

φ1(ρ ≤ a, ϕ, z) ≈ a

ε0

[

σA ln
ℓ

a
+ σB

z

ℓ
ln

ℓ

ea

]

, (6.6)

φ1(ρ ≥ a, ϕ, z) ≈ a

ε0

[

σA ln
ℓ

ρ
+ σB

z

ℓ
ln

ℓ

eρ

]

. (6.7)

In Gleichung (6.1) kann ln e = 1 im Vergleich zu ln(ℓ/a) und ln(ℓ/ρ) ver-
nachlässigt werden. Daraus folgt:

φ1(ρ, ϕ, z) ≈
aσ(z)

ε0
ln
ℓ

a
=
a(σA + σBz/ℓ)

ε0
ln
ℓ

a
, mit ρ ≤ a , (6.8)

φ1(ρ, ϕ, z) ≈
aσ(z)

ε0
ln
ℓ

ρ
=
a(σA + σBz/ℓ)

ε0
ln
ℓ

ρ
, mit ρ ≥ a . (6.9)

Mit dem Ausdruck λ(z) ≡ 2πaσ(z) ergeben die beiden letzten Gleichungen:

φ1(ρ ≤ a, ϕ, z) ≈ λ(z)

2πε0
ln
ℓ

a
, (6.10)

φ1(ρ ≥ a, ϕ, z) ≈ λ(z)

2πε0
ln
ℓ

ρ
. (6.11)

Aus den Gleichungen (6.6) und (6.7) erhält man für das elektrische Feld
~E1 = −∇φ1:

~E1(ρ < a, ϕ, z) ≈ −aσB
ε0ℓ

(

ln
ℓ

ea

)

ẑ , (6.12)

~E1(ρ > a, ϕ, z) ≈ a

ε0

(

σA + σB
z

ℓ

) ρ̂

ρ
− aσB

ε0ℓ

(

ln
ℓ

eρ

)

ẑ . (6.13)

Soweit bekannt hat WilhelmWeber im Jahr 1852 als erster die Gleichung (6.12)
aufgestellt, ausgehend von der Integration der Gleichung (6.2) (siehe Anhang
A).

In Gleichung (6.1) ist 1 im Vergleich zu ln(ℓ/a) und ln(ℓ/ρ) zu vernachlässigen.
Somit ergibt sich die Coulombsche Kraft auf eine Testladung q im Abstand
(ρ, ϕ, z) (mit ~F1 = −q∇φ1) zu:

~F1 = q ~E1 ≈ −qa
ε0

∂σ(z)

∂z

(

ln
ℓ

a

)

ẑ = −qaσB
ℓε0

(

ln
ℓ

a

)

ẑ , mit ρ < a , (6.14)

~F1 = q ~E1 ≈ qaσ(z)

ε0

ρ̂

ρ
− qa

ε0

∂σ(z)

∂z

(

ln
ℓ

ρ

)

ẑ
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=
qa(σA + σBz/ℓ)

ε0

ρ̂

ρ
− qaσB

ℓε0

(

ln
ℓ

ρ

)

ẑ , mit ρ > a . (6.15)

Diese Ausdrücke können mit dem im Draht fließenden Strom I in Verbindung
gebracht werden. Aus Abbildung 6.1 und der Tatsache, dass φ1 eine lineare
Funktion von z ist, folgt:

φ1(ρ ≤ a, z) =
φR + φL

2
+ (φR − φL)

z

ℓ
. (6.16)

Durch Gleichsetzen mit Gleichung (6.8) und unter Verwendung des Ohm-
schen Gesetzes, φL − φR = RI, mit R = ℓ/gπa2 als Widerstand des Drahtes
und g als dessen Leitfähigkeit, ergibt sich σB = −Rε0I/a ln(ℓ/a) und σA =
ε0(φR + φL)/2a ln(ℓ/a) = ε0(RI + 2φR)/2a ln(ℓ/a). Für die Dichte der freien
Elektronen längs der Oberfläche des Drahtes folgt dann:

σ(a, ϕ, z) =
ε0(φR + φL)

2a ln(ℓ/a)
− Rε0I

a ln(ℓ/a)

z

ℓ
. (6.17)

Daraus folgt für das Potential und die Kraft auf eine Testladung q:

φ1 =
φR + φL

2
−RI

z

ℓ
, mit ρ ≤ a , (6.18)

φ1 =
φR + φL

2

ln(ℓ/ρ)

ln(ℓ/a)
−RI

ln(ℓ/ρ)

ln(ℓ/a)

z

ℓ
, mit ρ ≥ a , (6.19)

~F1 = q ~E1 = q
RI

ℓ
ẑ , mit ρ < a , (6.20)

~F1 = q ~E1 = q

[

1

ln(ℓ/a)

(

RI + 2φR
2

−RI
z

ℓ

)

ρ̂

ρ
+
RI

ℓ

ln(ℓ/ρ)

ln(ℓ/a)
ẑ

]

, mit ρ > a .

(6.21)
Nach Berechnung des Potentials kann im Umkehrschluß die Laplace-Glei-

chung ∇2φ = 0 für Zylinderkoordinaten innerhalb und außerhalb des Drahtes
(für a ≤ ρ ≤ ℓ) durch Trennung der Variablen gelöst werden, wobei eine Lösung
von der Form φ(ρ, ϕ, z) = R(ρ)Φ(ϕ)Z(z) angenommen wird. Die bei dieser Me-
thode gewonnenen willkürlichen Konstanten bedingen die folgenden Randbedin-
gungen: begrenztes Potential φ(0, ϕ, z), φ(a, ϕ, z) = (φR+φL)/2+(φR−φL)z/ℓ
und φ(ℓ, ϕ, z) = 0. Diese letztere Bedingung ist nicht trivial, sondern konnte
erst aufgestellt werden nach Auffinden der Lösung in der hier vorgestellten Rei-
henfolge (siehe Gleichung (6.9)). Die übliche Randbedingung, die besagt, dass
das Potential im Unendlichen gegen Null strebt, gilt nicht für den Fall eines
langen Zylinders, durch den ein Gleichstrom fließt. Aber die Aussage, dass das
Potential für ρ = ℓ gleich Null ist, stellt ein vernünftiges Ergebnis dar. Schließ-
lich bedeutet dies, dass φ = 0 in großer Entfernung vom Leiter betrachtet wird.
Durch diese invertierte Methode erhält man das Potential innerhalb und außer-
halb des Leiters, danach durch ~E = −∇φ das elektrische Feld und schließlich
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die Dichte der Oberflächenladungen durch Multiplikation mit ε0 und der Nor-
malkomponente des elektrischen Feldes außerhalb des Leiters, mit ρ → a. In
dieser Art und Weise wurden alle Berechnungen überprüft.

Wird in den Gleichungen (6.18) bis (6.21) φL = φR = φ0 oder I = 0 ge-
setzt, so erhält man die elektrostatischen Lösungen zurück (langer Draht mit
gleichmäßiger Ladungsdichte σA und Gesamtladung QA = 2πaℓσA) und zwar:

φ1(ρ ≤ a) = φ0 =
aσA
ε0

ln
ℓ

a
, (6.22)

φ1(ρ ≥ a) = φ0
ln(ℓ/ρ)

ln(ℓ/a)
=
aσA
ε0

ln
ℓ

ρ
, (6.23)

~E1(ρ < a) = ~0 , (6.24)

~E1(ρ > a) =
φ0

ln(ℓ/a)

ρ̂

ρ
=
aσA
ε0

ρ̂

ρ
. (6.25)

Es ergibt sich ebenfalls die Kapazität des langen zylinderförmigen Leiters pro
Längeneinheit zu C/ℓ = [QA/φ(a)]/ℓ = 2πε0/ ln(ℓ/a).

Es ist von Interesse, an dieser Stelle die Lösungen für Punkte in unmittel-
barer Nähe des Drahtes zu analysieren, also für ρ = a+ d mit d≪ a. Mit dieser
Näherung ergibt Gleichung (6.9):

φ1 ≈ aσ(z)

ε0

(

ln
ℓ

a
− d

a

)

. (6.26)

Die vorgestellte Analyse verfeinert das Ergebnis, dass von Coombes und
Laue 1981 publiziert wurde, bei dem sie sich auf den Fall eines unendlich lan-
gen Leiters beschränkten.5 Die Autoren erzielten den gleichen Ausdruck für das
elektrische Feld innerhalb und außerhalb des Leiters. Dieses Ergebnis ist zu-
treffend für einen unendlich langen Leiter. Im vorliegenden Fall wird ein zwar
langer Leiter, jedoch von endlicher Länge ℓ behandelt. Als Ergebnis ergibt sich
ein homogenes elektrisches Feld innerhalb des Leiters und ein elektrischen Feld
im Außenraum mit einer von ρ abhängigen longitudinalen und radialen Kom-
ponente.

Gleichungen (6.16), (6.20) und (6.21) zeigen, dass sich das elektrische Feld in-
nerhalb und außerhalb des Leiters proportional zur angelegten Potentialdifferenz
φL − φR = RI verhält. Die gleiche Aussage gilt für die Kraft, die durch einen
gleichstromführenden Leiter auf eine äußere Testladung ausgeübt wird. Durch
Änderung des Leiterquerschnitts oder der Leitfähigkeit kann der Leitungswider-
stand variiert werden. Wird der Leiter jedoch mit der gleichen Batterie verbun-
den und wird die gleiche Potentialdifferenz wirksam, so wird sich die Stromstärke
entsprechend ändern. Was sich nicht ändert, ist jedoch die Dichte der Oberflä-
chenladungen sowie das äußere elektrische Feld. Auf diesen wichtigen Aspekt
haben Chabay und Sherwood hingewiesen.6

5[CL81].
6[CS95], [CS02] und [CSa].
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Überdies existiert nicht nur eine tangentiale Komponente des äußeren elektri-
schen Feldes (wie aus der Stetigkeitsbedingung dieser Komponente an der Gren-
ze zweier Medien abzuleiten ist), sondern auch eine radiale Komponente. Für
den symmetrischen Fall mit φL = −φR = RI/2 ergibt sich das Verhältnis der ra-

dialen Komponente von ~F1 zu seiner tangentialen Komponente zu z/[ρ ln(ℓ/ρ)].
Für einen Leiter von 1 m Länge und z = ρ = 10 cm erhält man für dieses
Verhältnis den Wert 0.4. Dies bedeutet, dass beide Komponente in gleicher
Größenordnung auftreten.

An der Trennfläche zweier Medien ist die longitudinale Komponente des
elektrischen Feldes stetig. Wie aus Gleichungen (6.20) und (6.21) folgt, ergibt
sich die longitudinale Komponente des elektrischen Feldes an der Oberfläche des
Leiters mit ρ = a zu ~E1 = (RI/ℓ)ẑ. Dieses elektrische Feld übt auf die zu dem
Leiter gehörenden Leitungselektronen auf der Oberfläche eine Kraft aus, die im
Gleichgewicht mit dem Leitungswiderstand bewirkt, dass die Elektronen sich
im stationären Zustand mit konstanter tangentialer Geschwindigkeit bewegen.
Im Gleichgewichtszustand ist der Zufluß und Abfluß der freien Elektronen für
jeden kreisförmigen Streifen der Länge 2πa und Breite dz gleich groß, so dass die
Verteilung der Oberflächenladungen zeitlich konstant, aber eine Funktion von
z ist. In jedem Fall bleiben die Oberflächenladungen bei Vorhandensein eines
elektrischen Stromes nicht in Ruhe, sondern bewegen sich auf Grund des an
der Oberfläche existierenden elektrischen Feldes. Die Driftgeschwindigkeit der
Leitungselektronen ist also nicht nur im Innern des Leiters, sondern auch an
der Oberfläche von Null verschieden. Die Verteilung von Oberflächenladungen
entspricht somit einem Oberflächenstrom. Das gleiche gilt für alle im weiteren
zu besprechenden stromführenden Leiter.

Aus den Gleichungen (6.19) und (6.21) folgt, dass das äußere Potential, das
elektrische Feld und die Kraft für ℓ/a → ∞ gegen Null streben. Dies bedeutet,
das elektrische Ströme in ohmschen Leitern auf externe ruhende Ladungen eine
Kraft ausüben mit Ausnahme des idealisierten Falles eines strichförmigen Lei-
ters (Querschnittsfläche = Null). Eine entscheidende Bedingung für die Existenz
einer Kraft ist nicht nur die Tatsache, dass die stromführenden Leiter einen Wi-
derstand besitzen, sondern auch, dass sie einen endlichen Querschnitt aufweisen.

Im folgenden wird die Kraftkomponente proportional zum Quadrat der Strom-
stärke betrachtet.

6.3 Kraft proportional zum Quadrat der Strom-
stärke

Bisher wurden nur zwei Komponenten der Kraft eines stromführenden Leiters
auf eine externe Testladung betrachtet: (A) die durch elektrostatische Induktion
bewirkte Komponente (auf Grund der durch die Anwesenheit von q induzierten
Ladungen auf der Oberfläche des Leiters) und (B) die Komponente, die durch
die an den Leiter anliegende Potentialdifferenz bewirkt wird (auf Grund der
Anwesenheit von Oberflächenladungen, induziert durch den von der Batterie
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erzeugen konstanten Stromfluß ). Diese Dichte von Oberflächenladungen und
das begleitenden elektrische Feld sind proportional zur EMK der Batterie bzw.
der am Leiter anliegenden Potentialdifferenz. Noch nicht betrachtet wurde die
Kraft, die von dem stationären Gitter und den beweglichen Leitungselektronen
auf die ruhende Testladung ausgeübt wird. Dies erfolgt im nächsten Abschnitt
im Vergleich zweier unterschiedlicher theoretischer Modelle: dem Kraftgesetz
nach Lorentz und dem nach Weber.

Aus dem Kraftgesetz nach Lorentz (oder der Liénard-Schwarzschildschen
Kraft) ergibt sich eine von einem stromführenden Leiter auf eine Testladung
q ausgeübte Kraftkomponente, die vom Quadrat der Geschwindigkeit der La-
dung q2, v

2
d, sowie von deren Beschleunigung abhängt. Bei einem konstanten

Stromfluß ergibt sich eine Beschleunigung von q2 aus der Radialbeschleunigung
aufgrund der beliebigen Krümmungen des Leiters. Diese Beschleunigung ist pro-
portional zu v2d/rc mit rc als Krümmungsradius an den verschiedenen Punkten
des Leiters. Dies hätte eine Kraft proportional zu v2d oder zu I

2 zur Folge. Jedoch
konnte gezeigt werden, dass sich im Fall eines geschlossenen Stromkreises mit
konstantem Strom alle diese Komponenten außerhalb des Leiters zu Null addie-
ren und somit keinen Effekt ergeben.7 Das gleiche Ergebnis ergibt sich auf der
Grundlage des Kraftgesetzes von Clausius. Zusammenfassend läßt sich feststel-
len: Aus der Lorentzkraft folgt, dass das durch das stationäre Gitter erzeugte
elektrische Feld durch die Kraftwirkung der freien Elektronen im Innern des
Leiters ausgeglichen werden und dies gilt ebenfalls, wenn ein elektrischen Strom
fließt. Somit kann der Leiter in seinem Innern als elektrisch neutral angesehen
werden (der radial Hall Effekt wird später behandelt).

Nun zu Webers Elektrodynamik.8 Wie schon erwähnt, wird der kleine radiale
Halleffekt auf Grund des durch den Strom erzeugten azimutalen magnetischen
Feldes vernachlässigt. Somit kann das Innere des Leiters im wesentlichen als
elektrisch neutral angesehen werden. Trotz dieser Tatsache sagt die Webersche
Elektrodynamik eine Kraftwirkung von diesem neutralen Leiters auf eine in der
Nähe befindliche Ladung voraus und zwar auch bei einem geschlossenen Strom-
kreis. Dies erklärt sich durch die Tatsache, dass die Kraft der beweglichen Elek-
tronen auf die Probeladung verschieden ist von der Kraft, die von den positiven
Ionen des Gitters auf die Testladung ausgeübt wird. Die entsprechenden Berech-
nungen wurden 1991 veröffentlicht.9 Bei der Durchführung dieser Rechnungen
wurde die Existenz der in diesem Buch diskutierten Oberflächenladungen noch
nicht beachtet. Vielmehr wurden die Berechnungen unter der Annahme durch-
geführt, dass der Leiter im Innern und auf seiner Oberfläche elektrisch neutral
sei. Trotz dieser einschränkenden Annahme werden die Endergebnisse hier wie-
dergegeben um aufzuzeigen, dass sie sich bei gleicher Neutralitätsannahme von
den auf der Grundlage der Lorentzkraft erzielten Ergebnissen unterscheiden

Für die in Abbildung 6.1 dargestellte Situation (unter der Annahme von

(6.1)) mit einer gleichförmigen Stromdichte ~J = (I/πa2)ẑ ergibt sich eine Kraft

7[Jac75, Aufgabe 14.13, Seite 697], [EKL76] und [Ass94, Sektion 6.6].
8[Ass94].
9[Ass91] und [Ass94, Sektion 6.6, Seiten 161-168].

93



auf eine Probeladung zu:

~F2 = −q Ivd
4πε0c2

ρ̂

ρ
= − µ0

4π2

qI2

a2en

ρ̂

ρ
für ρ > a , (6.27)

mit vd als Driftgeschwindigkeit der Elektronen. Dabei gilt c2 = 1/ε0µ0 und
vd = I/πa2en mit e = 1.6 × 10−19 C als Elementarladung und n als Anzahl
freier Elektronen pro Volumeneinheit.

Diese Kraft ist proportional zum Quadrat der Stromstärke. Das elektrische
Feld ~E2 = ~F2/q zeigt in Richtung −ρ̂ der Leiter, als ob dieser negativ geladen
wäre. Dieses Feld zweiter Ordnung wird in der angelsächsischen Literatur auch
“Bewegungsfeld” oder “Elektrisches Feld durch Bewegung” (motional electric
field) genannt.

Nun werde der stromführende Leiter gebogen, so dass er z.B. die Form eines
Ringes erhält. In diesem Fall sagt die Webersche Elektrodynamik eine weitere
Kraftkomponente voraus, die von dem Strom auf eine Ladung außerhalb des
Leiters ausgeübt wird. Diese neue Komponente ist abhängig von der Beschleu-
nigung der verursachenden Ladungen (in diesem Fall den Leitungselektronen).
Unter der Annahme einer zeitlich konstanten Stromstärke ist nur die Radial-
beschleunigung v2d/rc vorhanden, mit rc als Krümmungsradius des Leiters an
der betreffenden Stelle. Somit ist auch die Kraftkomponente proportional zu v2d
oder zu I2. Die Größenordnung ist die gleiche wie bei dem vorherigen Beispiel.
In zwei Veröffentlichungen aus dem Jahre 1991 und 199410 wurde auf der Ba-
sis des Weberschen Kraftgesetzes die Kraft zweiter Ordnung berechnet, die auf
eine im Außenraum befindliche Ladung durch einen ringförmigen gleichstrom-
führenden Leiter ausgeübt wird. Es wurde gezeigt, dass sie in der Summe der
Größenordnung von Gleichung (6.27) entspricht. Dabei wurde nicht nur die
Kraftkomponente berücksichtigt, die sich proportional zum Quadrat der Ge-
schwindigkeit der verursachenden Ladungen, v2d, verhält, sondern auch diejenige
Kraftkomponente, die durch deren radiale Beschleunigung hervorgerufen wird.
Daraus folgt, dass die Webersche Kraft zweiter Ordnung sich für einen geschlos-
senen Stromkreis nicht zu Null addiert. Dagegen ist im Fall der Lorentzkraft
diese Komponente zweiter Ordnung bezogen auf einen geschlossenen Stromkreis
stets gleich Null, womit sich ein wichtiger Unterschied zwischen diesen beiden
Theorien ergibt.

6.4 Radialer Halleffect

Eine weitere einfache Frage kann gestellt werden: Ist ein ruhender, gleichstrom-
führender Leiter in seinem Inneren elektrisch neutral?

Viele der in Abschnitt 1.2 aufgeführten Autoren beantworten diese Frage
positiv und kommen dadurch zu dem Schluß, dass der Leiter im Außenraum
kein elektrisches Feld hervorrufen kann. Wie jedoch gezeigt wurde, existiert
eine longitudinale Verteilung von Oberflächenladungen, durch die sowohl im

10[Ass91] und [Ass94, Sektion 6.6, Seiten 161-168].
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Innern als auch im Außenraum ein longitudinales elektrisches Feld entsteht.
Im folgenden wird gezeigt, dass im Innern des Leiters ebenfalls ein radiales
elektrisches Feld existiert und zwar auf Grund der Tatsache, dass das Innere
negativ geladen ist.

Soweit bekannt wurde dieser Effekt und seine quantitative Berechnung als
erste von Matzed, Russell und Rosser veröffentlicht.11 Von Smythe wurde dies
Thema ebenfall kurz erwähnt.12

Da der normale Halleffekt in den meisten Lehrbüchern zum Thema Elek-
trodynamik besprochen wird, wird hier auf Einzelheiten verzichtet. In diesen
Darstellungen wird üblicherweise die Auswirkung auf einen stromführenden Lei-
ter in einem äußeren Magnetfeld betrachtet. Diese Auswirkungen schließen die
sogenannte “Hallspannung” und verwandte Effekte ein.

Jedoch wird hier der gleiche Effekt diskutiert mit dem Unterschied, dass
die Wirkung eines durch den stromführenden Leiter in seinem Innern erzeug-
ten Magnetfeldes betrachtet wird ohne Anwesenheit eines äußeren Magnetfel-
des. Um diesen Effekt von dem üblichen Halleffekt zu unterscheiden, wird die
Bezeichnung “radialer Halleffekt” verwendet (in Anlehnung an den Fall eines
Stromflusses in einem zylinderförmigen Leiter).

Betrachtet wird der radiale Halleffekt auf Grund des azimutalen Magnetfel-
des innerhalb des Leiters, das durch den im Leiter fließenden Strom hervorge-
rufen wird. Wie üblich wird angenommen,13 dass die Stromstärke I über den
Querschnitt des zylinderförmigen Leiters gleichmäßig verteilt ist, mit der Strom-
dichte J = I/πa2. Aus dem Gesetz

∮

C
~B · d~ℓ = µ0IC , mit C als Integrationsweg

und IC als Strom, der durch die von C umschlossene Fläche fließt, ergibt sich
das Magnetfeld innerhalb und außerhalb des Leiters zu:

~B(ρ ≤ a) =
µ0Iρ

2πa2
ϕ̂ , (6.28)

~B(ρ ≥ a) =
µ0I

2πρ
ϕ̂ . (6.29)

Die magnetische Kraft auf ein einzelnes Leitungselektron (Ladung q = −e)
innerhalb des Leiters im Abstand ρ < a von der Leiterachse und der Driftge-
schwindigkeit ρ < a ergibt sich auf Grund des durch alle anderen Leitungselek-
tronen erzeugten Magnetfeldes zu:

~F = q~v × ~B = −|µ0evdIρ|
2πa2

ρ̂ . (6.30)

Die radial ausgerichtete Kraft zeigt nach innen und bewirkt wie bei einem
Pincheffekt eine Ansammlung von negativen Ladungen im Innern des Leiters.
Im stationären Zustand wird durch diese Ladungen eine radial gerichtete Kraft

11[MR68] und [Ros70].
12[Smy68, Sektion 6.04, Seiten 250-252].
13[Whi73, Seite 90].
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erzeugt, für die gilt: qE = qvB. Das heißt, es existiert zusätzlich zu dem longitu-
dinalen elektrischen Feld E1, das den Strom antreibt, ein nach innen gerichtetes
radiales elektrisches Feld der Größe:

~Eρ(ρ ≤ a) = −|µ0vdIρ|
2πa2

ρ̂ . (6.31)

Das den Strom antreibende longitudinale elektrische Feld innerhalb des Lei-
ters ist gleich E1 = RI/ℓ. Um es mit der durch den radialen Halleffekt erzeugten
Stärke des elektrischen Feldes zu vergleichen, wird das Maximum der letzteren
dicht unterhalb des Oberfläche bei ρ → a angesetzt als Eρ → |µ0vdI|/2πa.
Hieraus ergibt sich (mit R = ℓ/gπa2):

|Eρ|
|E1|

=
|µ0vdga|

2
. (6.32)

Für einen typischen Kupferdraht (vd ≈ 4 × 10−3 m/s und g = 5.7 × 107

Ω−1m−1) mit einem Durchmesser von 1 mm ergibt dies: Eρ/E1 ≈ 7 × 10−5.
Somit ist das radiale elektrische Feld im Innern des Leiters im Vergleich zum
longitudinalen Feld zu vernachlässigen.

Aus dem Gaußschen Gesetz ∇ · ~E = ρc/ε0 folgt eine konstante negative
Ladungsdichte ρc− im Innern des Leiters zu: ρc− = −|Ivd|/πa2c2. Die gesamte
Ladung im Innern wird kompensiert durch die auf der Oberfläche verteilte po-
sitive Ladung mit der konstanten Ladungsdichte σ+ = |ρc−a/2| = |Ivd|/2πac2.
Daraus folgt, dass die negative Ladung im Innern längs eines schmalen Seg-
mentes der Länge dz, ρc−πa

2dz entgegengesetz gleich ist zur positiven Ladung
σ+2πadz auf der Oberfläche. Dies bedeutet, dass der radiale Halleffekt im Au-
ßenraum des Leiters kein elektrisches Feld erzeugt, sondern nur im Innern. Aus
diesem Grund ist dieser Effekt ohne Bedeutung für die bisher diskutierten Ex-
perimenten. Jedoch ist es wichtig, diese Tatsache klarzustellen.

Im Gegensatz zur Dichte freier Oberflächenladungen σ(a, z) ist diese kon-
stante Ladungsdichte σ+ nicht von der longitudinalen Komponente z abhängig.

Zusammenfassend ist festzustellen, dass sich die Dichte der gesamten Ober-
flächenladung ohne Einschluß des elektrischen Bewegungsfeldes und der Induk-
tion von Ladungen innerhalb des Leiters aufgrund externer Ladungen ergibt als
Summe der Konstanten σ+ und dem σ aus Gleichung (6.17).

In dieser Analyse des radialen Halleffektes wurde das schon besprochene
elektrische Bewegungsfeld nicht berücksichtigt, da dessen Existenz noch nicht
gesichert ist. Die Ergebnisse dieses Abschnittes sind daher rein theoretischer
Natur. Sie basieren auf dem Gleichgewicht zwischen einer magnetischen Kraft
(auf Grund des ringförmigen magnetischen Feldes) und einer elektrischen Kraft
(senkrecht zur Achse des Leiters), die auf ein längs der Leiterachse driftendes
Elektron einwirken. Es ist kein Experiment bekannt, mit dem versucht wur-
de, die Größe der internen Ladungsdichte ρc− in metallischen, stromführenden
Leitern zu messen.

Im folgenden werden alle drei Komponenten des elektrischen Feldes im Au-
ßenraum des Leiters miteinander verglichen.
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6.5 Diskussion

Die hier vorgestellten Lösungen behalten ihre Gültigkeit für den Fall hohler zy-
linderförmiger Leiter mit innerem Radius ai und äußerem Radius a. Die La-
dungsdichte im Innern ist mit den hier gemachten Näherungen gleich Null,
während sich für die Dichte der äußeren Oberflächenladungen die gleiche Größe
ergibt wie bisher. Der wesentliche Unterschied besteht darin, dass das elektrische
Feld in dem Gebiet ρ < ai keinen Strom erzeugt, da hier kein Leiter existiert.

Obwohl viele Autoren die durch elektrostatische Induktion hervorgerufene
elektrische Kraft auf Grund von elektrostatischer Induktion nicht erwähnen,
wenn sie die Wechselwirkung zwischen einem stromführenden Leiter und einer
externen Ladung behandeln, so besteht doch kein Zweifel, dass diese Kraft exis-
tiert.

Von den drei bisher diskutierten Kraftkomponenten divergiert nur eine bei
Annäherung an den Leiter. In großer Entfernung des Drahtes (für Abstände mit
ρ ≫ a) folgt die elektrische Kraft auf Grund von elektrostatischer Induktion
der Gleichung 1/[ρ2 ln(ρ/a)] (wie in Gleichungen (4.81) und (4.83) dargestellt),
während die radiale Kraftkomponente derjenigen Kraft, die sich proportional
zur Spannung der Batterie verhält sowie der Kraft zweiter Ordnung, F1 und F2,
mit 1/ρ abfällt (wie in Gleichungen (6.21) und (6.27) gezeigt).

Es werden nun die in den Gleichungen (4.81), (4.82), (6.21) und (6.27) be-
schriebenen drei Kraftkomponenten verglichen. Hierzu wird ein spezielles Bei-
spiel herangezogen, dass vergleichbare Größenordnungen mit denen in Sansburys
Experiment aufweist.14 Sansbury verwendete einen u-förmigen Kupferleiter (50
cm lange Leiterteile im Abstand von 10 cm und einem Durchmesser von 0,95
cm). In dem hier diskutierten Beispiel werden diese Abmessungen verwendet, al-
lerdings für einen geradlinigen Leiter mit einer Länge von ℓ = 1.20 m und einem
Radius a = 4.75× 10−3 m. Die Leitfähigkeit von Kupfer beträgt g = 5.7× 107

Ω−1m−1 und die Anzahl freier Elektronen pro Volumeneinheit ergibt sich zu
n = 8.5×1028 m−3. Daraus folgt für den Widerstand R = ℓ/gπa2 = 3.0×10−4 Ω.
In dem Experiment von Sansbury floß ein Strom der Stärke von 900 A, woraus
sich eine Potentialdifferenz zwischen den äußeren Ende des Leiters ergibt zu
φL − φR = 0.27 V. Unter diesen Bedingungen ergibt sich eine Driftgeschwin-
digkeit von vd = I/πa2en = 0.9 × 10−3 m/s. Unter der Annahme einer sym-
metrischen Anordnung gilt φR = −φL = −0.135 V. Als Testladung wird wie
im Experiment von Sansbury einen Größe von q ≈ 5 × 10−10 C angenommen
in einer Entfernung von ρ = 3.5 cm = 3.5 × 10−2 m vom Leiter. Hieraus folgt
a/ρ′ = 0.121. Obwohl in dem Experiment die Ladung über eine 2 cm × 2 große
Silberfolie verteilt war, wird im folgenden eine Punktladung angenommen

Aus Gleichungen (4.81) und (4.82) ergibt sich mit diesen Werten αL = 0.247,
F0 = 4.5 × 10−7 N und E0 = F0/q = 9.0 × 102 V/m. Obwohl Sansbury eine
elektrische Kraft auf Grund von elektrostatischer Induktion beobachtete, wurde
ihre Größe nicht gemessen. Zum Vergleich wird hier die elektrische Kraft auf
Grund von elektrostatischer Induktion auf ein Elektron (q = −1.6 × 10−19 C)

14[San85].
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sowie auf eine üblicherweise durch Reibung erzeugte Ladung (q ≈ 10−6 C)
angegeben, die sich im gleichen Abstand zum Leiter befindet. Die Rechnung
ergibt: F0 = 4.6× 10−26 N beziehungsweise F0 = 1.8 N. Der riesige Unterschied
zwischen diesen beiden Werten wird bedingt durch die Tatsache, dass F0 pro-
portional ist zum Quadrat von q. Das entsprechende elektrisches Feld auf Grund
von elektrostatischer Induktion, aufgrund des Elektrons, und der durch Reibung
erzeugten Ladung beträgt E0 = 2.9×10−7 V/m beziehungsweise E0 = 1.8×106

V/m.

Betrachtet wird nun die Kraft F1 und das elektrische Feld E1 = F1/q propor-
tional zur Spannung der Batterie und zwar nur in der durch Gleichung (6.21)
vorgegeben radialen Komponente ρ̂. Diese Komponente ist abhängig von der
Größe des Potentials an den Enden des Leiters und ebenfalls von z. Unter Be-
achtung des symmetrischen Potentials φL+φR = 0 V, geht die radiale Kompo-
nente von F1 und von E1 gegen Null für z = 0. Der Maximalwert von F1 und E1

findet sich bei z = ±ℓ/2. An diesen Orten mit q = 5 × 10−10 C und unter den
gegebenen Bedingungen ergibt sich: F1 = 3.5× 10−10 N und E1 = 0.69 V/m.

Zur Bestimmung des Effektes zweiter Ordnung dient Gleichung (6.27). Mit
q = 5× 10−10 C und den gegebenen Bedingungen ergibt sich: F2 = 1.2× 10−15

N. Daraus folgt E2 = F2/q = 2.4× 10−6 V/m.

Abschließend werden die drei Kraftkomponenten in longitudinaler Richtung
verglichen (dabei wird für F1 nur der Maximalwert herangezogen). Mit q =
5 × 10−10 C ergibt sich: F0 = 4.5 × 10−7 N, F1 = 3.5 × 10−10 N und F2 =
1.2 × 10−15 N. Für die entsprechenden Komponenten des elektrischen Feldes
erhält man: E0 = 9.0 × 102 V/m, E1 = 6.9 × 10−1 V/m und E2 = 2.4 × 10−6

V/m. Hieraus folgt F0/F1 = 1.3 × 103, F1/F2 = 2.9 × 105, E0/E1 = 1.3 × 103

und E1/E2 = 2.9 × 105. Das bedeutet für diesen Fall F0 ≫ F1 ≫ F2 und
E0 ≫ E1 ≫ E2.

Ähnliche Größenordnungen ergaben sich in den Experimenten von Bartlett
und Maglic.15

Um die Bestimmung der Kraft F1 zu erleichtern, wäre es vorteilhaft, ei-
ne Testladung nicht in die Nähe des leitenden Drahtes zu plazieren. Stattdes-
sen wäre es ideal, einen kleinen neutralen Leiter in dessen Nähe anzuordnen.
Grundsätzlich solche dieser nicht auf den Draht einwirken. Schickt man aber
einen Strom durch den Draht, so wird er auf seiner Oberflächen aufgeladen.
Dadurch erzeugt er ein elektrisches Feld E1 im Außenraum, wodurch der kleine
Leiter polarisiert und konsequenterweise eine Anziehung zwischen Draht und
kleinem Leiter hervorgerufen wird. Experimente dieser Art wurden schon in
Kapitel 3 beschrieben.

Die zweite Möglichkeit, zur besseren Bestimmung der Kraft F1 auch in An-
wesenheit der Kraft F0 zu gelangen (für den Fall, dass ein geladener Körper dem
stromführenden Leiter genähert wird), besteht in einer Erhöhung der Spannung
der angeschlossenen Batterie. Da F1 proportional zur EMK der Batterie ist,
kann durch Verwendung von hochohmigen Leitern und hohen Spannungen die
Kraft F1 größer gemacht werden als F0. Diese Art von Experimenten wurde in

15[BM90].
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Kapitel 3 beschrieben.
Im allgemeinen ist F0 ≫ F1 ≫ F2. Wie in Kapitel 3 beschrieben, wurde

trotz dieser Tatsache die Kraft ~F1 schon experimentell beobachtet.
Im folgenden wird der Strom im oberen Teil des Stromkreises von Abbil-

dung 6.1 untersucht mit dem symmetrischen Potential φR = −φL. Um einen
Vergleich dieser theoretischen Ergebnisse mit dem Experiment zu ermöglichen,
müssen die elektrischen Feldlinien bestimmt werden. Dies wird erreicht mit Hil-
fe des im Buch von Sommerfeld dargestellten Ansatzes (Original in deutscher
Sprache von 1948, basierend auf Vorlesungen in den Jahren 1933-1934).16 Die-
se Berechnung wird für die Ebene xz (y = 0) durchgeführt. Für jede Ebene,
die die z-Achse enthält, ergibt sich eine entsprechende Lösung. Die elektrischen
Feldlinien verlaufen orthogonal zu den Äquipotentiallinien. Aus der Beziehung
~E = −∇φ folgt, dass die elektrischen Feldlinien entlang der Richtung maximaler
Variation von φ verlaufen. Somit wird eine Funktion ξ(ρ, z) gesucht für die gilt:

∇ξ(ρ, z) · ∇φ(ρ, z) = 0 . (6.33)

Für ρ < a ergibt sich φ als lineare Funktion von z, mit ξ proportional zu
ρ. Daraus ergibt sich ξ(ρ < a, z) = −Aℓρ mit A als Konstante. Für die Äqui-
potentiallinien φ(ρ, z) = konstant ergibt sich der Ausdruck z1(ρ) = K1 mit K1

als Konstante (für jede Konstante ergibt sich eine andere Äquipotentiallinie). In
analoger Weise lassen sich die elektrischen Feldlinien darstellen als z2(ρ) = K2

mit K2 als einer weiteren Konstanten (zu jeder Konstanten K2 gehört eine
bestimmte Feldlinie). Aus Gleichung (6.33) folgt dz2/dρ = −1/(dz1/dρ) =
(∂φ/∂z)/(∂φ/∂ρ). Integration dieser Gleichung ergibt ξ(ρ, z). Mit Gleichung (6.9)
erhält man die Lösung für ρ > a. Als Gesamtergebnis folgt:

ξ(ρ, z) = (φR − φL)
ρ

ℓ
, mit ρ < a , (6.34)

ξ(ρ, z) = (φR+φL)
z

ℓ
+(φR−φL)

(

ρ2

2ℓ2
+
z2

ℓ2
− ρ2

ℓ2
ln
ρ

ℓ

)

, mit ρ > a . (6.35)

Diese Gleichungen erlauben eine einfache Verifikation von Gleichung (6.33).
Um diese Ergebnisse mit den Experimenten von Bergmann, Schaefer, Jefi-

menko, Barnett und Kelly zu vergleichen, benötigt man im wesentlichen nur
den Wert für ℓ/a. Aus Abbildung 3.1 und Abbildung 3.3 erhält man ℓ/a ≈ 33,
bzw. ℓ/a ≈ 13, während sich aus Abbildung 3.10 ein Wert von gℓ/a ≈ 4 ergibt.
Die graphische Darstellung der Äquipotentiallinien zwischen z = −ℓ/2 und ℓ/2
aus Gleichungen (6.8) und (6.9) mit diesen Werten von ℓ/a sind in den Abbil-
dungen 6.3, 6.4 und 6.5 wiedergegeben (den experimentellen Ergebnissen von
Bergmann, Schaefer, Jefimenko, Barnett und Kelly überlagert).

Das durch die Gleichungen (6.34) und (6.35) bestimmte elektrische Feld mit
diesen Werten für ℓ/a ist in den Abbildungen 6.6, 6.7 und 6.8 dargestellt (den
Ergebnissen von Bergmann, Schaefer, Jefimenko, Barnett und Kelly überlagert).

16[Som64, Seiten 125-130].
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Abbildung 6.3: Theoretische Äquipotentiallinien, den experimentellen elektri-
schen Feldlinien von Bergmann und Schaefer überlagert.

Abbildung 6.4: Theoretische Äquipotentiallinien, den experimentellen elektri-
schen Feldlinien von Jefimenko überlagert.

Diese theoretisch abgeleiteten Kurven zeigen eine gute Übereinstimmung mit
den experimentellen Ergebnissen.

Ein Anmerkung zu dem in Kapitel 3 diskutierten Experiment von Sansbury
erscheint erforderlich. Die dort beobachtete Kraft war von der Größenordnung
10−7 N, eine genaue Messung war nicht möglich. Sansbury erörtert die Möglich-
keit, dass es sich hierbei um die hier diskutierte Kraft F1 handelt könnte. Dabei
betrachtete er aber nur das longitudinale Feld im Außenraum des Leiters und
kam zu dem Schluß, dass diese Kraft drei Größenordnungen kleiner sein müßte
als der von ihm gemessene und hier diskutierte Effekt. Die Tatsache, dass eine
radiale Komponente existiert und größer sein kann als die longitudinale - wie
hier gezeigt wurde - war offensichtlich nicht bekannt. Außerdem befand sich in
dem Experiment die Krümmung des U-förmigen Drahtes in der Nähe der Folie,
wodurch eine Übertragung auf die Verhältnisse bei einem geradlinigen Leiter
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Abbildung 6.5: Theoretische Äquipotentiallinien, den experimentellen elektri-
schen Feldlinien von Jefimenko, Barnett und Kelly überlagert.

Abbildung 6.6: Theoretische Feldlinien, den Experimenten von Bergmann und
Schaefer überlagert.

möglicherweise nicht zulässig ist. In der Nähe einer rechtwinkligen Krümmung
ist das elektrische Feld außerhalb des Leiters sogar größer als das longitudinale
Feld im Innern.17 Möglicherweise hat Sansbury somit direkt die hier diskutierte
Kraft F1 gemessen. Es wäre wichtig, dieses Experiment unter Beachtung dieser
Überlegungen zu wiederholen.

17[Ros70].
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Abbildung 6.7: Theoretische Feldlinien, den Experimenten von Jefimenko
überlagert.

Abbildung 6.8: Theoretische Feldlinien, den Experimenten von Jefimenko, Bar-
nett und Kelly überlagert.

6.6 Zusammenfassung

Im vorliegenden Kapitel wurde ein erstes Beispiel vorgestellt, bei dem das elek-
trische Feld innerhalb und außerhalb eines ohmschen stromführenden Leiters
bedingt wird durch Ladungen, die auf der Oberfläche des Leiters verteilt sind.
Die Dichte dieser Ladungen ist zeitlich konstant, variiert aber mit der Länge
des Leiters. Sie ist proportional zur Spannung der angeschlossenen Batterie.
Die Tatsache, dass das interne und externe elektrische Feld durch Ladungen auf
der Leiteroberfläche erzeugt wird, macht deutlich, dass eine direkte Verbindung
besteht zwischen der Elektrostatik (repräsentiert durch das Gaußsche Gesetz)
und dem Ohmschen Gesetz. Somit wird eine Verbindung möglich zwischen die-
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sen beiden Themenbereichen, die üblicherweise in den Lehrbücher als getrennt
behandelt werden. Allerdings haben einige Autoren auf die starke Verbindung
zwischen diese beiden Zweige des Elektromagnetismus aufmerksam gemacht,
beginnend mit Weber und Kirchhoff, wie in den Anhänge A und B gezeigt wird.
Einige neuere Arbeiten erwähnen den gleichen Sachverhalt.18

Bedeutsam an dem hier behandelten Beispiel ist, dass auch für einen gerad-
linigen stromführenden Leiter gezeigt werden konnte, dass ein externes elektri-
sches Feld existiert, welches proportional zur angelegten Potentialdifferenz ist.
Dieses elektrische Feld hängt weder von einem sich ändernden Strom ab (mit
einer longitudinalen Beschleunigung in Richtung des Leiters), noch von einer
zentripetalen Beschleunigung der Leitungselektronen (aufgrund irgendwelcher
Krümmungen des Leiters). Das heißt, dass diese externe elektrische Feld auch
ohne Beschleunigung der Leitungselektronen existiert.

18[Ros63], [Mor89], [EG90], [CSa] und [CS02, Kapitel 18: Ein mikroskopisches Model des
elektrischen Stromkreises, Seiten 623-666].
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Kapitel 7

Koaxialkabel

7.1 Einführung

Zahlreiche Wissenschaftler haben die Verteilung von Oberflächenladungen in
ohmschen stromführenden Koaxialkabeln untersucht sowie das Potential und
das elektrische Feld außerhalb und innerhalb des Leiters.1

Im folgenden werden die wesentlichen Ergebnisse dieser Anordnung vorge-
stellt, wobei von einem Rückleiter endlichen Querschnitts und endlicher Leit-
fähigkeit ausgegangen wird. Unter diesen Bedingungen ist im Außenraum des
Rückleiters ein elektrisches Feld vorhanden, obwohl das magnetische Feld hier
gegen Null geht.

Abbildung 7.1 gibt die Konfiguration dieser Versuchsanordnung wieder.

Abbildung 7.1: Konfiguration der Versuchsanordnung.

Ein Gleichstrom I fließe gleichförming in z-Richtung längs des inneren Lei-
ters (mit Radius a und der Leitfähigkeit g1) und kehre gleichförmig längs des
äußeren Leiters zurück (mit innerem und äußerem Radius b bzw. c, und der Leit-
fähigkeit g3). Der Querschnitt der Leiter sei genau kreisförmig und ihre Länge
sei ℓ ≫ c > b > a, mit z = 0 als Mittelpunkt. Das Medium im Außenraum sei
Luft oder Vakuum. Die Werte der Potentiale an den Endpunkten des inneren

1[Sch32, Seiten 175-184], [Mar41], [Som64, Seiten 125-130], [Rus83], [VF84], [Jef89, Seiten
318 und 509-511], [Jac96], [AC98], [Gri89, Seiten 336-337], [AC00] und [LF03].
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und äußeren Leiters bei z = ℓ/2 seien konstant gleich φA bzw. φB . Die Werte der
Potentiale an den Endpunkten des inneren und äußeren Leiters bei z = −ℓ/2
seien konstant gleich φC bzw. φD.

7.2 Potentiale und Felder

Um Randeffekte vernachlässigen zu können, wird im folgenden die Berechnung
der Potentiale und Felder am Punkt ~r = (ρ, ϕ, z) durchgeführt mit ℓ ≫ ρ und
ℓ ≫ |z|. Alle im folgenden vorgestellten Ergebnisse unterliegen diesen Randbe-
dingungen. Damit ergibt sich das Potential als lineare Funktion von z (siehe
Abschnitt 5.4). Für das Potential mit den vorgegebenen Werten an den End-
punkten und zur Erzeugung eines gleichförmigen Stromflusses folgt:

φ(ρ ≤ a, ϕ, z) =
φA + φD

2
+ (φA − φD)

z

ℓ
, (7.1)

φ(b ≤ ρ ≤ c, ϕ, z) =
φC + φB

2
+ (φB − φC)

z

ℓ
. (7.2)

Aus dem Ohmschen Gesetz (mit R1 und R3 als Widerstand des inneren bzw.
äußeren Leiters) folgt:

φD − φA = R1I =
ℓI

πg1a2
, (7.3)

φB − φC = R3I =
ℓI

πg3(c2 − b2)
. (7.4)

In den vier Regionen (ρ < a, a < ρ < b, b < ρ < c und c < ρ) erfüllt das
Potential φ die Laplacesche Gleichung ∇2φ = 0. Aus den Gleichungen (7.1) und
(7.2) folgt der Wert von φ in der ersten und dritten Region und dieser Wert
liefert ebenfalls die Randbedingungen für ρ = a und für ρ = b, um daraus φ in
der zweiten Region zu bestimmen. Zur Bestimmung von φ in der vierten Region
ist zusätzlich zum Wert von φ für ρ = c eine andere Randbedingung erforderlich,
die durch Gleichung (7.2) geliefert wird. Diese Randbedingung sei:

φ(ρ = ℓ, ϕ, z) = 0 V . (7.5)

Dies ist die eigentliche, nicht triviale Randbedingung dieses Problems. Sie
folgt aus der gleichen Argumentation, wie sie auch im Zusammenhang mit
Gleichung (6.21) in Abschnitt 6.2 geführt wurde. Aus dieser Gleichung folgt,
dass das Potential gegen Null geht für ρ = ℓ in radialer Richtung, so dass
die Länge ℓ des Kabels in der Lösung vorkommt. Die übliche Randbedingung
φ(ρ→ ∞, ϕ, z) = 0 V ist für die hier betrachtete Situation nicht anwendbar. Ein
erster entsprechender Versuch zur Bestimmung des Potentials blieb ohne Erfolg
und nur durch eine inverse Rechnung konnte die Gleichung (7.5) gefunden wer-
den. Durch die Arbeit von Russell ist bekannt, dass im stationären Zustand die

106



Dichte der Oberflächenladungen auf einem System paralleler langer und homo-
gener Leiter linear mit der axialen Ausdehnung variiert (und dies triff für das
hier betrachtete Koaxialkabel zu).2 Mit d als Platzhalter für a, b oder c, ergibt
sich die Dichte der Ladungen auf diesen Oberflächen zu σd(z) = Ad +Bdz, mit
den für jede Oberfläche Ad und Bd charakteristischen Konstanten. Somit erhält
man für alle Punkte im Raum:

φ(~r) =
1

4πε0

3
∑

j=1

∫ ∫

Sj

σ(~rj)daj
|~r − ~rj |

. (7.6)

Die Summe erstreckt sich über drei Oberflächen von z = −ℓ/2 bis z = ℓ/2.
Nach Lösung dieser Integrale erkennt man, dass φ nicht im Unendlichen gleich
Null wird, sondern für ρ = ℓ. Obwohl dieser Unterschied im mathematischen
Sinne von Bedeutung ist, um eine verwendbare Lösung zu erhalten, kann man
im physikalischen Sinne sagen, dass eine Nullstelle des Potential für ρ = ℓ gleich-
bedeutend ist mit einer Nullstelle im Unendlichen. Mit der getroffenen Verein-
barung ℓ ≫ c > b > a wird im Grunde gefordert, dass das Potential - wie es
sachgerecht ist - in großer Entfernung zum Leiter gegen Null geht.

Im folgenden wird die Argumentation umgekehrt. Dies bedeutet, dass mit
den Randbedingungen für φ begonnen wird, daraus als Lösung der Laplace-Glei-
chung das elektrische Feld ~E = −∇φ und schließlich σ mit Hilfe des Gaußschen
Gesetzes gewonnen wird.

Die Randbedingungen sind dann die Werte von φ für ρ = a, ρ = b, ρ = c
und ρ = ℓ und folgen aus den Gleichungen (7.1), (7.2) und (7.5). Die Lösung der
Laplace-Gleichung ∇2φ = 0 für a ≤ ρ ≤ b und für c ≤ ρ in Zylinderkoordinaten
mit diesen Randbedingungen ergibt:

φ(a ≤ ρ ≤ b, ϕ, z) =
φB + φC

2
+ (φB − φC)

z

ℓ

+

[

φA + φD − φC − φB
2

+ (φA − φD + φC − φB)
z

ℓ

]

ln(b/ρ)

ln(b/a)
, (7.7)

φ(c ≤ ρ, ϕ, z) =

[

φC + φB
2

+ (φB − φC)
z

ℓ

]

ln(ℓ/ρ)

ln(ℓ/c)
. (7.8)

Die elektrischen Feldlinien ergeben sich als Funktion ξ(ρ, z) mit ∇ξ ·∇φ = 0.
Mit Hilfe des im vorigen Kapitel beschriebenen Verfahrens erhält man

ξ(ρ < a, ϕ, z) = −(φA − φD)
ρ

ℓ
, (7.9)

ξ(a < ρ < b, ϕ, z) =
φA + φD − φC − φB

2

z

ℓ
+
φB − φC

2

ρ2

ℓ2
ln
b

a

2[Rus68].
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+
φA − φD + φC − φB

2

(

z2

ℓ2
+

ρ2

2ℓ2
− ρ2

ℓ2
ln
ρ

b

)

, (7.10)

ξ(b < ρ < c, ϕ, z) = −(φB − φC)
ρ

ℓ
, (7.11)

ξ(c < ρ, ϕ, z) =
φB + φC

2

z

ℓ
+
φB − φC

2

(

z2

ℓ2
+

ρ2

2ℓ2
− ρ2

ℓ2
ln
ρ

ℓ

)

. (7.12)

Das elektrische Feld ~E = −∇φ ergibt sich zu

~E(ρ < a, ϕ, z) =
φD − φA

ℓ
ẑ , (7.13)

~E(a < ρ < b, ϕ, z) =

[

φA + φD − φC − φB
2

+ (φA − φD + φC − φB)
z

ℓ

] 1

ln(b/a)

ρ̂

ρ

+

[

φC − φB
ℓ

+
φD − φA + φB − φC

ℓ

ln(b/ρ)

ln(b/a)

]

ẑ , (7.14)

~E(b < ρ < c, ϕ, z) =
φC − φB

ℓ
ẑ , (7.15)

~E(c < ρ, ϕ, z) =

[

φC + φB
2

+ (φB − φC)
z

ℓ

]

1

ln(ℓ/c)

ρ̂

ρ

+
φC − φB

ℓ

ln(ℓ/ρ)

ln(ℓ/c)
ẑ . (7.16)

Die wichtigsten hier zu betonenden Aussagen betreffen die Lösungen (7.8)
und (7.16). Sie verweisen auf die Existenz eines elektrischen Feldes im Außen-
raun eines ohmschen Leiters und zwar auch dann, wenn ein konstanter Strom
fließt.

Bei dieser Ableitung wurde nicht das sogenannte elektrische Bewegungsfeld
oder “Elektrisches Feld durch Bewegung” (motional electric field) betrachtet,
das proportional ist zur zweiten Ableitung von vd/c. Dieses Feld ist von viel
kleinerer Größenordnung als das hier betrachtete Feld (proportional zur Poten-
tialdifferenz längs des Leiters) und kann deshalb vernachlässigt werden.

Die Dichte der Oberflächenladungen σ längs des inneren Leiters und längs
der inneren und äußeren Oberfläche des Rückleiters (ρ = b, σb(z) und ρ = c,
σc(z)) ergibt sich in einfacher Weise aus dem Gaußschen Gesetz:
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∫

©
∫

S

~E · d~a =
Q

ε0
, (7.17)

mit d~a als dem Oberflächenelement senkrecht zu der geschlossenen Oberfläche S,
nach außen gerichtet und mit Q als Überschußladung im Innern von S. Hieraus
ergibt sich σa(z) = ε0E2ρ(ρ → a, z), σb(z) = −ε0E2ρ(ρ → b, z) und σc(z) =

ε0E4ρ(ρ→ c, z), wobei die Indices auf die radiale Komponente von ~E verweisen
und zwar jeweils für die zweiten bzw. vierten Regionen a < ρ < b und c < ρ.
Hieraus folgt:

σa(z) =
ε0
a

1

ln(b/a)

[

φA + φD − φC − φB
2

+ (φA − φD + φC − φB)
z

ℓ

]

, (7.18)

σb(z) = −a
b
σa(z) , (7.19)

σc(z) =
ε0
c

1

ln(ℓ/c)

[

φC + φB
2

+ (φB − φC)
z

ℓ

]

. (7.20)

Eine Alternative zu Berechnung von φ und ~E besteht darin, mit der durch
Gleichungen (7.18) bis (7.20) gegebenen Oberflächenladung zu beginnen. Dar-

aus kann das elektrische Potential φ bestimmt werden (sowie ~E = −∇φ) mit
Hilfe von Gleichung (7.6). Diese Berechnung wurde mit Hilfe dieses Verfahrens
überprüft.

7.3 Der symmetrische Fall

Zur Veranschaulichung der Äquipotentiallinien und elektrischen Feldlinien wird
ℓ/c = 5, ℓ/b = 15/2 und ℓ/a = 15 gesetzt. Zwei Fälle sind von besonderem
Interesse und zwar der symmetrische und der unsymmetrische Fall. Im sym-
metrischen Fall befinden sich zwei gleiche Batterien an den Enden des Leiters
(siehe Abbildung 7.2).

Abbildung 7.2: Der symmetrische Fall.

Diese Batterien erzeugen die Potentiale φB = φD = −φA = −φC ≡ φ0/2.
Die Dichte der Oberflächenladungen strebt für diesen Fall gegen Null für die
Mittelpunkte aller drei Oberflächen (ρ = a, b und c). Die Äquipotentiallinien
und elektrischen Feldlinien für diese Situation sind in den Abbildungen 7.3 bzw.
7.4 dargestellt.

109



Abbildung 7.3: Äquipotentiallinien für den symmetrischen Fall.

Abbildung 7.4: Elektrische Feldlinien für den symmetrischen Fall.

Für diesen Fall ergibt sich das Potential als proportional zu z ohne eine
additive Konstante. Mit den Größen Stromstärke und Leitfähigkeit ergibt es
sich zu:

φ(ρ ≤ a) = − Iz

πg1a2
, (7.21)

φ(a ≤ ρ ≤ b) = − I

π

z

ln(b/a)

[

ln(b/ρ)

g1a2
− ln(ρ/a)

g3(c2 − b2)

]

, (7.22)

φ(b ≤ ρ ≤ c) =
Iz

πg3(c2 − b2)
, (7.23)

φ(c ≤ ρ) =
I

π

ln(ℓ/ρ)

ln(ℓ/c)

z

g3(c2 − b2)
. (7.24)
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Sonderfälle ergeben sich mit einem äußeren Leiter auf konstantem Potential
(φC = φB = 0) mit einer unendlich großen Oberfläche (c → ∞) oder einer
unendliche großen Leitfähigkeit (g3 → ∞). Diese Lösungen ergeben sich mit

g3(c
2 − b2) → ∞, so dass gilt: σc(z) → 0, ~E(ρ > b) → 0 und φ(ρ ≥ b) → 0

für alle z. Die entgegengesetzte Lösung mit einem Strom im inneren Leiter von
unendlich großer Leitfähigkeit und einer Rückleitung von endlicher Oberfläche
und endlicher Leitfähigkeit ergibt sich ebenfall problemlos aus dem vorherigen
Ergebnis mit ~E(ρ < a) → 0 und φ(ρ ≤ a) → 0 für alle z.

7.4 Der unsymmetrische Fall

Im unsymmetrischen Fall befindet sich eine Batterie am linken Ende und ein
Abschlußwiderstand am rechten Ende RL (siehe Abbildung 7.5).

Abbildung 7.5: Der unsymmetrische Fall.

Das von der Batterie mit einer Leerlaufspannung von φ0 erzeugte Poten-
tial sei gegeben als φD = −φC ≡ φ0/2. Auf Grund des Ohmschen Gesetzes
ergibt sich die Gesamtstromstärke als I = φ0/Rt mit dem Gesamtwiderstand
Rt ≡ R1+RL+R2. Analog folgt: φD−φA = φ0(R1/Rt), φA−φB = φ0(RL/Rt)
und φB−φC = φ0(R2/Rt). Mit den Ergebnisse aus Gleichungen (7.1) bis (7.12)
folgt:

φ(ρ ≤ a, ϕ, z) = φ0

(

R2 +RL
2Rt

− R1

Rt

z

ℓ

)

, (7.25)

φ(a ≤ ρ ≤ b, ϕ, z) = −φ0
[(

R1 +RL
2Rt

− R1 +R2 + 2RL
2Rt

ln(b/ρ)

ln(b/a)

)

−
(

R2

Rt
− R1 +R2

Rt

ln(b/ρ)

ln(b/a)

)

z

ℓ

]

, (7.26)

φ(b ≤ ρ ≤ c, ϕ, z) = −φ0
(

R1 +RL
2Rt

− R2

Rt

z

ℓ

)

, (7.27)

φ(c ≤ ρ, ϕ, z) = −φ0
(

R1 +RL
2Rt

− R2

Rt

z

ℓ

)

ln(ℓ/ρ)

ln(ℓ/c)
. (7.28)

ξ(ρ < a, ϕ, z) = φ0
R1

Rt

ρ

ℓ
, (7.29)
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ξ(a < ρ < b, ϕ, z) = φ0

[

R1 +R2 + 2RL
2Rt

z

ℓ
+

R2

2Rt

ρ2

ℓ2
ln
b

a

− 1

2

(

z2

ℓ2
+

ρ2

2ℓ2
− ρ2

ℓ2
ln
ρ

b

)]

, (7.30)

ξ(b < ρ < c, ϕ, z) = −φ0
R2

Rt

ρ

ℓ
, (7.31)

ξ(c < ρ, ϕ, z) = −φ0
[

R1 +RL
2Rt

z

ℓ
− R2

2Rt

(

z2

ℓ2
+

ρ2

2ℓ2
− ρ2

ℓ2
ln
ρ

ℓ

)]

. (7.32)

Diese Gleichungen werden in den Abbildungen 7.6 und 7.7 veranschaulicht
mit ℓ/c = 5, ℓ/b = 15/2, ℓ/a = 15 und R1 = R2 = RL.

Abbildung 7.6: Äquipotentiallinien für den asymmetrischen Fall.

Mit Hilfe der gewonnenen algebraischen Lösungen können in einfacher Weise
im Handel befindliche Kabel untersucht werden, um z.B. die Größenordnung der
entsprechenden Werte für verschiedene Standardkabel zu bestimmen.

7.5 Diskussion

Die Verteilung von Oberflächenladungen, wie sie in den Gleichungen (7.18) bis
(7.20) gegeben ist, entspricht der Ansammlung gleich großer, aber entgegen-
gesetzt gepolter Ladungen auf gegenüberliegenden Oberflächen. Das heißt, die
Ladung an der Position ρ = a, z in einem Längenbereich von dz, dqa(z) =
2πaσa(z)dz ist gleich groß und von entgegengesetzter Polarität wie die Ladung
an der Position ρ = b, z, im gleichen Längenabschnitt dz, dqb(z) = 2πbσb(z)dz =
−dqa(z).
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Abbildung 7.7: Elektrische Feldlinien für den asymmetrischen Fall.

Das elektrische Feld im Außenraum des Koaxialkabels ist daher nur abhängig
von der Ladung auf der äußeren Oberfläche des Rückleiters σc(z):

φ(c ≤ ρ, ϕ, z) =
c

ε0
σc(z) ln

ℓ

ρ
=

[

φB + φC
2

+ (φB − φC)
z

ℓ

]

ln(ρ/ℓ)

ln(c/ℓ)
. (7.33)

Die wesentlichen nichttrivialen Schlußfolgerungen ergeben sich aus den Glei-
chungen (7.16) und (7.33). Sie zeigen, dass obwohl kein Vektorpotential oder
Magnetfeld im Außenraum des Koaxialkabels existiert, das elektrische Feld den-
noch nicht gleich Null ist, sofern der äußere Leiter einen endliche Widerstand
aufweist. Soweit bekannt hat Russell in seiner wichtigen Veröffentlichung von
1983 als Erster auf die Existenz eines äußeren elektrischen Feldes bei einem Ko-
axialkabel hingewiesen.3 Dieses Kapitel liefert die analytische Berechnung dieses
Feldes.

Dieses externe elektrische Feld verdeutlicht, dass es bei einem Koaxialkabel
mit einem ohmschen äußeren Rückleiter (sheath) keine Abschirmung gibt. Im
Zusammenhang mit Interferenzen in Telekommunikationssystemen erscheint es
wichtig, sich dieser Tatsache bewußt zu sein. Auch in langen Kabeln existiert
dieses externe elektrische Feld wie die Gleichung (7.33) zeigt. Aus diesem Grund
wird dieses ohmsche Kabel andere elektrische System in der näheren Umgebung
beeinflussen und das gilt ebenfalls für variable Ströme. Dieser wichtige Aspekt
wird von vielen Autoren übersehen.

3[Rus83].
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Kapitel 8

Tansportleitung

8.1 Einleitung

Eines der wichtigsten elektrischen Systeme ist das einer zweiadrigen Transport-
leitung, auch Doppelleitung genannt. Im folgenden werden homogene ohmsche
Leiter innerhalb eines Labors betrachtet, die einen konstanten Strom führen.
Angestrebt wird die Berechnung des elektrischen Feldes im Außenraum der Lei-
ter.

Der Fall einer Doppelleitung wurde als erster von Stratton behandelt.1 Ob-
wohl er auf das elektrische Feld im Außenraum hinwies, wurde diese Tatsache
von den meisten Autoren, wie gezeigt wurde, übersehen. Im Jahr 1999 wurde
dieser Fall dann ausführlich behandelt und wird hier im folgenden noch einmal
vorgestellt.2 Soweit bekannt sind dies die beiden einzigen theoretischen Arbeiten
zu dieser Konfiguration.

8.2 Zweiadrige Transportleitung

Die Konfiguration des Systems ist in Abbildung 8.1 dargestellt.

Betrachtet werden zwei gleiche, geradlinige Leiter von kreisförmigem Quer-
schnitt mit Radius a und einer Länge ℓ, umgeben von Luft. Die Achsen der
Leiter haben einen gegenseitigen Abstand b, sie sind parallel zur z-Achse und
symmetrisch zur z- und x-Achse angeordnet. Das heißt, dass sich das Zentrum
der Leiter bei (x, y, z) = (−b/2, 0, 0) und (+b/2, 0, 0) befindet. Die Leitfähig-
keit der Leiter sei g und ihre Enden befinden sich bei z = −ℓ/2 und z = +ℓ/2.

Im folgenden wird das elektrische Potential φ und das elektrische Feld ~E an der
Position (x, y, z) berechnet mit ℓ≫ r =

√

x2 + y2 + z2. Darüber hinaus wird
angenommen, dass ℓ≫ b/2 > a gilt, so dass Randeffekte vernachlässigt werden
können.

1[Str41, Seite 262].
2[AM99].
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Abbildung 8.1: Zwei homogene parallele ohmsche Leiter mit Radius a und Ab-
stand b. Der Strom I im ersten Leiter fließt in die positive z-Richtung und
entsprechend im zweiten Leiter in the negative z-Richtung.

Gesucht wird das Potential und das elektrische Feld für den Fall, dass ein
konstanter Strom durch einen der Leiter in Richtung +ẑ fließt und gleichmäßig
zurück durch den anderen in die Richtung −ẑ. Die Stromdichte in beiden Lei-
tern ergibt sich dann aus der Gleichung ~J = (I/πa2)ẑ bzw. ~J = −(I/πa2)ẑ. Da
homogene Leiter mit einer konstanten Leitfähigkeit g betrachtet werden, ergibt
sich das innere elektrische Feld im Leiter zu ~E = ±(I/gπa2)ẑ. Wegen der Kon-

stanz der Ströme gilt überall ∂ ~A/∂t = ~0 und somit können Betrachtungen über

den Einfluß eines zeitabhängigen Vektorpotentials auf ~E entfallen. Unter die-
sen Voraussetzungen gilt: ~E = −∇φ. Aus der Konstanz des elektrischen Feldes
in beiden Leitern folgt, dass das Potential innerhalb eines jeden Querschnitts
konstant ist und außerdem eine lineare Funktion von z. Im folgenden wird die
symmetrische Situation für das Potential betrachtet, in der der Strom im ers-
ten Leiter von dem Potential φL bei z = −ℓ/2 nach φR bei z = ℓ/2 fließt und
zurück in dem zweiten Leiter von −φR bei z = ℓ/2 nach −φL bei z = −ℓ/2
(siehe Abbildung 8.1).

Daraus ergibt sich:

φF (z) =
φR + φL

2
+ (φR − φL)

z

ℓ
=
φR + φL

2
+

I

gπa2
z , (8.1)

φS(z) = −φF (z) . (8.2)

In diesen Gleichungen stellen φF (z) und φS(z) die Potentiale als Funktion von
z über die Querschnitte des ersten bzw. des zweiten Leiters dar.

In diesem Abschnitt wird der kleine Halleffekt vernachlässigt, der durch das
von den Strömen erzeugte azimutale Magnetfeld hervorgerufen wird (siehe Ab-
schnitt 6.4). Dieser Effekt bewirkt eine Umverteilung der Ladungsdichte inner-
halb des Leiters und beeinflußt ebenfalls die Oberflächenladungen. Da dieser
Effekt jedoch üblicherweise sehr klein ist, wird er hier vernachlässigt.
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Zur Bestimmung des Potentials im Raum wird zunächst angenommen, dass
sich der Leiter in einer luftgefüllten Umgebung befindet. Ist der Leiter geradlinig
und sind die Randbedingungen für das Potential eine lineare Funktion von z, so
gilt die gleiche Abhängigkeit für das Potential im ganzen Raum (siehe Sektion
5.4). Somit gilt φ = (A + Bz)f(x, y), wobei A und B Konstante sind und
f(x, y) eine Funktion von x und y. Diese Funktion kann durch Anwendung
der Spiegelmethode gefunden werden, in dem ein konstantes Potential φ0 dem
ersten und −φ0 dem zweiten aufgeprägt wird.3 Für die finale Lösung von φ und
~E, die die gegebenen Randbedingungen erfüllt, ergibt sich für den Bereich des
Außenraum der Leiter:

φ(x, y, z) = −
(

φR + φL
2

+ (φR − φL)
z

ℓ

)

1

2 ln b−
√
b2−4a2

2a

× ln
(x−

√
b2 − 4a2/2)2 + y2

(x+
√
b2 − 4a2/2)2 + y2

, (8.3)

~E = −
(

φR + φL
2

+ (φR − φL)
z

ℓ

)
√
b2 − 4a2

ln b+
√
b2−4a2

2a

× (x2 − y2 + a2 − b2/4)x̂+ 2xyŷ

D4
1

+
φR − φL

ℓ

1

2 ln b−
√
b2−4a2

2a

[

ln
(x−

√
b2 − 4a2/2)2 + y2

(x+
√
b2 − 4a2/2)2 + y2

]

ẑ , (8.4)

wo:

D4
1 ≡ x4 + y4 + b4/16 + a4 + 2x2y2 − b2x2/2

+ 2a2x2 + b2y2/2− 2a2y2 − b2a2/2 . (8.5)

Die Äquipotentiallinien für z = 0 sind in Abbildung 8.2 dargestellt.
Es ist ebenfalls wichtig, diese Ergebnisse in Zylinderkoordinaten (ρ, ϕ, z)

anzugeben, zentriert im ersten und zweiten Leiter (siehe Abbildung 8.3).
Für den ersten Leiter wird dies erreicht, in dem x ersetzt wird durch ρF cosϕF−

b/2, y durch ρF sinϕF , x̂ durch ρ̂F cosϕF − ϕ̂F sinϕF und ŷ durch ρ̂F sinϕF +
ϕ̂F cosϕF , mit dem Ergebnis:

φ(ρF , ϕF , z) = −
(

φR + φL
2

+ (φR − φL)
z

ℓ

)

1

2 ln b−
√
b2−4a2

2a

ln

√

D2
2

D2
3

, (8.6)

3[Jac99, Sektion 2.1].
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Abbildung 8.2: Äquipotentiallinien in der Ebene z = 0.

Abbildung 8.3: Zylinderkoordinaten mit Zentrum im ersten und zweiten Leiter.

Dabei gilt:

D2
2 ≡ ρ2F − ρF (cosϕF )

(

b+
√

b2 − 4a2
)

+
b2

2
− a2 +

b
√
b2 − 4a2

2
, (8.7)

und

D2
3 ≡ ρ2F − ρF (cosϕF )

(

b−
√

b2 − 4a2
)

+
b2

2
− a2 − b

√
b2 − 4a2

2
. (8.8)

Das elektrische Feld ergibt sich als:

~E = −
(

φR + φL
2

+ (φR − φL)
z

ℓ

)
√
b2 − 4a2

ln b+
√
b2−4a2

2a

× (ρ2F cosϕF − ρF b+ a2 cosϕF )ρ̂F + (sinϕF )(ρ
2
F − a2)ϕ̂F

D4
4

+
φR − φL

ℓ

1

2 ln b−
√
b2−4a2

2a
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×
[

ln
ρ2F − ρF (cosϕF )(b+

√
b2 − 4a2) + b2/2− a2 + b

√
b2 − 4a2/2

ρ2F − ρF (cosϕF )(b−
√
b2 − 4a2) + b2/2− a2 − b

√
b2 − 4a2/2

]

ẑ , (8.9)

wobei gilt:

D4
4 ≡ ρ4F − 2ρ3F b cosϕF + ρ2F b

2 + a4

+ 2ρ2F a
2(cos2 ϕF − sin2 ϕF )− 2ρF ba

2 cosϕF . (8.10)

Die Dichte der Ladungen auf den Oberflächen des ersten und zweiten Leiters
σF und σS ergibt sich durch die Radialkomponente des elektrischen Feldes,
multipliziert mit ε0, mit dem Resultat:

σF =

(

φR + φL
2

+ (φR − φL)
z

ℓ

)

ε0

2a ln b+
√
b2−4a2

2a

√
b2 − 4a2

b/2− a cosϕF
, (8.11)

σS = −
(

φR + φL
2

+ (φR − φL)
z

ℓ

)

ε0

2a ln b+
√
b2−4a2

2a

√
b2 − 4a2

b/2 + a cosϕS
. (8.12)

Zur Prüfung dieses Ergebnisses wird das Potential φ innerhalb eines jeden
einzelnen Leiters sowie im Außenraum berechnet, in dem von diesen Ladungs-
dichten auf der Oberfläche ausgegangen und folgender Ausdruck benutzt wird:

φ(x, y, z) =
1

4πε0

[

∫ ℓ/2

z′=−ℓ/2

∫ 2π

ϕ′

F
=0

σF (ϕ
′
F )adϕ

′
F dz

′

|~r − ~r ′|

+

∫ ℓ/2

z′=−ℓ/2

∫ 2π

ϕ′

S
=0

σS(ϕ
′
S)adϕ

′
Sdz

′

|~r − ~r ′|

]

. (8.13)

Dabei wird über die Oberflächen SL und SR des ersten bzw. zweiten Leiters
integriert. Eine Prüfung der Ergebnisse wird nun möglich unter der Voraus-
setzung der Zulässigkeit der Spiegelmethode für elektrostatische Probleme und
unter Verwendung der Näherung ℓ≫ |~r| und ℓ≫ b/2 > a.

Mit b≫ a und b≫ ρF , Gleichungen (8.11) und (8.6) folgt:

σF ≈ ε0
a ln(b/a)

(

φR + φL
2

+ (φR − φL)
z

ℓ

)

, (8.14)

und

φ(a < ρF ≪ b, ϕF , z) ≈
aσF (z)

ε0
ln

b

ρF
. (8.15)

Diese Ergebnisse sind analog zu den Gleichungen (6.2) und (6.9).
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8.3 Diskussion

Als ersten Schritt folgt eine qualitative Interpretation dieser Ergebnisse. Zur
Vereinfachung der Analyse wird stets φR = 0 angenommen. Die Verteilung von
Oberflächenladungen für ein gegebenes z ist vergleichbar mit einer elektrosta-
tischen Situation, in der die Potentiale φ0 und −φ0 auf den beiden stromlosen
Leitern vorgegeben sind, das heißt, σF (ϕF ) > 0 für jedes ϕF mit einem maxi-
malen Wert bei ϕF = 0 rad. Die Dichte der Oberflächenladungen σS auf dem
zweiten Leiter zeigt das gleiche Verhalten σF , nur mit entgegengesetzter Pola-
rität und einem Maximum bei ϕS = π rad. Abbildung 8.4 zeigt qualitativ die
Oberflächenladungen für z = 0.

Abbildung 8.4: Qualitative Verteilung von Oberflächenladungen für zwei paral-
lele Leiter in der Ebene z = 0.

Eine quantitative Darstellung von σF ist in Abbildung 8.5 wiedergegeben
mit der Annahme b/2a = 10/3 und einer Normalisierung der Ladungsdichte
durch σF bei ϕF = π rad.

Abbildung 8.5: Quantitative normalisierte Verteilung der Dichte von Oberflä-
chenladungen im ersten Leiter in der Ebene z = 0 als Funktion des azimutalen
Winkels.

Zu bemerken ist, dass bei einem fest vorgegebenen Wert für ϕF die Ladungs-
dichte auf der Oberfläche linear von z = −ℓ/2 bis z = ℓ/2 abhängt, und das
entgegengesetzte geschieht mit σS für ein fest vorgegebenes ϕS .
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Durch Integration der Oberflächenadungen über den Umfang jedes Leiters
erhält man die Gesamtladung pro Längeneinheit λ(z) zu:

λF (z) =

∫ 2π

ϕF=0

aσF (ϕF )dϕF

= − 2πε0

ln [(b−
√
b2 − 4a2)/2a]

[

φR + φL
2

+ (φR − φL)
z

ℓ

]

. (8.16)

λS(z) = −
∫ 2π

ϕS=0

aσS(ϕS)dϕS = −λF (z) . (8.17)

Ein wichtiger Aspekt in dieser Diskussion ist die experimentelle Bedeutung
dieser Oberflächenladungen in Bezug auf Kraftwirkungen zwischen den Leitern,
die jeweils eine nicht neutralisierte Ladung in jedem Sektor aufweisen und da-
her elektrostatische Kräfte aufeinander ausüben. Diese Kräfte können mit den
magnetischen Kräften verglichen werden. Für die letzteren gilt (als Kraft pro
Längeneinheit) unter der Annahme b/2 ≫ a:

dFM
dz

=
µ0I

2

2πb
. (8.18)

Durch Integration der Kraft über den Umfang des ersten Leiters erhält man
die auf ihn wirkende elektrische Kraft. Dabei wird eine typische Region in der
Mitte des Leiters um z = 0 herum gewählt und wiederum b/2 ≫ a angenommen:

d~FE
dz

=

∫ 2π

ϕF=0

aσF (ϕF ) ~E(ρF = a, ϕF , z = 0)dϕF ≈ πε0φ
2
L

ln2 b/a

(

x̂

b
+
ẑ

ℓ

)

. (8.19)

Aus den Gleichungen (8.18) und (8.19) folgt für das Verhältnis der magne-
tischen zu der radialen elektrischen Kraft (mit dem Ohmschen Gesetz φ2L/I

2 =
R2 = (ℓ/gπa2)2 und R als Widerstand jedes einzelnen Leiters):

FM
FE

≈ µ0/ε0
2R2

ln2
b

a
. (8.20)

Mit µ0/ε0 = 1.4 × 105 Ω2 folgt, dass dieses Verhältnis in aller Regel den Wert
1 um viele Größenordnungen übersteigt. Erst bei einem Widerstand von etwa
R ≈ 370 Ω (mit ln(b/a) ≈ 1) ergibt sich ein Verhältnis in der Größenordnung
von 1. Dies ist ein sehr großer Widerstand für homogenen Leiter.

Um die elektrische mit der magnetischen Kraft zu vergleichen, werden ty-
pische Kupferdrähte angenommen mit einer Leitfähigkeit von g = 5.7 × 107

m−1Ω−1, einer Länge von ℓ = 1 m, einem gegenseitigen Abstand von b = 6
mm und einem Durchmessern von 2a = 1 mm. Daraus errechnet sich mit
dem Ohmschen Gesetz φ2L/I

2 = R2 ≈ 5 × 10−4 Ω2. Mit diesen Werten ergibt
sich ein Verhältnis der longitudinalen elektrischen Kraft zur magnetischen Kraft
von etwa 7 × 10−11, während sich für das Verhältnis der radialen elektrischen
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Kraft zur magnetischen Kraft ein Wert von etwa 1× 10−8 ergibt. Das bedeutet,
dass die elektrische Kraft, hervorgerufen durch Oberflächenladungen, typischer
Weise 10−8 mal kleiner ist als die magnetische Kraft und erklärt, warum sie
üblicherweise zu vernachlässigen ist.

Trotz dieser Tatsache sei vermerkt, dass die magnetische Kraft in der vor-
gegebenen Situation (parallele Leiter mit entgegengesetzten Stromrichtungen)
eine Abstoßung bewirkt, während die radiale elektrische Kraft, wie die Abbil-
dung 8.4 zeigt, sich als anziehend erweist.

Die in diesem Kapitel beschriebene Situation ist derjenigen sehr ähnlich,
in der Bergmann, Schaefer und Jefimenko ihre Experimente durchgeführt ha-
ben und deren Ergebnisse in Abbildungen 3.2 und 3.5 dargestellt sind. Um die
Ergebnisse dieser Experimente mit den theoretischen Berechnungen zu verglei-
chen, können die hier berechneten Äquipotentiallinien in die dort vorgegebenen
Abbildungen eingezeichnet werden. Dazu sind im wesentlichen die Werte ℓ/b,
b/2a und ℓ/2a erforderlich. Aus Abbildung 3.2 erhält man ℓ/b ≈ 2.8, b/2a ≈ 7.4
und ℓ/2a ≈ 20.7. Aus Abbildung 3.5 erhält man ℓ/b ≈ 1.9, b/2a ≈ 3.0 und
ℓ/2a ≈ 5.7. Diese Werte zusammen mit φA = 0 V und φB = 1 V ergeben die
Äquipotentiallinien aus Gleichung (8.3) bei y = 0 (siehe Abbildungen 8.6 und
8.7).

Abbildung 8.6: Berechnete Äquipotentiallinien als Überlagerung der von Berg-
mann und Schaefer experimentell gewonnenen elektrischen Feldlinien.

In dem Buch von Sommerfeld in Kapitel 6.5 wird die Methode beschrieben,
wie die senkrecht zu den Äquipotentiallinien verlaufenden Feldlinie gewonnen
werden können. Mit Hilfe dieser Methode erhält man die folgende Lösung für
die Ebene y = 0 außerhalb der Leiter:

ξout(x, 0, z) = −(φR + φL)
z

ℓ
+ (φR − φL)

[

x(x2 − 3x2o)

6xoℓ2
ln

(x− xo)
2

(x+ xo)2
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Abbildung 8.7: Berechnete Äquipotentiallinien als Überlagerung der von Jefi-
menko experimentell gewonnenen elektrischen Feldlinien.

+
x2o
3ℓ2

ln
(x− xo)

2(x+ xo)
2

x4o
− x2

3ℓ2
− z2

ℓ2

]

, (8.21)

wo xo ≡
√
b2 − 4a2/2.

Ausdrücke für die elektrischen Feldlinien innerhalb des ersten bzw. zweiten
Leiters ergeben sich wie folgt:

ξF (x, 0, z) = −(φR − φL)
|x+ b/2|

ℓ
, (8.22)

ξS(x, 0, z) = (φR − φL)
|x− b/2|

ℓ
. (8.23)

Mit den oben angegebenen Werten für ℓ/b, b/2a und ℓ/2a für die schon
erwähnten Experimente ergeben sich die in den Abbildungen 8.8 und 8.9 dar-
gestellten elektrischen Feldlinien als Überlagerung der Abbildung 3.2 und der
linken Seite der Abbildung 3.5.

Die berechneten Kurven sind den experimentell gewonnenen sehr ähnlich,
besonders in dem Bereich zwischen den Leitern. Obwohl diese Berechnungen
im strikten Sinne nur für r ≪ ℓ gültig sind, verlaufen die berechneten Kurven
zwischen z = −ℓ/2 bis ℓ/2. Da die Ergebnisse mit den Experimenten in relativ
guter Übereinstimmung sind, kann man schließen, dass die Randbedingung z =
±ℓ/2 für diese spezielle Konfiguration nicht besonders relevant ist.

Es ist ebenfall möglich, das Verhältnis der radialen zur longitudialen Kom-
ponente des elektrischen Feldes in der Nähe der Oberfläche im Außenraum ab-
zuschätzen. Betrachtet wird der erste Leiter an drei unterschiedlichen Positionen
von z: z = −ℓ/2, z = 0 und z = ℓ/2. Die axiale Komponente Ez ist konstant
über den Querschnitt und ist unabhängig von z. Dagegen ist die radiale Kom-
ponente Ex eine lineare Funktion von z und hängt außerdem von ϕF ab. Bei
diesem Vergleich gilt ϕF = 0. Mit diesen Werten und den Daten Jefimenkos in
Gleichung (8.4) erhält man Ex/Ez ≈ 12 bei z = −ℓ/2, 6 bei z = 0 und 0 bei
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Abbildung 8.8: Berechnete elektrischen Feldlinien als Überlagerung der von
Bergmann und Schaefer experimentell gewonnenen Linien.

Abbildung 8.9: Berechnete elektrischen Feldlinien als Überlagerung der von Je-
fimenko experimentell gewonnenen Linien.

z = ℓ/2. Das heißt, dass die radiale Komponente des elektrischen Feldes in un-
mittelbarer Nähe der Oberfläche typischer Weise etwa um eine Größenordnung
größer ist als das longitudinale elektrische Feld, das den Stromfluß bewirkt.
Jefimenkos Experimente bestätigen diese Aussage in deutlicher Weise.
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Kapitel 9

Widerstandsplatten

9.1 Einführung

In diesem Kapitel werden eine oder mehrere stromführende Platten behandelt,
die einen von Null verschiedenen Widerstand aufweisen. Zunächst wird der
ideale Fall einer unendlich ausgedehnten zweidimensionale Widerstandsplatte
(wie eine unendliche Ebene) untersucht. Es wird angenommen, dass der Strom
gleichförmig durch die Platte in einer konstanten Richtung fließt.

Wird eine Testladung im Abstand z zu einer solchen zunächst stromlosen
Platte positioniert, so stellt sich nach Erreichen eines elektrostatischen Gleich-
gewichts eine anziehende Kraft zwischen Platte und Testladung ein, die durch
Gleichung (4.1) gegeben ist.

Was geschieht, wenn durch Anschluß an eine Batterie ein konstanter Strom
durch die ruhenden Platte fließt? Das elektrische Feld, das den Stromfluß gegen
den Ohmschen Widerstand aufrecht erhält, wird durch Oberflächenladungen
hervorgerufen, die sich über die gesamte Platte verteilen. Angestrebt wird die
Berechnung des Potentials und des elektrischen Feldes auf und in der Umgebung
der stromführenden Platte.

Das vorliegenden Problem wurde zuerst von Jefimenko untersucht,1 und
später von anderen Autoren.2 Im Kapitel 9 von Assis und Hernandes Buch,3

sind alle mathematischen Ableitungen und Gleichungen zu finden, von denen
im folgenden nur die Ergebnisse dieser Berechnungen vorgestellt werden.

9.2 Eine einzelne Platte

Die hier vorgestellten Betrachtungen konzentrieren sich auf die Verteilung von
Oberflächenladungen und auf das dadurch erzeugte elektrische Feld.

1[Jef89, Seiten 303-304].
2[AHL01] und [Wel05].
3[AH07].
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Untersucht wird eine rechteckige Platte mit der Länge ℓy in y Richtung und
ℓz in z-Richtung. Die Platte befinde sich in der x = 0 Ebene mit dem Zentrum
bei (x, y, z) = (0, 0, 0). Angenommen wird, dass der Strom gleichmäßig von

−ℓz/2 nach +ℓz/2 fließt mit einer Stromdichte auf der Oberfläche ~K = (I/ℓy)ẑ
(siehe Abbildung 9.1).

Abbildung 9.1: Eine Widerstandsplatte in der Ebene x = 0 mit einer konstanten
und gleichförmigen Oberflächenstromdichte ~K längs der positiven z-Richtung.

Es wird ferner angenommen, dass die Oberflächenstromdichte, wie in Ab-
schnitt 5.4 gezeigt, eine lineare Funktion von z ist. Dann gilt:

σ(z) = σA + σB
z

ℓz
. (9.1)

Im allgemeinen sollte die Verteilung der Oberflächenladungen eine Funkti-
on der Koordinaten y und z sein, d.h. σ = σ(y, z). Die Abhängigkeit von y
kann für ℓy ≫ |~r| vernachlässigt werden, wobei für den Abstand des Beob-

achtungspunktes zum Zentrum der Platte gilt: |~r| =
√

x2 + y2 + z2. Weiterhin
wird angenommen, dass die Testladung in größerer Entfernung von der Batterie
angebracht ist. Der Fall, in dem sich die Testladung in der Nähe der Batterie be-
findet, entspricht dem in Abbildung 6.2 dargestellten Fall, wo sich die Ladung in
der Nähe der Mitte von Seite AD befindet. Die Berechnung dieser Konfiguration
wurde 2005 veröffentlicht.4

Um einen solchen, von der Variablen y unabhängigen Gleichstrom in x-Rich-
tung einer unendlich ausgedehnten Platte zu erzeugen, kann man sich als Antrieb
eine ideale Batterie in Form einer unendlich langen Linie denken, die senkrecht
zur Stromrichtung angeordnet ist

Das elektrische Potential ergibt sich direkt aus der Oberflächenladung σ(z)
zu:

φ(~r) =
1

4πε0

∫ ∫

σ(z′)da′

|~r − ~r′|
. (9.2)

Dieses Integral erstreckt sich über die gesamte Ladungsverteilung. Im vor-
liegenden Fall ist das Potential in der Symmetriebene y = 0 von Interesse:

4[HCA05].
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φ(x, 0, z) =
1

4πε0

∫ ℓy/2

−ℓy/2

∫ ℓz/2

−ℓz/2

σA + σBz
′/ℓz

√

x2 + y′2 + (z − z′)2
dy′dz′ . (9.3)

Zur Berechnung dieser Integrale werden drei unterschiedliche Näherungen
vorgenommen:

(A) ℓy ≫ ℓz ≫
√

x2 + z2 , (9.4)

(B) ℓ ≡ ℓy = ℓz ≫
√

x2 + z2 , (9.5)

(C) ℓz ≫ ℓy ≫
√

x2 + z2 . (9.6)

Die sich ergebenden Äquipotentiallinien für dieses Problem sind in Abbil-
dung 9.2 dargestellt, mit der Näherung (A) mit ℓy/ℓz = 3, φ(0, 0,−ℓz/2) = φ0/2
und φ(0, 0, ℓz/2) = −φ0/2. Für diesen Fall gilt σB = −2πε0φ0/ℓz und σA = 0.

Abbildung 9.2: Äquipotentiallinien in einer orthogonal zur Platte ausgerichteten
Ebene. Die Pfeile geben die Richtung des Stromes an.

Die elektrischen Feldlinien entsprechen einer Gruppe von zwei Hyperbeln
oberhalb und unterhalb der Platte. Abbildung 9.3 zeigt ein Beispiel mit der
Näherung (A) mit ℓy/ℓz = 3, φ(0, 0,−ℓz/2) = φ0/2 und φ(0, 0, ℓz/2) = −φ0/2.

Abbildung 9.3: Elektrische Feldlinien in einer orthogonal zur Platte ausgerich-
teten Ebene. Die Pfeile geben die Richtung des Stromes an.
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9.3 Zwei parallele Platten

Im folgenden werden die Experimente von Bergmann, Schaefer und Jefimenko
betrachtet, allerdings mit einem anderen Modell. Als erstes wird ein einfacher
geradliniger Leiter wie in Abbildungen 3.2 und 3.3 untersucht. Dabei wird ein
konstanter Strom angenommen, der in z-Richtung durch den Leiter fließt. Die
Leitfähigkeit des Leiters sei g und seine Form die eines Parallelepipeds der Länge
ℓy, 2a und ℓz. Entsprechend diesen Vorgaben werden freie Ladungen nur auf den
äußeren Oberflächen bei x = ±a auftreten (mit dem Zentrum des dicken Leiters
bei (x, y, z) = (0, 0, 0)). Die Dichte der freien Ladungen auf beiden Seiten wird
durch Gleichung (9.1) wiedergegeben.

Abbildung 9.4 zeigt das elektrische Potential in der Näherung (A) mit ℓy/ℓz =
ℓz/2a = 6.5. Mit der Randbedingung φ(±a, 0, −ℓz/2) = φ0/2 und φ(±a, 0,
ℓz/2) = −φ0/2 ergibt sich σB = −φ0ε0/(4λ1 − 2a) und σA = 0.

Abbildung 9.4: Äquipotentiallinien in einer orthogonal zu zwei parallelen strom-
führenden Platten ausgerichteten Ebene (Strömung in positiver z-Richtung).

Das elektrische Feld ergibt sich direkt als ~E = −∇φ.
Wie erwartet ergibt sich das elektrische Feld als konstant in dem Gebiet

zwischen den beiden Platten. Dieses Ergebnis eröffnet die Möglichkeit, den Fall
eines Parallelepipeds mit den Seiten ℓy und 2a zu modellieren, durch welches
ein konstanter Strom in z-Richtung fließt. Die oben behandelten Platten ent-
sprächen der obenen bzw. unteren Seite des Parallelepides bei x = ±a.

Die elektrischen Feldlinien ξ(x, 0, z) mit ∇ξ ·∇φ = 0 können nach der oben
beschriebenen Methode bestimmt werden.

Abbildung 9.5 zeigt diese Funktion in der Näherung ℓy/ℓz = ℓz/2a = 6.5, um
ähnliche Abmessungen zu erreichen wie in dem von Jefimenko durchgeführten
Experiment. Diese theoretischen Ergebnissse entsprechen den experimentellen
Ergebnisse von Jefimenko weitgehend (siehe Abbildung 3.3).

9.4 Vier parallele Platten

Mit Hilfe des in diesem Abschnitt eingeführten Modells eines Parallelepipeds
können entsprechende Ergebnisse wie in Abbildungen 3.5 und 3.2 erzielt werden.
Es handelt sich im wesentlichen um eine Transportleitung, bei der ein konstanter
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Abbildung 9.5: Elektrische Feldlinien in einer orthogonal zu zwei parallelen
stromführenden Platten ausgerichteten Ebene (Strömung in positiver z-Rich-
tung).

Strom in z-Richtung eines Parallelepipeds fließt (Leitfähiglkeit g1 und Dicke 2a)
und zurück durch ein anderes Parallelepiped der gleichen Dicke, aber einer Leit-
fähigkeit von g2. Der Abstand zwischen den Mittelpunkten der beiden Leiter
beträgt b. In diesem Fall treten freie Ladungen in vier Ebenen auf und zwar bei
y = b/2± a und y = −b/2± a, mit b/2 > a > 0.

9.4.1 Entgegengesetzte Potentiale

Im vorliegenden Fall besitzen die beiden Leiter die gleiche endliche Leitfähig-
keit g1 = g2 = g, und es kann angenommen werden, dass die Potentiale in den
beiden dicken Platten für jedes z genau entgegengesetzt sind. Die Dichte der
Oberflächenladungen für die Platten bei x = ±(b/2 + a) und x = ±(b/2 − a)
ergibt sich zu:

σ(x = ±(b/2 + a), y, z) = ±
(

σAext + σBext
z

ℓz

)

, (9.7)

σ(x = ±(b/2− a), y, z) = ±
(

σAint + σBint
z

ℓz

)

. (9.8)

Um die vorgegebenen Experimente zu modellieren, sollte das Potential in
dem Gebiet b/2 − a < x < b/2 + a und −b/2 − a < x < −b/2 + a nicht von x
abhängen, da der Strom hier nur in x-Richtung fließt.

Abbildung 9.6 zeigt das elektrische Potential für diesen Fall in der Näherung
(A) mit ℓy/ℓz = ℓz/2a = 6.8.

Abbildung 9.7 zeigt die Linien des elektrischen Feldes in der Näherung (A)
mit ℓy/ℓz = ℓz/2a = 6.8. Das Potential der oberen Platte beträgt an ihren
Rändern φ(b/2 − a < x < b/2 + a, 0, −ℓz/2) = φ0/2 und φ(b/2 − a < x <
b/2 + a, 0, ℓz/2) = 0, während das Potential der unteren Platte an ihren
Rändern gegeben ist als φ(−b/2 − a < x < −b/2 + a, 0, −ℓz/2) = −φ0/2 und
φ(−b/2− a < x < −b/2 + a, 0, ℓz/2) = 0.

Die Beziehung zwischen φ0 und den Oberflächenladung ergibt sich für diesen
Fall als σA = ε0φ0/2(b− 2a) und σB = −ε0φ0/(b− 2a).
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Abbildung 9.6: Äquipotentiallinien in einer Ebene orthogonal zu den vier Plat-
ten. In den beiden oberen bzw. unteren Platten fließt ein Strom in die positive
bzw. negative z-Richtung.

Abbildung 9.7: Elektrische Feldlinien in einer Ebene orthogonal zu den vier
Platten. In den beiden oberen bzw. unteren Platten fließt ein Strom in die
positive bzw. negative z-Richtung.

9.4.2 Perfekt leitende Platten

Betrachtet wird nun eine Situation, in der die beiden unteren Platten (oder das
untere Parallelepiped) ideale Leiter sind ohne Widerstand. Dabei wird ange-
nommen, dass diese Platten dem gleichen konstanten Potential φ(−b/2 − a <
x < −b/2+a, 0, z) = Φ im gesamten Gebiet längs der x-Achse ausgesetzt sind,
aber dennoch von einem konstanten Strom in z-Richtung durchflossen werden.
Im rechten Teil von Abbildung 3.5 ist ein entsprechendes experimentelles Ergeb-
nis dargestellt mit g1 ≪ g2. Um diesen Fall zu modellieren, werden vier Platten
bei x = b/2+ a, x = b/2− a, x = −b/2+ a und x = −b/2− a angenommen. Die
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entsprechenden Oberflächenladungen ergeben sich zu σ(x = b/2 + a, y, z) =
σAb+σBbz/ℓz, σ(x = b/2−a, y, z) = σAa+σBaz/ℓz, σ(x = −b/2+a, y, z) =
σ−Aa + σ−Baz/ℓz und σ(x = −b/2− a, y, z) = σ−Ab + σ−Bbz/ℓz.

Das Potential darf in dem Gebiet b/2−a < x < b/2+a nicht von x abhängen
und muß in dem Gebiet −b/2− a < x < −b/2 + a konstant sein.

Abbildung 9.8 zeigt die Äquipotentiallinien für diesen Fall in der Näherung
(A) mit ℓy/ℓz = ℓz/2a = 6.8.

Abbildung 9.8: Äquipotentiallinien in einer Ebene orthogonal zu den vier Plat-
ten. Die beiden oberen Platten weisen eine gleichmäßige Leitfähigkeit auf und
führen einen Strom in positiver z-Richtung. Die Leitfähigkeit der beiden unteren
Platten ist gleich Null und der Strom fließt in negativer z-Richtung.

Abbildung 9.9 zeigt die elektrischen Feldlinien in der gleichen Näherung und
mit den gleichen Abmessungen wie in Abbildung 9.7. Das konstante Potential
der unteren Platte beträgt Φ = −φ0/2. Wiederum zeigt sich eine akzeptable
Übereinstimmung mit dem Experiment von Jefimenko (Abbildung 3.5 rechts),
besonders in dem Gebiet zwischen den Parallelepipeds.
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Abbildung 9.9: Elektrische Feldlinien in einer Ebene orthogonal zu den vier
Platten. Die beiden oberen Platten weisen eine gleichmäßige Leitfähigkeit auf
und führen einen Strom in positiver z-Richtung. Die Leitfähigkeit der beiden
unteren Platten ist gleich Null und der Strom fließt in negativer z-Richtung.
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Kapitel 10

Streifenförmige ohmsche
Leiter

10.1 Das Problem

Betrachtet wird ein konstanter Strom, der gleichförmig durch die Oberfläche
eines ruhenden gerade Widerstandsstreifens fließt. Angestrebt wird die Berech-
nung des Potentials φ und des elektrischen Feldes ~E im gesamten Raum sowie die
Verteilung von Oberflächenladungen längs des Streifens als Ursache für das elek-
trische Feld. Die Berechnung folgt im wesentlichen dem in 2003 veröffentlichten
Verfahren.1 Im Kapitel 10 von Assis und Hernandes Buch,2 sind alle mathema-
tischen Ableitungen und Gleichungen zu finden, während im folgenden nur die
Ergebnisse dieser Berechnungen vorgestellt werden.

Der zu untersuchende Streifen befinde sich in der x = 0 Ebene und zwar
in dem Gebiet −a < y < a und −ℓ/2 < z < ℓ/2, mit ℓ ≫ a > 0. Außerhalb
des Streifens wird Luft oder Vakuum angenommen. Ein konstanter Strom fließe
gleichförmig längs der positiven z-Richtung mit einer Oberflächenstromdichte
~K = Iẑ/2a (siehe Abbildung 10.1).

Diese gleichförmige Stromverteilung ist gemäß dem Ohmschen Gesetz ver-
bunden mit einem räumlich konstanten elektrischen Feld längs der Oberfläche
des Streifens. In Bezug auf das Potential gilt im stationären Zustand für die-
ses elektrische Feld die Beziehung ~E = −∇φ. Dieser Ausdruck besagt, dass
das Potential längs des Streifens eine lineare Funktion von z und unabhängig
von y ist. Das Problem kann gelöst werden durch das Auffinden der Lösung
der Laplace-Gleichung ∇2φ = 0 im leeren Raum und unter Anwendung von
Randbedingungen.

1[HA03b].
2[AH07].
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Abbildung 10.1: Ein ohmscher Widerstandsstreifen der Breite 2a und Länge
ℓ mit einer konstanten und gleichförmigen Stromdichte ~K längs der positiven
z-Richtung.

10.2 Die Lösung

Auf Grund der Symmetrie des Problems ist die Verwendung von elliptisch-
zylindrischen Koordinaten angemessen. Damit wird eine vollständige analyti-
sche Lösung für das elektrische Potential φ, das elektrische Feld ~E und für die
Dichte der Oberflächenladungen σ längs des Streifens möglich.

10.3 Diskussion

In der Ebene x = 0 erzeugt der Strom ein magnetisches Feld ~B, das in die
positive (negative) x zeigt für y > 0 (y < 0). Betrachtet wird nun ein einzelnes
Elektron, das sich mit der Driftgeschwindigkeit ~vd bewegt. Das Magnetfeld aller
anderen driftenden Elektronen übt auf das ausgewählte Elektron eine Kraft
gemäß q~vd × ~B aus (siehe Abbildung 10.2).

Abbildung 10.2: Magnetfeld ~B längs des Streifens in positiver z-Richtung. Es
existiert eine magnetische Kraft in Richtung der Achse, die auf alle Leitungs-
elektronen einwirkt.

Diese Kraft wird eine Umverteilung der Ladung längs der y Richtung bewir-
ken mit einer Anhäufung von negativen Ladungen längs der Mittellinie des Strei-
fens und einer Anhäufung von positiven Ladungen längs der Ränder y = ±a.
Im stationären Zustand wird durch diese Umverteilung ein elektrisches Feld
Ey längs der y Richtung erzeugt, das die magnetische Wirkung ausgleicht:
|qEy| = |qvdB|.

Wie in Abschnitt 6.4 gezeigt wurde, ist dieser Halleffekt in der Regel sehr
viel kleiner als das den Strom antreibende elektrische Feld und wird daher im
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folgenden vernachlässigt.

Nun werden einige Spezialfälle betrachtet. Durch Vergleich von a mit der
Entfernung zum Beoachtungspunkt ρ =

√

x2 + y2 ergeben sich zwei Grenzfälle.
Gilt a2 ≫ ρ2, so ergibt sich für diese Fall die gleiche Lösung wie für eine große
Platte.

Gilt andererseits a2 ≪ ρ2, so ergibt sich für diesen Fall eine Lösung für das
Potential φ in Übereinstimmung mit Gleichung (6.11), mit A2/A1 = ln(ℓ/a).
Dabei ist ℓ die typische Länge eines zu untersuchenden Drahtes oder Streifens
mit ℓ ≫ a. Diese Bedingung ist sinnvoll, da sich Gleichung (6.11) auf das Po-
tential außerhalb eines langen geradlinigen zylindrischen Drahtes bezieht, durch
den ein konstanter Strom fließt. Wie zu fordern ist, stimmen beide Lösungen
für Punkte in großer Entfernung zu Achse des Streifens überein.

10.4 Vergleich mit den experimentellen Resul-
taten

Diese Ergebnisse zeigen, dass sich ein elektrisches Feld nicht nur längs des strom-
führenden Widerstandssteifens, sondern auch im Außenraum desselben befindet.
Wie gezeigt wurde, hat Jefimenko in seinen Experimenten die Existenz eines
solchen externen elektrischen Feldes nachgewiesen.3 Die von Jefimenko verwen-
dete Konfiguration entspricht der hier verwendeten: Ein auf einer Glasplatte
aufgebrachter zweidimensionaler leitender Streifen, bestehend aus durchsichti-
ger leitender Tinte. Um die hier erzielten Ergebnisse mit diesen Experimenten
zu vergleichen, wird der symmetrische Fall gewählt.

Die Linien des elektrischen Feldes senkrecht zu den Äquipotentiallinien erge-
ben sich aus dem in Abschnitt 6.5 dargestellten Verfahren. Diese Linien werden
beschrieben durch die Funktion ξ mit ∇ξ · ∇φ = 0.

In Abbildung 10.3 werden diese Äquipotentiallinien senkrecht zur Ebene des
Streifens graphisch wiedergegeben.

In Abbildung 10.4 werden diese Äquipotentiallinien in der Ebene des Strei-
fens graphisch wiedergegeben.

Abbildung 10.5 zeigt die Ergebnisse von Jefimenko aus Abbildung 3.3 mit
den theoretisch bestimmten elektrischen Feldlinien als Überlagerung.

Abbildung 10.6 zeigt die experimentellen Ergebnisse von Jefimenko, Bar-
nett und Kelly aus Abbildung 3.10 mit den theoretisch bestimmten Äquipo-
tentiallinien als Überlagerung. Die Übereinstimmung ist nicht so gut, wie bei
dem vorherigen Fall und dies aus zwei Gründen. Zum einen bezieht sich die
hier durchgeführte Rechnung auf eine zweidimensionale Konfiguration, während
die Experimente von Jefimenko, Barnett und Kelly in einem dreidimensionalen
Kasten durchgeführt wurden.4 Zum anderen betrug in dem Experiment mit den
Grassamen5 das Länge/Breite-Verhältnis des Streifens 7, in dem zweiten Expe-

3[Jef62] und [Jef89, Platte 6].
4[JBK62].
5[Jef62].
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Abbildung 10.3: Äquipotentiallinien (gestrichelt) und elektrische Feldlinien
(durchgezogen) in einer Ebene senkrecht zur Ebene des Streifens.

Abbildung 10.4: Äquipotentiallinien (gestrichelt) und elektrische Feldlinien
(durchgezogen) in der Ebene des Streifens.

riment nur 2.6 Dies bedeutet, dass die Effekte durch Randwerte in der Nähe von
z = ℓ/2 und z = −ℓ/2 eine größere Bedeutung erlangen. Diese Randwerteffekte
wurde hier nicht berücksichtigt.

6[JBK62].
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Abbildung 10.5: Experimentell durch Jefimenko erzielte Linien zusammen mit
den theoretisch bestimmten Linien des elektrischen Feldes als Überlagerung.

Abbildung 10.6: Experimentell durch Jefimenko, Barnett und Kelly erzielte Li-
nien zusammen mit den theoretisch bestimmten Äquipotentiallinien als Über-
lagerung.
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Teil III

Gekrümmte Leiter
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Im folgenden Abschnitt werden stromfürende ohmsche Leiter betrachtet, die
eine Krümmung aufweisen. Das in Abschnitt 5.4 diskutierte Russellsche Theo-
rem kann wegen dieser Krümmung nicht mehr angewendet werden. Dennoch
können die folgenden Fälle noch geschlossen gelöst werden und zwar ein azi-
mutaler Strom in einem unendlichen Zylinder, ein azimutaler Strom längs einer
Kugelschale und ein azimutaler Strom in einem toroidförmigen Leiter. Diese
Lösungen helfen bei der Klärung einiger wichtiger Aspekte von Oberflächenla-
dungen im Zusammenhang mit stromführenden Leitern.
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Kapitel 11

Ohmsche zylinderförmige
Schale mit azimutalem
Strom

11.1 Konfiguration des Problems

Das Thema dieses Abschnittes wurde hauptsächlich von Jefimenko, Heald und
Griffiths diskutiert.1 Im Kapitel 11 von Assis und Hernandes Buch,2 finden sich
alle mathematischen Ableitungen und Gleichungen, während im folgenden nur
die Ergebnisse dieser Berechnungen vorgestellt werden.

Gegeben sei eine unendlich lange homogene zylindrische Schale mit einem
ohmschen Widerstand, einem Radius a und der Längsachse parallel zu z-Rich-
tung. Verwendet werden Zylinderkoordinaten (ρ, ϕ, z) mit dem Ursprung im

Mittelpunkt der Schale. Der Abstand zur z-Achse betrage ρ =
√

x2 + y2. An-
genommen wird weiterhin die Existenz einer linienförmigen Batterie, die sich in
einem schmalen Spalt der Schale am Ort (ρ, ϕ, z) = (a, π, z) befindet und die
das konstanten Potential φ = ±φB/2 auf die jeweiligen Schalenseiten aufbringt
(siehe Abbildung 11.1).

Auf der Grundlage des Ohmschen Gesetzes ergibt sich das Potential längs
der Oberflächen der zylindrischen Schale zu

φ(a, ϕ, z) = φB
ϕ

2π
. (11.1)

1[Jef66, Aufgabe 9.33 und Abbildung 14.7], [Jef89, Seite 318], [Hea84] und [Gri89, Seite
279].

2[AH07].
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Abbildung 11.1: Konfiguration des Problems.

11.2 Potential und elektrisches Feld

Das Potential innerhalb und außerhalb der Schale erfüllt die Laplace-Gleichung
∇2φ = 0.

Die Äquipotentiallinien für diesen Fall sind in Abbildung 11.2 wiedergege-
ben.

Abbildung 11.2: Äquipotentiallinien. Die Batterie wird durch einen schwarzen
Punkt gekennzeichnet.

Die elektrischen Feldlinien als Funktion ξ(x, y) mit ∇ξ ·∇φ = 0 ergeben sich
mit Hilfe der in Abschnitt 6.5 angegebenen Methode.

Das elektrische Feld ergibt sich direkt aus der Beziehung ~E = −∇φ. Abbil-
dung 11.3 zeigt die so bestimmten Linien des elektrischen Feldes.
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Abbildung 11.3: Linien des elektrischen Feldes. Die Batterie wird durch einen
schwarzen Punkt gekennzeichnet.

11.3 Dichte der Oberflächenladungen

Die Dichte der Oberflächenladungen innerhalb und außerhalb der hohlen Schale
(d.h. längs der inneren und äußeren Oberfläche) σi und σo erhält man mit Hilfe
des Gaußschen Gesetzes. Beide Dichten haben die gleiche Größe und ergeben
sich zu:

σi = σo =
ε0φB
2πa

tan
ϕ

2
=
ε0φB
2πa

tanψ . (11.2)

Die so bestimmte Dichte der Oberflächenladungen wird in graphischer Form
in Abbildung 11.4 wiedergegeben.

Abbildung 11.4: Dichte der Oberflächenladungen σ ≡ σi = σo innerhalb und
außerhalb der hohlen Schale als Funktion des azimutalen Winkels gemäß Glei-
chung (11.2), [Hea84].

Die gesamte Ladungsdichte σt ergibt sich zu
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σt = σi + σo =
ε0φB
πa

tan
ϕ

2
=
ε0φB
πa

tanψ . (11.3)

Aus Gleichung (11.2) folgt, dass die Dichte der Oberflächenladung in der
näheren Umgebung der Batterie nicht länger eine lineare Funktion der longitu-
dinalen Koordinate (in diesem Fall der Bogen aϕ) des ohmschen Leiters ist. Eine
lineare Abhängigkeit besteht nur in der Nähe von ϕ = 0 rad. Bei Annäherung
zur Batterie erfolg ein nichtlinearer Anstieg (d.h. die Dichte ist nicht proporti-
onal zu aϕ) (siehe Abbildung 11.4). Diese Abweichung von der Linearität sollte
auch für geradlinige Leiter in der Nähe der Batterie auftreten. Diese Aussage
wurde 2004 und 2005 bestätigt.3

Die für diesen Fall bestimmten Lösungen für das Potential, das elektrische
Feld und die Dichte der Oberflächenladungen zeigen, dass verschiedene Funk-
tionen proportional zur EMK der Batterie sind, nämlich sowohl das innere und
äußere Potential sowie das elektrische Feld, als auch die Dichte der Ladungen auf
der inneren und äußeren Oberfläche. Das heißt, dass diese Größen proportional
sind zur Spannung φ(π)− φ(−π) = φB zwischen den Anschlüssen der Batterie.
Wenn man in einem Gedankenexperiment davon ausgeht, dass man nachein-
ander zwei zylindrischen Schalen mit gleichem Radius, aber unterschiedlicher
Leitfähigkeit an die gleiche Batterie B anschließt, so wird wegen des verschie-
denen Widerstandes ein unterschiedlicher stationärer Strom fließen. In beiden
Fällen sind jedoch die externen Potentiale, die elektrischen Felder und die Dich-
ten der Oberflächenladungen unverändert. Diese Überlegung verdeutlicht noch
einmal, dass das elektrische Feld außerhalb eines ohmschen stromführenden Lei-
ters proportional zur angelegten Spannung ist. Das Besondere des vorliegenden
Falls besteht in der Tatsache, dass hier eine exakte analytische Lösung für al-
le beteiligten Größen gefunden wurde. Daraus folgt, dass das elektrischen Feld
nicht direkt von Strom abhängt, der in dem betreffenden Stromkreis fließt. Wie
gezeigt wurde ist das Feld gleich groß, auch wenn unterschiedliche Ströme in
Stromkreisen fließen, die an eine Batterie mit gleicher EMK angeschlossen sind.
Wegen dieser Proportionalität zur EMK ist es besonders wichtig, mit Hochspan-
nungsquellen zu arbeiten, um die durch das externe Feld erzeugten Wirkungen
zu beobachten.

11.4 Zusammengesetzte Widerstände

Heald untersuchte ebenfalls den Fall eines zusammengesetzten Widerstandes,
d.h. eines zylindrischen Rohrs mit einem endlichen Widerstand in der Region
−α < ϕ < α und ohne Widerstand außerhalb dieser Region.4

Die Äquipotentiallinien für den Fall des zusammengesetzten Widerstandes
sind in Abbildung 11.5 wiedergegeben.

Die elektrischen Feldlinien werden in Abbildung 11.6 wiedergegeben.

3[HCA04] und [HCA05].
4[Hea84].
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Abbildung 11.5: Äquipotentiallinien für einen zusammengesetzten Widerstand.

Abbildung 11.6: Elektrischen Feldlinien für einen zusammengesetzten Wider-
stand.

In diesem Fall divergieren die Dichten der Oberflächenladungen nicht nur in
der Nähe der Batterie, sondern auch in der Nähe der Diskontinuität im Wider-
standsverhalten des Rohrs (siehe Abbildung 11.7).

Eine weitere qualitative Diskussion von zusammengesetzten Widerständen
findet sich in dem Buch von Chabay und Sherwood.5 Die dort dargestellte Ana-
lyse ist äußerst lehr- und hilfreich.

5[CS02, Sektion 18.6].
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Abbildung 11.7: Dichten von Oberflächenladungen σ ≡ σi = σo längs der in-
neren und äußeren Oberfläche eines hohlen zusammengesetzten Widerstandes
(durchgezogene Linie) als Funktion des azimutalen Winkels. Die gestrichelte
Linie gibt den vorherigen Fall eines uniformen ohmschen Leiters wieder.
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Kapitel 12

Ohmsche Kugelschale mit
einem azimutalen Strom

12.1 Einführung

Ziel dieses Kapitels ist die Untersuchung einer ohmschen Kugelschale, durch die
ein azimutaler Strom fließt.1 Der mathematische Schwierigkeitsgrad ist nicht
all zu groß und liegt zwischen dem der Untersuchung der im vorangegangenen
Kapitel behandelten unendlich ausgedehnten zylinderförmigen Schale und dem
eines im nächsten Kapitel zu behandelnden Leiters in Form eines Toroids. Der
vorliegende Fall ist bedeutsam, da es gelingt, exakte analytische Lösungen für die
innere und äußere Verteilung von Oberflächenladungen, für das Potential und
für das elektrische Feld anzugeben. Im Vergleich zu den Lösungen für toroidför-
mige Leiter sind diese Lösungen von einfacherer Form und zeigen eindeutig,
dass ein elektrisches Feld im Außenraum eines stromführenden Leiters existiert,
der in einem endlichen Raumgebiet eingeschlossen ist. Soweit bekannt ist über
diesen Fall bisher nicht berichtet worden. Die mathematischen Ableitungen und
Gleichungen finden sich in Kapitel 12 von Assis und Hernandes Buch,2 während
hier nur die Zusammenfassungen vorgestellt werden.

12.2 Beschreibung des Problems

Betrachtet wird eine ohmsche Kugelschale mit Radius a und dem Zentrum im
Nullpunkt. Angenommen wird eine linienförmige Batterie längs eines Meridians
(wie der Greenwich Meridian), die eine konstante Potentialdifferenz zwischen
der rechten und linken Seite aufrechterhält (siehe Abbildung 12.1).

Somit stellt die Batterie einen Halbkreis in der Ebene y = 0 dar mit den
Enden bei (x, y, z) = (0, 0,±a) und dem Mittelpunkt längs des Halbkreises bei

1[HA05a].
2[AH07].
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Abbildung 12.1: Eine ohmsche Kugelschale mit Radius a (m) und dem Zentrum
im Nullpunkt. Eine lineare ideale Batterie bei (r, θ, ϕ) = (a, θ, π) erzeugt einen
konstanten Strom I (A), der längs der Oberfläche der Schale in azimutaler Rich-
tung −ϕ̂ fließt. Die als dickere Linie gekennzeichnete Batterie hat die Form eines
Halbkreises.

(x, y, z) = (−a, 0, 0). Unter Verwendung der Kugelkoordinaten (r, θ, ϕ) befindet
sich die Batterie bei (a, θ, π). Es wird weiterhin angenommen, dass die durch
die Batterie aufgebrachte Potentialdifferenz nicht von dem polaren Winkel θ
abhängt. Die Batterie erzeugt in der Schale einen konstanten Strom in azimu-
taler Richtung −ϕ̂ (siehe Abbildungen 12.1 und 12.2). Im Inneren der Schale
sowie im Außenraum wird Luft oder Vakuum angenommen.

Gemäß dem Ohmschen Gesetz ergibt sich das Potential φ längs der Ober-
fläche zu:

φ(a, θ, ϕ) = φA + φB
ϕ

2π
. (12.1)

In dieser Gleichung wurde aus Gründen der Allgemeinheit ein konstantes
Potential φA hinzugefügt.

Ziel ist das Auffinden von Lösungen der Laplace-Gleichung ∇2φ = 0 au-
ßerhalb und innerhalb der Kugelschale unter Verwendung von Gleichung (12.1)
als eine Randbedingung, zusammen mit endlichen Werten für das Potential im
Mittelpunkt der Schale sowie im Unendlichen. Das elektrische Feld ergibt sich
dann zu ~E = −∇φ. Die Bestimmung der radialen Komponente des äußeren und
inneren elektrischen Feldes mit r → a bietet dann als Standardverfahren die
Möglichkeit, die Dichte der Oberflächenladungen σ zu bestimmen.
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Abbildung 12.2: Projektion einer ohmschen Kugelschale mit Radius a in der
Ebene z = 0. Die Batterie zeigt sich für −a ≤ x ≤ 0 als gerade Linie (dicke
Linie). In dieser Ebene fließt der Strom im Uhrzeigersinn −ϕ̂.

12.3 Allgemeine Lösung

Das elektrische Potential wird bestimmt unter Verwendung von Kugelkoordina-
ten.

Abbildung 12.3 zeigt die Äquipotentiallinien in der Ebene z = 0 der Kugel-
schale mit φA = 0 (ohne Ladungen im Innern der Schale). Der Strom fließt im
Uhrzeigersinn. Der Umfang (fett) repräsentiert die Schale. Die Linien des elek-
trischen Feldes, die senkrecht zu diesen Äquipotentiallinien verlaufen, befinden
sich in der Ebene z = 0.

Abbildung 12.4 zeigt die Äquipotentiallinien in der Ebene x = 0. Der Strom
fließt senkrecht zur Papierebene von der linken zur rechten Seiten des hervorge-
hobenen Umfangs. Es gilt φA = 0. In diesem Fall befinden sich die elektrischen
Feldlinien nicht in der Ebene (Eϕ oder Ex sind in der gesamten Ebene nicht
gleich Null).

Abbildung 12.5 zeigt die gesamte Dichte der Oberflächenladungen σt in der
Äquatorialebene als Funktion des normierten Azimutwinkels ϕ, bezogen auf
seinen Wert bei σt für ϕ = π/4 rad.

Die in der Abbildung 12.5 zu sehenden oszillierenden Werte von σt(ϕ) sind
wahrscheinlich dadurch bedingt, dass σt proportional ist zu der radialen Kom-
ponente des elektrischen Feldes, die durch Differenzieren einer Fourier-Reihe
erhalten wurde. Wie bekannt treten solche Konvergenzprobleme manchmal auf,
wenn Fourier-Reihen differenziert werden. Durch Erhöhung der Zahl der Glie-
der in der Fourier-Reihe von σt werden nur die Zahl der Oszillationen in der
entsprechenden Kurve erhöht.

Es gelingt nicht, eine geschlossenen analytische Form für die Lösungen der
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Abbildung 12.3: Äquipotentiallinien in der Ebene z = 0. Die ohmsche Kugel-
schale führt einen Strom im Uhrzeigersinn. Der hervorgehobene Umfang re-
präsentiert die Schale. Die Projektion der Batterie wird durch die gerade Linie
(fett) von x = −a bis x = 0 wiedergegeben. Das elektrische Feld weist keine
z-Komponente auf, so dass die Linien des elektrischen Feldes in dieser Ebene
senkrecht zu den Äquipotentiallinien verlaufen.

Dichte der Oberflächenladung als Reihe anzugeben. Jedoch erhält man das Er-
gebnis von Abbildung 12.6 durch Verwendung der Mittelwertbildung. Die Aus-
buchtungen um ϕ = ±π/2 rad herum sind wohl nur numerische Näherungen
ohne physikalische Bedeutung, während die reale Kurve einen glatten Verlauf
haben sollte. Abbildung 12.6 zeigt, dass σt(ϕ) in größerer Entfernung von der
Batterie (d.h. in der Umgebung von ϕ = 0 rad) linear mit ϕ verläuft und in der
Nähe der Batterie divergiert (mit ϕ → ±π rad). Dies ist das wichtige physika-
lische Resultat.

12.4 Zusammenfassung

Für eine ohmschen Kugelschale mit einem azimutalen Strom ergaben sich Lö-
sungen für die Dichte der Oberflächenladungen σ, für das Potential φ und das
innere und äußere elektrische Feld ~E. Dargestellt wurde die gesamte Dichte
der Oberflächenladung als Funktion des Azimut-Winkels ϕ. Dabei zeigt sich
in größerer Entfernung der Batterie ein linearer Verlauf von σt in Abhängig-
keit von ϕ, während es bei Annäherung an die Batterie unbegrenzt ansteigt. In
großer Entfernung zur Schale entspricht das Potential dem einer Punktladung
plus dem eines elektrischen Dipols. Die Gesamtladung q und das Dipolmoment
~p dieses Systems wurden ebenfalls berechnet. Alternativ hierzu können diese
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Abbildung 12.4: Äquipotentiallinien in der Ebene x = 0 der Kugelschale mit
φA = 0. Der hervorgehobene Umfang repräsentiert die Schale. Der Strom fließt
senkrecht zur Papierebene von der linken zur rechten Seiten des dick gezeichne-
ten Umfangs.

Abbildung 12.5: Gesamte Dichte der Oberflächenladung σt(ϕ) als Funktion des
Azimutwinkels ϕ in der Äquatorialebene z = 0 einer ohmschen Kugelschale,
durch die in azimutaler Richtung ein konstanter Strom fließt, normalisiert durch
seinen Wert bei ϕ = π/4 rad.

Größe auch bestimmt werden mit Hilfe von q =
∫ ∫

σ da und ~p =
∫ ∫

σ ~r da, mit
da als Flächenelement und mit der Integration über die Oberfläche des Systems.
Wie zu erwarten stimmen diese beiden Verfahren im Ergebnis überein.
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Abbildung 12.6: Geglättete Kurven von Abbildung 12.5.
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Kapitel 13

Ohmscher ringförmiger
Leiter mit azimutalem
Strom

13.1 Einführung

Die in diesem Kapitel aufgeführten Rechnungen wurde 2003 und 2004 veröffent-
licht.1 Im folgenden werden nur die Ergebnisse aus Kapitel 13 von Assis und
Hernandes Buch,2 vorgestellt. Alle zugehörigen mathematischen Ableitungen
und Gleichung sind dort zu finden.

So weit bekannt hat bisher nur Weber 1852 versucht, das elektrische Feld
innerhalb eines ringförmigen stromführenden Leiter zu berechnen, das durch
Oberflächenladungen erzeugt wird (siehe Anhang A).3

Gesucht wird eine Lösung für das Potential in Bezug auf einen auf ein be-
stimmtes Raumgebiet begrenzten Strom, der seinerseits ein elektrisches Feld im
Außenraum des ohmschen Leiters erzeugt. Der einzige Autor, der eine vollstän-
dige Lösung dieses Problems für einen auf ein endliches Volumen begrenzten
Strom vorgestellt hat (außer dem im vorherigen Kapitel vorgestellten Fall) ist
Jackson,4 der ein Koaxialkabel endlicher Länge berechnete. Allerdings verwen-
dete Jackson als Rücklauf ein Kabel mit Widerstand Null und erhielt deshalb
nur ein elektrisches Feld innerhalb des Kabels und kein elektrisches Feld im
Außenraum.

1[HA03a] und [HA04].
2[AH07].
3[Web52].
4[Jac96].
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13.2 Beschreibung des Problems

Gegeben sei ein ringförmiger ruhender ohmscher Leiter (größerer Radius R0

und kleiner Radius r0) mit einem konstanten Strom I, der gleichmäßig über der
Länge 2πR0 des Leiters verteilt ist. Angenommen wird ein Leiter mit homogener
Leitfähigkeit und einem Strom in azimutaler Richtung. Der Ring sei zentriert in
der z = 0 Ebene mit z als Symmetrieachse. Eine Batterie wird postuliert bei ϕ =
π rad, die an ihren Enden eine konstante Potentialdifferenz aufrechterhält (siehe
Abbildung 13.1). Zu Beginn wird die Batterie als ideal mit vernachlässigbarer
Dichte angenommen. In einer späteren Rechnung wird ein endliches Volumen
der Batterie einbezogen. Im Außenraum des Leiters sei Luft oder Vakuum.

Abbildung 13.1: Ein ringförmiger ohmscher Leiter mit z als Symmetrieachse, mit
kleinerem Radius r0 und größerem Radius R0. Eine dünne Batterie befindet sich
bei ϕ = π rad und hält eine konstante Potentialdifferenz an ihren beiden Enden
aufrecht (angedeutet durch die + und - Zeichen). Ein konstanter azimutaler
Strom fließt im Uhrzeigersinn in dem Ringkreis von ϕ = π rad nach ϕ = −π
rad.

Das Ziel besteht darin, das Potential φ im gesamten Raum zu bestimmen,
mit dem Potential auf der Oberfläche des Leiters als Randbedingung. Das hier
zu behandelnde Problem kann auf zwei Fälle angewendet werden: (a) der Ring
ist ein homogener Vollkörper und die Batterie ist eine Scheibe (siehe Abbil-
dung 13.2 (a)); und (b) der Ring ist hohl und die Batterie ist ringförmig (siehe
Abbildung 13.2 (b)). Die Symmetrie des Problems legt die Verwendung von to-
roidalen Koordinaten (η, χ, ϕ) nahe. Diese Koordinaten wurde von Neumann
eingeführt,5 der die Verteilung von Oberflächenladungen auf einem metallischen
Ring untersuchte, der sich auf einem konstanten Potential befand.6

5[Neu64].
6[Web65, Seite 516].
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Abbildung 13.2: Zwei Fälle werden betrachtet: (a) ein ringförmiger Leiter als

Vollkörper mit einem azimutalen Strom der Volumendichte ~J über den gesam-
ten Querschnitt; (b) ein hohler ringförmiger ohmscher Leiter mit einem azimu-

talem Strom der Flächendichte ~K über den gesamten Umfang 2πr0 des hohlen
ringförmigen Körpers.

13.3 Lösung für einen konstanten azimutal aus-
gerichteten Strom

Die Oberfläche des Rings als Toroid wird in toroidalen Koordinaten mit kon-
stantem η0 beschrieben. Zu untersuchen ist der Fall eines konstanten Stromes,
der in azimutaler Richtung ϕ längs des ohmschen Toroids fließt. Daher kann an-
genommern werden, dass das Potential längs der Oberfläche des Toroids linear
in ϕ ist, mit φ(η0, χ, ϕ) = φA + φBϕ/2π. Dieses Potential kann in eine Fourier
Reihe nach ϕ entwickelt werden:

φ(η0, χ, ϕ) = φA + φB
ϕ

2π
= φA +

φB
π

[ ∞
∑

q=1

(−1)q−1

q
sin(qϕ)

]

. (13.1)

Abbildung 13.3 zeigt die Fourier-Entwicklung für das Potential längs der
Leiteroberfläche als Funktion von ϕ. Die Oszillationen in der Nähe von ϕ =
±π rad sind bedingt durch die Fourier-Reihe mit einer endlichen Anzahl von
Gliedern. Das Überschießen ist als Gibbs Phänomen bekannt, eine Besonderheit
der Fourier-Reihe bei einer einfachen Diskontinuität.7

Es wird angenommen, dass das Potential innerhalb des vollen ringförmigen
ohmschen Leiters (das heißt, für η > η0, Abbildung 13.2a), ebenfalls gegeben
ist durch Gleichung (13.1):

φ(η > η0, χ, ϕ) = φA + φB
ϕ

2π
. (13.2)

7[AW95, Seiten 783–787].
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Abbildung 13.3: Fourier-Entwicklung des Potentials entlang des Leiteroberfläche
als Funktion des Azimutwinkels ϕ (Gleichung (13.1)), mit φA = 0 und φB = φ0.

Das elektrische Feld innerhalb des Toroids als Vollkörper kann sehr einfach
in Zylinderkoordinaten (ρ, ϕ, z) ausgedrückt werden als:

~E = −∇φ = − φB
2πρ

ϕ̂ . (13.3)

Dieses elektrische Feld führt wegen∇· ~E = 0 zu keiner Anhäufung von Ladungen
innerhalb eines Leiters als Vollkörper.

Dies sind sinnvolle Ergebnisse. Das Potential erfüllt, wie erwartet, die La-
place-Gleichung ∇2φ = 0. Das elektrische Feld ist umgekehrt proportional zum
Abstand ρ =

√

x2 + y2 von der z-Achse. Dies war zu erwarten, da ein Leiter mit
konstanter Leitfähigkeit angenommen wurde. Die Potentialdifferenz ∆φ, die von
der Batterie bei ϕ = π rad aufgebracht wird, kann in Beziehung gesetzt werden
zu dem azimutalen elektrischen Feld durch ein lineares Integral:

∆φ = −
∫ −π

ϕ=π

~E · d~ℓ = −Eϕ2πρ . (13.4)

Hier ist ρ der Radius des kreisförmigen Integrationsweges mit dem Zentrum
auf der z-Achse und lokalisiert entweder innerhalb oder längs der Oberfläche
des Torroids. Dies zeigt, dass Eϕ umgekehrt proportional zu ρ ist, wie Glei-
chung (13.3) zeigt. Der Vergleich von Gleichungen (13.3) und (13.4) ergibt:

∆φ = φB . (13.5)

Aus dem Ohmschen Gesetz ~J = g ~E (mit g als homogene Leitfähigkeit des

Drahtes) folgt, dass ~J ebenfall umgekehrt proportional ist zum Abstand ρ von
der z-Achse und zwar innerhalb eines vollen homogenen ringförmigen Leiters.

Es folgt die Lösung für den Außenraum des Leiters, die sowohl für den vollen
als auch für den hohlen Toroid gilt.

Abbildung 13.4 zeigt die Äquipotentiallinien eines vollen Toroids auf der
Ebene z = 0, mit φA = 0 und φB = φ0. Verwendet wurde für die toroidale
Oberfläche der Wert η0 = 2.187.
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Abbildung 13.5 zeigt die Äquipotentiallinien eines vollen Toroids in der Ebe-
ne x = 0 (senkrecht zum Strom), ebenfalls mit φA = 0, φB = φ0, R0 = 1 und
η0 = 2.187.

Abbildung 13.4: Äquipotentiallinien für einen vollen ohmschen toroidförmigen
Leiter in der Ebene z = 0. Die hervorgehobenen Kreisumfänge repräsentieren
die Ränder des Toroids. Der Strom fließt in azimutaler Richtung von ϕ = π rad
nach ϕ = −π rad. Die dünne Batterie befindet sich auf der linken Seite (ϕ = π
rad). Verwendet wurde R0 = 1 und η0 = 2.187.

Abbildung 13.5: Äquipotentiallinien in der Ebene x = 0 für einen vollen
ohmschen toroidförmigen Leiter mit einem azimutal ausgerichteten Strom, mit
φA = 0 und φB = φ0. Der hervorgehobene Kreisumfang repräsentiert die Lei-
teroberfläche. Verwendet wurde R0 = 1 und η0 = 2.187.
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13.4 Näherung für einen dünnen Toroid

Gegeben sei ein sehr dünner Toroid mit dem größeren Radius

R0 = a
cosh η0
sinh η0

≈ a , (13.6)

und dem kleineren Radius r0 = a/ sinh η0, mit r0 ≪ R0 (siehe Abbildung 13.1).
Die Oberfläche des Toroids stellt sich dar als η0 ≫ 1 und entsprechend cosh η0
≫ 1.

Abbildung 13.6 zeigt die Dichte der Oberflächenladungen σ als Funktion des
Azimutwinkels ϕ. Es zeigt sich ein linearer Zusammenhang zwischen σ und ϕ in
der Nähe von ϕ = 0 rad. Bei Annäherung an die Batterie geht σ gegen unendlich
(das heißt, σ → ∞ für ϕ → ±π rad). Soweit bekannt war Weber im Jahr 1852
der Erste, der korrekterweise feststellte, dass die Dichte von Oberflächenladun-
gen in einem stromführenden ohmschen Ring bei Annäherung an die Batterie
mit dem Azimuwinkel ansteigt und zwar stärker als linear (siehe Anhang A).

Abbildung 13.6: Die Dichte der Oberflächenladungen als Funktion des Azimut-
winkels ϕ mit φA = 0 und η0 = 10 (R0/r0 = 1.1 × 104). Der Zusammenhang
mit ϕ ist linear für ϕ ≈ 0 rad, aber strebt bei Annäherung an die Batterie gegen
Unendlich.

Für die tangentiale Komponente des elektrischen Feldes Eϕ auf der Ober-
fläche eines dünnen Toroids ergibt sich:

Eϕ(η0 ≫ 1) = − φB
2πa

= − σB
2πε0 sinh η0g(η0)

. (13.7)

Wie im Anhang gezeigt wird, hat Weber als erster ein analoges Ergebnis fest-
gestellt. Sein Ansatz zur Behandlung dieses Problems führte zu Gleichung (A.26)
als Ausdruck für die tangentiale Komponente des elektrischen Feldes für einen
sehr dünnen Toroid, nämlich:

Eϕ(η0 ≫ 1) ≈ − r0σB
2πε0R0

(

ln
8R0

r0
− π

2

)

. (13.8)

Durch Vergleich von Gleichungen (13.7) und (13.8) für einen sehr dünnen
Toroid (η0 ≫ 1, a ≈ R0, sinh η0 = a/r0 ≈ R0/r0) kann nun versucht werden,
g(η0) wie folgt anzupassen:
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g(η0) ≡
1

ln(R0/r0) +K0
. (13.9)

Die durch diese Gleichung definierte Konstante K0 sollte eine Funktion von
η0 sein. Gemäß der Gleichungen (13.7) und (13.8) für η0 → ∞, sollte K0 sich
dem Wert ln 8− π/2 = 0.509 annähern.

Gleichung (13.10) gibt die Anpassung für g(η0) nach der Methode der kleins-
ten Quadrate wieder mit 10000 Summengliedern und einer Variation von ϕ von
−π/100 rad bis π/100 rad sowie einer Schrittgröße von π/10000 rad. In der
letzten Spalte wird für jeden Wert von g(η0) der entsprechende Wert für K0 aus
Gleichung (13.9) angegeben.

































η0 R0/r0 g(η0) K0
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(13.10)

Tabelle (13.10) zeigt, wie zu erwarten, K0 → ln 8 − π/2, wenn der Ansatz
von Weber zur Behandlung dieses Problems angewendet wird (siehe Anhang
A). Unter dieser Annahme kann die Dichte von Oberflächenladungen für einen
dünnwandigen Toroid angenähert geschrieben werden als:

σ(η0 ≫ 1, χ, ϕ≪ π) ≈ σA + σB
ϕ

2π

≈ ε0
r0

φA
ln(8R0/r0)

+
ε0
r0

φB
ln(R0/r0) + ln 8− π/2

ϕ

2π
. (13.11)

13.5 Vergleich mit experimentellen Ergebnissen

Die Abbildung 13.4 kann mit den experimentellen Ergebnissen von [Jef62, Ab-
bildung 3] verglichen werden, die hier in Abbildung 13.7 wiedergegeben werden,
zusammen mit Abbildung 13.4 als Überlagerung. Die hier bestimmten Äqui-
potentiallinien verlaufen senkrecht zu den elektrischen Feldlinien. Es zeigt sich
eine zufriedenstellende Übereinstimmung zwischen Theorie und Experiment

Um eine bessere Passung zwischen den Daten zu erreichen, kann eine aus-
gedehnte Batterie eingeführt werden. Wie aus der Veröffentlichung zu erkennen
ist, hat Jefimenko für zwei Abschnitte seines leitenden Streifens eine Flüssigkeit
mit deutlich höherer Leitfähigkeit verwendet als für den Rest des Streifens. Die-
se Abschnitte, die sich bei −ϕj < ϕ < −ϕi und ϕi < ϕ < ϕj befinden, erhalten
ein gegensätzliches Potential. Unter der Annahme, dass diese Abschnitte keinen
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Abbildung 13.7: Theoretische Äquipotentiallinien von Abbildung 13.4,
überlagert mit den von Jefimenko experimentell gefundenen Linien des elek-
trischen Feldes. Die Äquipotentiallinien verlaufen senkrecht zu den elektrischen
Feldlinien.

Widerstand besitzen, kann das Potential innerhalb und längs der Oberfläche des
Toroids in analytischer Weise modelliert werden als:

φ(η ≥ η0, χ, ϕ) =























−φB ϕi

2π
π+ϕ
π−ϕj

, −π < ϕ < −ϕj ,
−φBϕi/2π, −ϕj < ϕ < −ϕi ,
φBϕ/2π, −ϕi < ϕ < ϕi ,
φBϕi/2π, ϕi < ϕ < ϕj ,
φB

ϕi

2π
π−ϕ
π−ϕj

, ϕj < ϕ < π .

(13.12)

Zu bemerken ist, dass das durch Gleichung (13.12) wiedergegebene Potential
nicht mehr wie bisher eine Diskontinuität bei ϕ = π rad aufweist. Das Potential
hat einen linearen Verlauf zwischen ϕ = −ϕi und ϕ = ϕi, ist konstant für −ϕj <
ϕ < −ϕi und ϕi < ϕ < ϕj , und ist wiederum linear für −π rad < ϕ < −ϕj und
für ϕj < ϕ < π rad. Die Randbedingung Gleichung (13.1) wurde ersetzt durch:

φ(η0, χ, ϕ) =
φB
π

{ ∞
∑

q=1

sin(qϕ)

q2

[

sin(qϕj)

π − ϕj
+

sin(qϕi)

ϕi

]

}

. (13.13)

Abbildung 13.8 gibt das Potential von Gleichung (13.13) wieder mit den
Werten ϕi = 9π/10 rad = 2.83 rad und ϕj = 17π/18 rad = 2.97 rad. Abbil-
dung 13.9 zeigt die Äquipotentiallinien in der Ebene z = 0. Abbildung 13.10
zeigt die Ergebnisse von Jefimenkos Experiment mit Abbildung 13.9 als Über-
lagerung. Es zeigt sich eine bessere Übereinstimmung als in Abbildung 13.7.

Trotz dieser Übereinstimmung sollte erwähnt werden, dass Jefimenko in sei-
nem Experiment einen auf eine Glasplatte aufgebrachten leitenden Streifen ver-
wendet hat. Auf der anderen Seite beziehen sich die experimentellen Ergebnisse
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Abbildung 13.8: Fourier-Entwicklung des Potential längs der Leiteroberfläche
als Funktion des Azimutwinkels ϕ, Gleichung (13.13), mit φB = πφ0/ϕi. Im
Vergleich dieser Abbildung mit Abbildung 13.3 erkennt man, dass das Potential
nun stetig ist für 0 rad ≤ ϕ ≤ 2π rad und Oszillationen und Überschießen nicht
mehr auftreten. Benutzt wurde ϕi = 9π/10 rad = 2.83 rad und ϕj = 17π/18
rad = 2.97 rad.

von Abbildungen 13.4 und 13.9 auf eine äquatoriale Ebene durch einen dreidi-
mensionalen Toroid. In Kapitel 3 dieses Buches wurde gezeigt, wie Jefimenko,
Barnett und Kelly, die Äquipotentiallinien im Innern und im Außenraum eines
hohlen quaderförmigen Leiters bestimmt haben, durch den ein konstanter Strom
fließt. Sofern in Zukunft ein entsprechendes Experiment mit einem ringförmigen
Leiter durch geführt wird, wird möglicherweise im Vergleich mit den obigen Da-
ten eine noch bessere Übereinstimmung zwischen Theorie und Experiment zu
erreichen sein.

Die Lösung innerhalb und entlang der Oberfläche des vollen festen Toro-
ids ergibt nur ein azimutales elektrisches Feld, nämlich |Eϕ| = ∆φ/2πρ. We-
gen der Krümmung des Leiters muß aber auch eine von der z-Achse abwei-
chende Komponente von ~E, Eρ, angenommen werden. Diese Komponente wird
aufgrund ihrer extrem kleinen Größenordnung im Vergleich mit der azimu-
tale Komponente Eϕ im folgenden vernachlässigt. Zur Begründung wird ein
einzelnes Leitungselektron der Ladung −e und der Masse m betrachtet, das
mit der Geschwindigkeit vd auf einer Kreisbahn mit Radius ρ und z-Achse
als Zentrum entlang driftet. Im stationären Zustand ergibt sich eine Umver-
teilung der Ladung längs des Ringquerschnitts, wodurch ein elektrisches Feld
Eρ erzeugt wird, das seinerseits eine Zentripetalkraft auf die Leitungselektro-
nen ausübt. Mit Hilfe des zweiten Newtonschen Gesetzes kann die Kraft eEρ
berechnet werden durch Multiplikation der Masse des Elektrons mit der Radi-
albeschleunigung. Damit ergibt sich eEρ = mv2d/ρ. Mit den Werten für einen
typischen Kupferdraht (r0 = 8.14 × 10−4 m) von 1 m Länge, der zu einem
Kreis mit Radius R0 = ρ = (1/2π) m = 1.59 × 10−1 m gebogen ist und einem
Strom von 1 A erhält man eine Driftgeschwindigkeit von vd = 3.55× 10−5 m/s.
Der Widerstand des Drahtes beträgt 8.13 × 10−3 Ω und die durch die Batte-
rie aufgebrachte Potentialdifferenz beträgt ∆φ = 8.13 × 10−3 V. Hieraus folgt
Eϕ = 8.13 × 10−3 V/m und Eρ = 4.5 × 10−20 V/m. Somit gilt Eρ ≪ Eϕ, und
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Abbildung 13.9: Äquipotentiallinien in der Ebene z = 0 für einen ohmschen
ringförmigen Leiter, durch den ein konstanter azimutal gerichteter Strom fließt,
mit Gleichung (13.13) als Randbedingung und φB = πφ0/ϕi. Die hervorge-
hobenen Umfänge stellen die Leiteroberflächen dar und die hervorgehobenen
geraden Linien repräsentieren die Winkel ϕ = ±ϕi = ±9π/10 rad = 2.83 rad
und ϕ = ±ϕj = ±17π/18 rad = 2.97 rad. Eingesetzt wurde η0 = 2.187.

Abbildung 13.10: Jefimenkos Experimente mit Abbildung 13.9 als Überlagerung
- die Äquipotentiallinien verlaufen senkrecht zu den elektrischen Feldlinien.
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es zeigt sich, dass die Eρ-Komponente des elektrischen Feldes gegenüber der
Eϕ-Komponente zu vernachlässigen ist.

Wie in Abschnitt 6.4 gezeigt wurde, erzeugt ein ruhender homogener strom-
führender Leiter in seinem Innern eine Umverteilung der Ladung. Diese La-
dungsverteilung erzeugt ein radial gerichtetes elektrisches Feld innerhalb des
Leiters. Im stationären Zustand ergibt sich somit eine elektrische Kraft, die
auf jedes einzelne Leitungselektron einwirkt und neutralisiert wird durch eine
magnetische Kraft, hervorgerufen durch die Bewegung aller anderen Leitungs-
elektronen, dem radialen Halleffekt. Jedoch ist dieses elektrische Feld sehr klein
(10−5 kleiner als das elektrische Feld, das den Stromfluß aufrecherhält, wobei
ein typischer Kupferdraht von 1 mm Durchmesser und eine Driftgeschwindigkeit
von 4× 10−3 m/s angenommen wird). Aus diesem Grund wurde dieses elektri-
sche Feld und die daraus folgende Ladungsumverteilungen in der durchgeführten
Rechnung vernachlässigt.

13.6 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurde eine Lösung für das Potential innerhalb und außerhalb
eines ohmschen ringförmigen Leiter vorgestellt, in dem ein konstanter Strom
in azimutaler Richtung fließt. Der Strom fließt in einem endlichen Raumgebiet
und die hier erhaltene Lösung zeigt, dass ein elektrisches Feld außerhalb des Lei-
ters existiert. Die theoretischen Berechnungen wurden mit den experimentellen
Ergebnissen verglichen und zeigen eine sehr gute Übereinstimmung. Weiterhin
wurde die Verteilung von Ladungen längs der Oberfläche stromführender Leiter
bestimmt, ein Thema, das zuerst von Wilhelm Weber vor 150 Jahren untersucht
wurde (siehe Anhang). Weber führte die ersten quantitativen Rechnungen zu
diesem Problem durch, ein Faktum, dass in all den vielen Jahren vergessen wur-
de. Dieses Kapitel kann als Erfüllung eines Weberschen Ziels angesehen werden,
nämlich die Ableitung der Verteilung von Oberflächenladungen auf einem Ring,
die zusammen mit einer Batterie ein konstantes tangentiales elektrisches Feld
erzeugen und dies für alle Azimutwinkel innerhalb des Rings. Es ist ebenfalls
gelungen, die Kraft zu bestimmen, die durch diesen ruhenden stromführenden
Ring auf eine ruhende externe Punktladung ausgeübt wird.
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Teil IV

Offene Fragen
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Kapitel 14

Zukünftige Entwicklungen

In diesem Buch werden die einfachsten analytisch zu behandelnden Konfigura-
tionen untersucht. Ein weitergehendes Ziel kann sein, andere Situationen theo-
retisch aufzuarbeiten, die schon experimentell analysiert wurden. Beispiele be-
ziehen sich auf Ströme in einer Scheibe - Abbildung 3.7; Ströme in keilförmig
angeordneten Leiterteilen mit parallel oder in seriell verbundenen Hälften - Ab-
bildung 3.6; usw. Die letztere Konfiguration ist von Interesse, um diejenige kor-
rekte Verteilung von Ladungen quantitativ zu bestimmen, die erforderlich ist,
um einen Stromfluß an einer Biegung entsprechend umzulenken. Überlegungen
zu dieser Frage finden sich bei Rosser,1 Jefimenko2 und in dem Buch von Chabay
und Sherwood.3

Andere interessante Aspekte beziehen sich auf die Verteilung von Oberflä-
chenladungen in der Nähe der Batterie und innerhalb derselben. In den Kapiteln
11 bis 13 wurde dieses Thema anhand der Beispiele einer zylinderförmigen Scha-
le, einer Kugelschale und eines Rings mit azimutalem Strom diskutiert. Eine
weitere interessante Studie bezüglich eines Koaxialkabel endlicher Länge wurde
von Jackson vorgestellt.4 Saslow hat den Fall einer Batterie, umgeben von einem
leitenden Medium, untersucht und die Verteilung von Ladungen auf der Ober-
fläche der Batterie analysiert.5 Die Verteilung von Oberflächenladungen in der
Nähe der Batterie und für den Fall eines geradlinigen stromführenden Leiters für
zwei unterschiedliche Konfigurationen wurde in 2004 und 2005 veröffentlicht.6

Wünschenswert wären weitere quantitative Studien für unterschiedlichen Konfi-
gurationen, obwohl es z.B. nicht einfach sein mag, mit analytischen Verfahren zu
detaillierte Aussagen über die Verteilung von Oberflächenladung in einer Batte-
rie endlichen Größe zu gelangen. Dies mag jedoch gelingen mit Hilfe spezifischer
numerischer Methoden und Computerunterstützung.

1[Ros70].
2[Jef77] und [Jef89, Seiten 302-303].
3[CS95, Kapitel 6].
4[Jac96].
5[Sas94].
6[HCA04] und [HCA05].
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Es wäre weiterhin wichtig, solche Fälle zu untersuchen, in denen der Strom-
fluß nicht durch eine chemische Batterie erzeugt wird, sondern durch die Relativ-
bewegung zwischen einem geschlossenen Leiterkreis und einem Magnet. Dieser
Fall wurde, wie im Anhang dargestellt, von Weber als erster quantitativ un-
tersucht. In der Literatur finden sich Berechnungen zu Oberflächenladungen für
den Fall eines quadratischen Stromkreises und der Existenz eines veränderlichen
magnetischen Flusses7 und ebenso für den Fall eines in einem Magnetfeld ro-
tierenden Ringes.8 Die Einbeziehung weitere Konfigurationen in solche Berech-
nungen erscheint als wichtige zukünftige Aufgabe.

Eine weitere Situation, die bisher wenig Aufmerksamkeit auf sich gezogen
hat, ist die Verteilung von Ladungen in stromführenden ohmschen Leitern,
die aus zwei oder mehreren unterschiedlichen Materialien zusammen gesetzt
sind. In diesem Fall sammeln sich Ladungen in der Übergangszone zwischen
einem Leiter und einem Widerstand oder Leiter unterschiedlicher Leitfähigkeit
an. Von einigen Autoren wurde dies Problem betrachtet, darunter Jefimenko,9

Heald,10 Härtel,11 Chabay und Sherwood12 und Jackson.13 Die Arbeit von Jack-
son enthält einen interessanten Vergleich zwischen der Verteilung von Ober-
flächenladungen in einem Stromkreis mit einem großen Widerstand und einer
äquivalenten offenen Schaltung, in der der Widerstand entfernt wurde.

Die detaillierte Untersuchung des Verhaltens von Oberflächenladungen und
den zugehörigen elektrischen Feldern beim Übergang von stationären zu niedrig-
und hochfrequenten Schaltungen stellt ein weiteres interessantes Aufgabengebiet
dar. Wichtige Beiträge zu diesem Thema wurden von Jackson und Preyer ge-
liefert.14 Die im Anhang vorgestellten Arbeiten von Weber und Kirchhoff, die
sich mit der Telegraphengleichungen beschäftigen, sollten ebenfall erneut einer
Betrachtung unterzogen und auf unterschiedliche Fälle und Konfigurationen an-
gewendet werden.15

Jenseits dieser zukünftigen Erweiterungen sind eine Anzahl von Themen zu
nennen, die noch der Klärung bedürfen. Betrachtet man eine stationäre Punkt-
ladung in der Nähe eines stationären Magneten, so stellt sich die Frage: Existiert
in diesem Fall eine Wechselwirkung zwischen diesen Objekten jenseits derjeni-
gen elektrostatischen Ursprungs? Das heißt, existiert eine Kraft, die von der
Magnetisierung des Magneten abhängt bzw. von dem dadurch erzeugten ma-
gnetischen Feld? Wie in dem vorliegenden Buch gezeigt wurde, existiert eine
Kraft zwischen einer stationären Punktladung und einem stationären ohmschen
Leiter, durch den ein konstanter Strom fließt

In diesem Buch wurde gezeigt, dass zwischen einer stationären Punktladung
und einem stationären ohmschen gleichstromführenden Stromkreis eine Kraft

7[AHR92].
8[AHR96].
9[Jef77].

10[Hea84].
11[Hae85] und [Hae87].
12[CS95] und [CS02].
13[Jac96].
14[Jac96] und [Pre02].
15[Ass00] und [AH05].
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wirkt. Diese Kraft ist proportional zur eletromotorischen Kraft der Batterie.
Nun stellt sich die Frage: Existiert eine Kraft zwischen einem stationären Ma-
gneten und einer stationären äußeren Ladung? Dabei geht es nicht um die Kraft
elektrostatischen Ursprungs, die stets wegen der Spiegelladung zwischen einem
leitenden Magneten und einer externen Ladung auftritt. Der hier betrachte-
te Magnet besitzt eine permanente Magnetisierung, d.h. sein Magnetfeld wird
erzeugt durch mikroskopische oder molekulare Ströme in seinem Innern. Da
der Magnet nicht mit einer chemischen Batterie verbunden ist, sollte er keine
Verteilung von Oberflächenladungen aufweisen wie bei einem stromführenden
ohmschen Leiter. In jedem Fall sollte diese Frage genauer analysiert und eine
Antwort mit sorgfältigen Experimenten abgesichert werden.

In analogerweise Weise sollte im Außenraum eines geradlinigen stromführen-
den Leiters kein elektrisches Feld vorhanden sein, sofern dieser Leiter aus su-
praleitendem Material besteht und nicht an eine Batterie angeschlossen ist. Ob
diese Aussage zutrifft, abgesehen von dem elektrisches Feld auf Grund von elek-
trostatischer Induktion, wenn sich eine Testladung dem Leiter nähert, kann nur
experimentell entschieden werden.

In einer Veröffentlichung von 2001 wurde eine mögliche Verbindung zwi-
schen dem elektrischen Feld im Außenraum eines zylinderförmigen stromführen-
den ohmschen Leiters und dem Aharonov-Bohm-Effekt diskutiert.16 Obwohl ein
idealer unendlich langer Leiter kein Magnetfeld im Außenraum erzeugt, wird bei
Anschluß des Solenoid an eine chemische Batterie ein elektrisches Feld auftre-
ten. Die Existenz eines solchen Feldes ist vielen Autoren nicht bewußt und daher
nicht in die Diskussion einbezogen. Aus diesem Grund wird von keinem der Au-
toren der Einfluß dieses elektrischen Feldes auf den Aharonov-Bohm-Effekt in
Betrach gezogen, sondern nur auf das magnetische Vektorpotenzial verwiesen.
Das Ziel der oben genannten Veröffentlichung war es, auf die Bedeutung dieses
elektrischen Feldes bei der Analyse des Aharonov-Bohm-Effektes hinzuweisen.

In diesem Buch wurde gezeigt, dass zwischen einer Punktladung und einem
gleichstromführenden Leiter einen Kraft existiert, auch wenn sie relativ zu einan-
der ruhen. Es wurde theoretisch abgeleitet, dass diese Kraft proportional ist zur
Spannung (elektromotorische Kraft ) der Batterie (oder zum elektrischen Feld
im Außenraum des Leiters). Es fehlt bis jetzt eine experimentelle Bestätigung
dieser Proportionalität zwischen dieser Kraft und der Spannung der Batterie, die
auf Grund der Theorie auftreten sollte. Eine qualitative Übereinstimmung zeigt
sich mit den Ergebnissen der Experimente von Bergmann, Schaefer, Jefimenko,
Barnett und Kelly in Bezug auf Äquipotentiallinien und elektrische Feldlinien.
Soviel bekannt gibt es jedoch keinen direkten experimentellen Nachweis dieser
Proportionalität.

Eine weitere wichtige Fragen, die noch nicht empirisch beantwortet ist, be-
zieht sich auf das elektrische Feld zweiter Ordnung (porportional zum Qua-
drat der Stromstärke bzw. dem Quadrat der Driftgeschwindigkeit der Leitungs-
elektronen). Alternativ kann die Frage gestellt werden, ob eine Kraft zweiter
Ordnung existiert zwischen einer stationären Ladung und einem stationären

16[TA01].
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gleichstromführenden Leiter. Eine solche Kraft bzw. das korrespondierende elek-
trische Feld ist in der Regel sehr viel kleiner, als das in diesem Buch diskutierte
Feld (proportional zur Spannung der Batterie). Aus diesem Grund ist es nicht
einfach, die Existenz eines solchen Feldes eindeutig nachzuweisen. Experimente
zur Prüfung dieser Frage sollten drei Fälle getrennt verfolgen: (1) stromführen-
der ohmscher Leiter, der an eine Batterie angeschlossen ist, (2) stromführender
Supraleiter ohne Anschluß an eine Spannungsquelle, und (3) Dauermagnet. Es
ist möglich, dass dieses elektrische Feld zweiter Ordnung für alle drei Fälle exis-
tiert (oder nicht existiert). Es kann auch sein, dass es bei einem oder bei zwei,
aber nicht bei allen drei Fällen auftritt. Daher müssen diese drei Fälle getrennt
behandelt werden. Bei der theoretischen Analyse eines solchen Experiments
sind die Kraft auf Grund elektrostatischer Induktion sowie die Komponente
der in diesem Buch diskutierten Kraft proportional zur Spannung der Batterie
zu berücksichtigen. Dies ist besonders bei komplizierten Konfigurationen keine
einfache Aufgabe.

Ein weiteres, in diesem Buch nicht angesprochene Thema bezieht sich auf
die Vermittlung makroskopischer Aspekte des elektrischen Stromkreises, bei der
sich Oberflächenladungen als wichtig in didaktischer und konzeptueller Hinsicht
erwiesen haben. Verschiedene Lehrmaterialien zum Thema Elektrizitätslehre
wurden für die Schule und Hochschule entwickelt, in denen dieser Aspekt zum
Tragen kommt.17

14.1 Zusammenfassung

In diesem Buch wurde aufgezeigt, wie eine sehr einfache Frage zur Grundlage
des Elektromagnetismus von zahlreichen Autoren und über Jahrzehnte hinweg
inkorrekt beantwortet wurde. Dies hatte einen negativen Einfluß auf die Ent-
wicklung des hier behandelten Themas für mehr als ein Jahrhundert und hat zu
vielen Vorurteilen geführt, die nur schwer zu überwinden sind. Es ist das Ziel
dieses Buches zu erreichen, dass dieser Fehler in Zukunft vermieden wird.

Ein weiteres Ziel bestand darin, die Dichteverteilung von Ladungen auf
stromführenden ohmschen Leitern für unterschiedliche Konfigurationen zu be-
stimmen. Für lange geradlinige Leiter ist die Dichte der Oberflächenladung eine
lineare Funkton der longitudinalen Koordinate. Für gekrümmte Leiter dagegen
steigen sie längs des Leiters stärker als linear an mit einemMaximum in der Nähe
der beiden Anschlüsse der Batterie. All dies kann in der Tat auf der Grundlage
des Elektromagnetismus verstanden werden und war schon 1852 bekannt.18

French schließt sein Lehrbuch über “Newtonsche Mechanik” mit der einfa-
chen und fairen Aussage “But Newton got there first!” Dieses Buch hat die
Existenz von Oberflächenladungen in Verbindung mit stromführenden Leitern
zum Thema und findet einen angemessenen Abschluß mit einer entsprechend
einfachen und fairen Aussage, nämlich:

17[Par70, Hae85, Hae87, PKT88, EG90, CS95, CSa, BC96, TGB99, CS02, Hae12a, Hae12b].
18[Web52], siehe Anhang A dieses Buch.
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Aber Weber erreichte dieses Ziel als Erster!
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Anhang A

Wilhelm Weber und
Oberflächenladungen

Wilhelm Eduard Weber (1804-1891) hat als einer der ersten die Existenz von
Oberflächenladungen auf stromführenden ohmschen Leitern erwähnt und quan-
titativ analysiert. Im folgenden werden einige Teile seiner Veröffentlichung zu
diesem Thema diskutiert. Im Abschnitt 1.4 werden einige wichtige Aspekte sei-
nes Lebens und Arbeitens vorgestellt mit Hinweisen auf seine gesammelten Ar-
beiten.

Weber verfaßte in den Jahren zwischen 1846 und 1878 acht umfassende Denk-
schriften unter dem Generaltitel Elektrodynamische Maassbestimmungen (die 8.
Denkschrift wurde erst posthume in einer Gesamtausgabe veröffentlicht).

Die hier vorzustellende Arbeit erschien im Jahr 1852 als zweite Denkschrift
seiner Serie mit dem Titel: Elektrodynamische Maassbestimmungen insbesondere
Widerstandsmessungen.1 So weit bekannt wurde diese Arbeit nie ins Englische
oder in irgend eine andere Sprache übersetzt. Der Webersche Text ist sechsfach
unterteilt mit fünf Anhängen. Von Interesse für das hier zu diskutierende Thema
ist der fünfte Teil, der sich von Abschnitt 28 bis Abschnitt 36 erstreckt (Seiten
368 bis 405, Band 3, von Webers Werke):2 Ueber den Zusammenhang der Theo-
rie der galvanischen Kette mit den elektrischen Grundgesetzen. Zwischen ecki-
gen Klammern stehen Interpretationen der Weberschen Ausdrücke oder Sätze.
Abbildungen in diesem Anhang und Fußnoten sind ebenfall hinzugefügt, um die
Argumentation Webers zu erläutern bzw. zu veranschaulichen.

Abschnitt 28 beginnt mit der Aussage, dass es keine Fortschritte bezüglich
der Beziehung zwischen zwei wichtigen Theorien gibt, der Theorie des galvani-
schen Stroms (Ohmsches Gesetz) und dem davon völlig unabhängigen elektri-
schen Fundamentalgesetz (Coulombsches Gesetz). Weber stellt fest, dass die-
se getrennte Behandlung begründet ist durch die mathematische Schwierig-

1[Web52].
2[Web93].
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keit, diese unterschiedlichen physikalischen Bereiche umfassend zu verknüpfen.3

Sein Ziel ist es, eine Verbindung zwischen diesen beiden Realitätsbereichen
herzustellen. Er erwähnt das Ohmsche Gesetzt als anzuwenden auf Gleich-
stromphänomene und Ausdruck einer Beziehung zwischen Stromstärke, Wider-
stand und elektromotorischer Kraft (z.B. hervorgerufen durch eine chemische
Batterie).4 Weber bemerkt, dass Ohm versucht, sein Gesetzt aus der veränderba-
ren räumlichen Dichte von Ladungen innerhalb des Leiters abzuleiten und zwar
in Analogie zum Vorgehen von Fourier, der bei der Herleitung der Wärmeleitung
von einer veränderbaren Temperaturverteilung innerhalb eines Körpers ausging.
Das bedeutet, dass die den Stromfluß bewirkende Kraft bei fehlender elektro-
motorischer Kraft (z.B. ohne eine Kontaktflächen zwischen unterschiedlichen
Metallen) hervorgerufen wird durch einen Gradienten der räumlichen Ladungs-
dichte.5 Weber stellt fest, dass Ohm das Gesetz über galvanische Stromkreise
zurückführt auf eine Verteilung von Ladungen innerhalb eines Leiters. Anderer-
seits erklärt er, dass Ohms Ansatz dem fundamentalen Gesetz der Elektrostatik
widerspricht, nach dem freie Elektrizität nur längs der Oberfläche eines Leiters
existieren kann. Weber kommt zu dem Schluß, dass diese Forderung auch für
einen stromführenden galvanischen Stromkreis gelten muß, ungeachtet der Re-
lativbewegung zwischen den wechselwirkenden Ladungen. Während der lokale
Temperaturgradient eine notwendige Voraussetzung für die Wärmeleitung ist,
muß dies nicht notwendiger Weise für Ladungstransport gültig sein, denn diese
unterliegen einer Fernwirkung.

Weber betrachtet dann das interessante Beispiel eines stationären geschlos-
senen Kupferringes aus homogenem Material und mit konstantem Querschnitt,
durch den in einem Gedankenexperiment ein Magnet in Richtung der Achsen
des Ringes und senkrecht zu seiner Ebene bewegt wird (siehe Abbildung A.1).
Weber hatte diese Situation schon kurz in seiner ersten Denkschrift von 1846
erwähnt.6 Nach Weber wird der Magnet die gleiche elektromotorische Kraft auf
alle Elemente des Ringes aufbringen. Da diese Elemente den gleichen Wider-
stand aufweisen, wird diese elektromotorische Kraft überall den gleichen Strom-
fluß bewirken. Für diesen Fall wird es an keiner Stelle des Ringes zu einer An-
sammlung von Ladungen kommen.7 Nach Weber ergibt sich eine Ansammlung
von Ladungen nur dann, wenn die elektromotorische Kraft in unterschiedlicher

3Diese mathematische Problematik wird im Kapitel 13 dieses Buches verdeutlicht, das
Weber, wie noch zu zeigen ist - ebenfalls quantitativ in seiner Denkschrift behandelt hat.

4In einigen Beispielen kann man Webers elektromotorische Kraft deuten als Potenti-
aldifferenz oder als elektromotorische Kraft über den gesamten stromführenden Leiterkreis. In
anderen Beispiele scheint Weber mit diesem Begriff auf das longitudinale Feld zu verweisen,
das den Stromfluß in einem stromführenden Leiter bewirkt. Die mit diesem elektrischen Feld
assoziierte Kraft wirkt den Reibungskräften entgegen, die durch das kristalline Gitter auf die
Leitungselektronen aufgebracht wird.

5Dies ist nachzulesen auf den Seiten 402 und 418 der Ohmschen Arbeit, [Ohm66].
6[Web46, Seite 203, Werke].
7Ein experimenteller Beweis für diese Tatsache findet sich in dem Papier von Moreau und

Mitarbeiter, [Mor85]. Die Relativbewegung zwischen Magnet und Leiterkreis treibt den Strom
auf Grund einer Nicht-Coulombkraft im Kreis durch den Ring. Somit ergibt sich keine Poten-
tialdifferenz zwischen irgendwelchen zwei Punkten des Ringes, [VF80].
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Weise auf verschiedene Teile des Leiterkreises einwirkt.8 Der Effekt der Vertei-
lung von Ladungen längs der Oberfläche des Leiters muß [in allen seinen Teilen]
die Wirkung der elektromotorischen Kraft ersetzen. Weber stellt dann fest, dass
noch zwei Dinge gezeigt werden müssen: (1) wie diese Verteilung von Ladungen
in Einklang zu bringen ist mit dem Grundgesetz der Elektrizität und welcher
Art diese Verteilung ist,9 und (2) wie diese Oberflächenladungen entstehen und
aufrecht erhalten werden.

Abbildung A.1: Bewegung eines Magneten längs der Achse eines Kupferringes.
Nach Weber wirkt durch den Magneten die gleiche elektromotorische Kraft auf
alle Elemente des Ringes.

Abschnitt 29 trägt die Überschrift “Nachweisung der Möglichkeit einer Vert-
heilung der freien Elektricität im Leiter, wodurch die Ungleichheiten der Wirk-
samkeit gegebener elektromotorischer Kräfte in den verschiedenen Theilen der
Kette nach Proportion ihrer Wiederstände ausgeglichen werden.” Weber be-
trachtet zunächst Teilchen freier Elektrizität in ihrer elektromotorischen Wir-
kung [in diesem Fall elektrostatischer Wechselwirkung] auf alle elektrischen Teil-
chen des Leiters. Diese von den Oberflächen ausgeübten Kräfte werden die elek-
tromotorische Kraft in dem Leiter [z.B. hervorgerufen durch eine chemische
Batterie] entweder vergrößern oder verringern. Weber stellt dann die Frage,
ob eine Verteilung von Oberflächenladungen möglich ist, so dass die [gesamte]
elektromotorische Kraft [das heißt, die Resultierende des elektrischen Feldes,
das durch eine Batterie und durch Oberflächenladungen hervorgerufen wird]
in allen Teilen des Leiterkreises durch die dort vorhandenen Widerstandskräfte
ausgeglichen wird. Ohne auf die Relativbewegung zwischen den Ladungen einzu-

8Dies ist z.B. der Fall eines stromführenden ohmschen Leiters, der an eine chemische Bat-
terie angeschlossen ist. Die elektromotorische Kraft der Batterie wirkt hauptsächlich in ihrem
Inneren und in dem näheren Außenbereich, während längs der anderen Teile des Leiterkreises
Kräfte anderen Ursprungs wirksam sein müssen, um einen Strom entgegen den Widerstands-
kräften zu erzeugen.

9Das heißt, wie es ausgehend vom Coulombschen Gesetz möglich ist, eine Verteilung von
Oberflächenladungen abzuleiten, die ein homogenes Feld an allen Punkten des ohmschen Lei-
ters bewirkt
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gehen [Relativbewegung zwischen den Leitungselektronen und den festen Ionen
des Gitters] stellt Weber fest, dass diese Frage auf der Basis des elektrischen
Grundgesetzes beantwortet werden muß und verweist auf das von Poisson be-
wiesene Theorem, dass es eine und nur eine mögliche Verteilung von Ladungen
auf der Oberfläche von Leitern gibt, welche die durch äußere Ladungen hervor-
gerufenen elektrischen Kräfte ausgleicht.

Weber wendet dann dieses Theorem qualitativ auf einen zylinderförmigen
Leiter an, auf den eine auf der Achse des Zylinder befindliche Punktladung
aus großer Entfernung einwirkt (siehe Abbildung A.2). Diese externe Ladung
übt im wesentlichen die gleich große axial gerichtete elektrostatische Kraft auf
alle Ladungen des Zylinders aus. Als Resultat wird sich auf der Oberfläche des
Zylinders eine Umverteilung von Ladungen ergeben und zwar der Art, dass
das so erzeugte elektrische Feld die durch die externe Ladung erzeugte Kraft
in allen Punkten des Zylinders aufhebt. Betrachtet man nun die Anwesenheit
dieser Verteilung von Oberflächenladungen ohne die Anwesenheit der äußeren
Punktladung [das heißt, die Oberflächenladungen werden vor der Entfernung
der Punktladung fixiert], so erhält man eine axial gerichtete elektromotorische
Kraft, die auf alle Punkte des Zylinders einwirkt.10

Als nächstes betrachtete Weber einen gekrümmten Zylinder [ein Stück eines
Ringes in der Form eines Bogens oder Kreises] sowie eine weit entfernte Punkt-
ladung, gelegen auf der Tangente bezüglich eines Ringelements. Diese Punkt-
ladung übt eine gleichförmige Kraft in Richtung der Tangente aus, die durch
die Verteilung von Ladungen auf der Oberfläche des gekrümmten Zylinders und
der dadurch erzeugten Kraft ausgeglichen wird. Wird die Verteilung von Ober-
flächenladungen fixiert [durch Hinzufügung anderer externer Kräfte] und wird
die externe Punktladung entfernt, so verbleiben nur noch longitudinale elektro-
motorische Kräfte auf Grund der Oberflächenladungen [die auf alle Ladungen
des Zylindes einwirken]. Schließlich überträgt Weber dieses Verfahren auf alle
Elemente des gekrümmten Zylinders, so dass die Oberflächenladungen eines je-
den einzelnen Elementes eine Funktion der Oberflächenladungen aller anderen
Elemente werden.

In Form eines Gedankenexperiments erweiter Weber dann den gekrümmten
Zylinder zu einem Ring mit einem schmalen Zwischenraum zwischen dem ersten
und letzten Querschnitt. Diese beiden Querschnitte dürfen sich nicht berühren,
da sie sonst eine unendlich große Ladung entgegengesetzter Polarität aufweisen
würden (unter der Annahme einer auf alle Punkte des Ringes wirkenden uni-
formen und tangential gerichteten Kraft). Die Entfernung zwischen den End-
flächen dieses offenen Ringes wird mit δ bezeichnet und mit ±e die Ladung
auf zwei Elemente dieser gegenüber liegenden Flächen. Mit Hilfe des Coulomb-
schen Gesetzes wird dann gezeigt, dass die Kraft auf eine Testladung im Innern
des Ringes, hervorgerufen durch die beiden entgegengesetzt geladenen Flächen,
proportional ist zu δe. Damit diese elektromotorische Kraft [wir würden heute

10Weber hat an diesem einfachen Beispiel gezeigt, dass es eine bestimmte Verteilung von
Oberflächenladungen gibt, die eine gleichgroße, longitudinal gerichtete Kraft auf alle Punkte
des Zylinders ausübt, obwohl er nicht explizit versucht hat, diese Verteilung von Oberflächen-
ladungen bei diesem einfachen Beispiel zu berechnen.
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Abbildung A.2: Punktladung q entlang der Achse eines endlichen zylindrischen
Leiters in großer Entfernung. Diese externe Ladung übt im wesentlichen die
gleich große elektrostatische und axial gerichte Kraft auf alle Ladungen des
Zylinders aus. Im Gleichgewichtszustand ergibt sich eine elektrische Polarisation
des Zylinders mit Ladungen längs seiner Oberfläche, die an jedem Punkt im
Innern des Leiters das elektrische Feld der externen Ladung neutralisieren.

sagen: das elektrische Feld] konstant bleibt für δ → 0, muß notwendigerweise
gleichzeitig e→ ∞ gelten, was zu zeigen war. Die elektromotorische Kraft längs
des Ringes ist dann ebenfalls proportional zu δe. Vergleicht man die elektromo-
torische Kraft innerhalb des Raums zwischen den beiden Endflächen, die durch
die Ladungen auf diesen Flächen erzeugt wird, mit der Kraft auf eine Testla-
dung im Innern des Ringes in der Nähe dieser Endflächen, so zeigt sich, dass sie
entgegengesetzt gerichtet sind. Daraufhin kommt Weber zu dem Schluß, dass
eine gleichgroße elektromotorische Kraft [die Resultierende des elektrischen Fel-
des] für alle Punkte eines geschlossenen Ringes nur möglich ist, wenn in dem
Raum zwischen den Endflächen eine elektromotorische Kraft wirksam ist, die
von der Verteilung von Oberflächenladungen unabhängig ist [das heißt keine
Kraft elektrostatischen Ursprungs]. Als Beispiel einer solchen Kraft nennt We-
ber die Kontaktfläche zwischen Kupfer und Zink [und würde heute sicherlich
eine chemische Batterie erwähnen].

Weber zieht aus diesen Betrachtungen drei Schlüsse:

1. Es ist nicht möglich, allein durch eine Verteilung von Oberflächenladungen
einen [konstanten] Strom in einem geschlossenen Ring aufrecht zu erhalten. Viel-
mehr ist eine elektromotorische Kraft anderen Ursprungs zumindest innerhalb
eines Querschnitts des Ringes erforderlich (wie z.B. eine Kontaktfläche zwischen
Kupfer und Zink).11

2. Der Strom in einem Leiterkreis ist proportional zur Dichte der Oberflä-
chenladungen längs des Leiters.12 Die elektromotorische Kraft ist proportional
zu δe und zum Strom im Leiterkreis.

3. Wenn alle Dimensionen eines Leiterkreises verdoppelt werden unter Bei-

11Dies entspricht dem Theorem,
∮

~E ·d~ℓ = 0, mit ~E als dem durch das Coulombsche Gesetz

gegebenen elektrostatischen Feld, mit d~ℓ als einem Längenelement und dem Integral über einen
geschlossenen Weg beliebiger Form. Mit anderen Worten: Um einen Stromfluss durch einen
ohmschen Leiterkreis zu erhalten, benötigt man eine Quelle nicht-elektrostatischen Ursprungs
(siehe Abschnitt 5.1).

12Ein Beispiel dieser allgemeinen Schlussfolgerung ergibt sich aus Gleichung (6.17) für den
Fall eines geradlinigen Leiters. In Kombination mit Gleichung (6.2), σ(z) = σA+σBz/ℓ, ergibt
sich: I = −(aσB/Rε0) ln(ℓ/a). Das heißt, dass I entsprechend der Schlussfolgerung Webers
direkt proportional ist zu σB .
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behaltung der elektromotorischen Kraft, so sollte die Dichte der Oberflächen-
ladungen konstant bleiben, auch wenn sich die Oberfläche vervierfacht hat.13

Gleichzeitig folgt, dass bei einer Verdopplung aller Dimensionen die Strecke
δ ebenfall verdoppelt wird. Bleibt dabei die Ladung e unverändert, so sollte
sich die elektromotorische Kraft proportional zu δe ebenfalls verdoppeln. Diese
doppelt so große elektromotorische Kraft bewirkt die gleiche Bewegung [Ge-
schwindigkeit] von Ladungen in einem Leiterkreis vergrößerter oder einfacher
Dimension. Aber diese gleiche Bewegung erzeugt den vierfachen Strom in einem
Leiterkreis von doppelter Dimension (und vierfachem Querschnitt). Das heißt,
dass eine doppelt so große elektromotorische Kraft in einem Leiterkreis dop-
pelter Länge und vierfachem Querschnitt in Übereinstimmung mit dem Gesetz
des galvanischen Leiterkreise den vierfachen Strom liefert [im Vergleich zu dem
ursprünglichen einfachen Leiterkreis].

Abschnitt 30 trägt den Titel “Ueber das Gesetz der Vertheilung der freien
Elektricität an der Oberfläche des Leiters eines gleichförmigen und beharrli-
chen Stroms.” Weber stellt fest, dass bei einem geradlinigen Leiter angenom-
men werden kann, dass sich die Oberflächenladungen längs seiner Achse ver-
teilen.14 Dies wird anhand eines zylinderförmigen Leiters der Länge 2λ mit
einem kreisförmigen Querschnitt und einem Radius α≪ λ gezeigt (siehe Abbil-
dung A.3).

Abbildung A.3: Zylinderförmiger Leiter der Länge 2λ und dem Radius α ≪ λ.
Im Fall eines Gleichstroms ist die Dichte der Oberflächenladungen eine lineare
Funktion der longitudinalen x-Komponente, das heißt, proportional zu a+ bx.

Im Fall eines Gleichstroms gilt, dass die Dichte der Oberflächenladungen
eine lineare Funktion der longitudinalen x-Komponente ist, das heißt, sie ist
proportional zu a + bx.15 Die Integration der durch die Oberflächenladungen
erzeugten longitudinalen elektromotorischen Kraft, die auf eine Punktladung

13Aus Gleichungen (6.2), (6.14) und mit dem elektrischen Feld (in diesem Fall Weber’s
elektromorischer Kraft) E1 = ∆φ/ℓ = RI/ℓ erhält man:

σB =
ε0E1

ln(ℓ/a)

ℓ

a
. (A.1)

Daraus ergibt sich σB als proportional zu E1 und zu (ℓ/a)/ ln(ℓ/a). Wenn ℓ und a ver-
doppelt werden, mit konstantem E1, bleibt σB konstant. Dies ist ein Beispiel für Webers
Schlussfolgerung.

14Das heißt, das die auf der Oberfläche eines stromführenden zylinderförmigen Leiters ver-
teilten Ladungen eine Kraft auf eine Testladung aufbringen, die ersetzt werden kann durch
die Kraft einer angemessenen Verteilung von Ladungen längs der Achse des Leiters.

15Die von Weber eingeführten Terme 2λ bzw. α sind äquivalent zu den Termen ℓ und a
in Abbildung 6.1. Weiterhin entspricht der Webersche Term a + bx dem hier verwendeten
Ausdruck σ(z) = σA + σBz/ℓ, Gleichung (6.2).
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im Nullpunkt wirkt, ergibt (für λ≫ α):

∫ λ

x=−λ

2πα(a+ bx)xdx

(α2 + x2)3/2
≈ 4παb

(

log λ− log
eα

2

)

, (A.2)

mit e = 2.7183 als Basis des natürlichen Logarithmus.16

Danach wird gezeigt, dass das gleiche Resultat erreicht wird, wenn man
annimt, dass alle Oberflächenladungen längs der Achse des Leiters verteilt sind
und integriert wird von x = −λ bis x = λ mit Ausnahme der Region zwischen
x = −eα/2 und x = eα/2 (siehe Abbildung A.4).

Abbildung A.4: Weber betrachtet alle Oberflächenladungen als verteilt längs der
Achse des Zylinders der Länge 2λ. Er stellt fest, dass die lineare Integration von
x = −λ bis x = λ mit Ausnahme der Region zwischen x = −eα/2 und x = eα/2
zu dem gleichen Ergebnis führt, wie Abbildung A.3 und Gleichung (A.2).

Das heißt, Weber war in der Lage, die Gleichung (A.2) abzuleiten unter der
Annahme, dass alle Oberflächenladungen längs der Leiterachse verteilt waren
und das longitudinale elektrische Feld am Nullpunkt bestimmt wird durch In-
tegration von x = −λ bis x = −eα/2 und von x = eα/2 bis x = λ.17

Im nächsten Schritt führt Weber die wesentliche Berechnung durch. Er er-
setzt den geradlinigen Zylinder mit einem Toroid, einem ringförmigen Leiter,
durch den ein axial gerichteter Strom fließt. Er kennzeichnet den größen Radius
als r, den kleineren als α unter der Annahme, dass α ≪ r. Der Wert des elek-
trostatischen Potential für den Azimutwinkel ψ = π rad wird gleich Null gesetzt
und als diskontinuierlich angenommen für ψ = 0 rad (siehe Abbildung A.5).

Für das Potential F (ψ) [von Weber als Fψ bezeichnet] gilt somit F (0) =
−F (2π).18 Daraus folgt F (ψ) = c(ψ − π), mit [F (2π) − F (0)]/2πr = c/r als
Wert der tangential gerichteten elektromotorischen Kraft [elektrisches Feld in
heutiger Terminologie], die als konstant längs des Ringes angenommen wird.
Weber verwendet seinen linearen Ansatz, um eine allgemeine Lösung für das
durch alle Oberflächenladungen erzeugte elektrostatische Potential zu finden,

16Dies Ergebnis ist äquivalent der Gleichung (6.12), mit E1 = (aσB/ℓε0) ln(ℓ/ea). Alle
von Weber in diesem Abschnitt erzielten Ergebnisse können durch Division mit 4πε0 in das
internationale Einheitensystem überführt werden. Webers log hat e zur Basis, so dass dies log
als das gebräuchliche ln geschrieben werden kann. In Kapitel 6 wurde zunächst das Potential
durch Integration und danach das elektrische Feld mit ~E = −∇φ bestimmt. Weber dagegen
integriert das Feld direkt. Das Endergebnis ist wie erwartet das gleiche.

17Siehe Sektion A.1.
18Am Ort ψ = 0 rad sollte sich die Kontaktstelle zwischen Kupfer und Zink, eine chemi-

sche Batterie oder eine andere nicht-elektrostatische Quelle einer elektromotorischen Kraft
befinden. Die von Weber eingeführten Terme α, r und F entsprechen den hier verwenden
Ausdrücken r0, R0 bzw. φ (siehe Abbildung 13.1).
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Abbildung A.5: Ringförmiger Leiter mit dem größeren Radius r und kleinerem
Radius α, mit α ≪ r. Das Potential ist diskontinuierlich bei ψ = 0 rad und
gleich Null bei ψ = π rad. Das Ziel ist, das tangential gerichtete elektrische
Feld Eψ, für den Winkel ψ, Eψ(ψ) zu bestimmen. Der Winkel ϕ ist der variable
Winkel der Integration.

und zwar in Abhängigkeit des Winkels ψ längs des Ringes, in dem integriert
wird von ϕ = ψ + eα/2r bis ϕ = 2π + ψ − eα/2r.19

Weber bezeichnet mit fϕdϕ die Menge der freien Elektrizität in dem Bogen-
element rdϕ, wobei mit fϕ die vom Winkel abhängige Dichte freier Ladungen
bezeichnet wird (dabei ist noch nicht festgelegt, ob diese Ladungsdichte eine
lineare Funktion des Winkels ϕ ist). [Das heißt, f(ϕ) (heutige Schreibweise
statt fϕ) hat die Einheit Ladung pro Winkel oder Coulomb pro Radiant in
SI-Einheiten]. Bekannt ist die Ohmsche Hypothese, nach der die Ladungsdichte
längs eines gleichförmigen ohmschen Leiters eine lineare Funktion der Länge des
Leiters sein soll.20 Bei der Betrachtung eines ringförmigen Leiters würde dies
nach Weber bedeuten, dass die Winkelabhängigkeit der Ladungsdichte gegeben
ist durch f(ϕ) = a(ϕ − π).21 Als nächsten Schritt wird von Weber geprüft, ob
diese Hypothese für einen Ring zutrifft.

Anstelle einer direkten Berechnung des elektrischen Feldes, wie er sie bei
dem geradlinigen Leiter durchgeführt hatte, entscheidet sich Weber jetzt für
eine Berechnung des elektrostatischen Potentials.22 Zu diesem Zweck unterteilt
er den Kreisumfang mit Radius r in zwei Abschnitte, ABD und DCA (siehe
Abbildung A.6).

Zu den Punkten A, B, D und C gehören die Winkel ϕ = 0 rad, ϕ = ψ
(wo der Wert des Potentials bestimmt werden soll), ϕ = 2ψ und ϕ = ψ + π.

19Anstelle eines Integrals über die Oberfläche des Rings führt Weber nur eine lineare Inte-
gration aus, in dem er den Ring durch eine Kreislinie mit entsprechender linearer Ladungsver-
teilung ersetzt. Dabei wird das Potential für denjenigen Ort mit Winkel ψ bestimmt, an dem
sich die Testladung befinden wird. Man kann auch sagen, dass sich das Integral von ϕ = 0 rad
bis ϕ = π rad erstreckt mit Ausnahme der Region zwischen ψ − eα/2r und ψ + eα/2r.

20Diese Aussage findet sich in der Arbeit von Ohm, [Ohm66, Seite 456].
21Siehe Sektion A.2.
22Siehe Sektion A.3.
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Abbildung A.6: Webers Konfiguration zur Integration des Potentials.

Um das Potential am Punkt B zu bestimmen, das durch die auf dem Bogen
ABC verteilten Ladungen erzeugt wird (mit Ausnahme des kleinen Bogenele-
ments eα/r bei B), werden zwei Ladungselemente betrachtet, die symmetrisch
zu B mit den Winkeln ±χ (von B aus gemessen) angeordnet sind. Für das bei
ϕ = ψ±χ befindliche Ladungselement ergibt sich der Ausdruck a(ψ±χ−π)dχ
(mit infinitesimaler Bogenlänge rdχ). Jedes dieser Ladungselemente besitzt den
gleichen Abstand 2r sin(χ/2) von B. Durch Addition der Beiträge dieser bei-
den Ladungselemente ergibt sich das Potential bei B als a(ψ−π)dχ/r sin(χ/2).
[Durch dieses geschickte Verfahren konnte die Integration von xdx/ sinx ver-
mieden werden.] Durch Integration über die Beiträge aller Elementpaare ergibt
sich das Potential.

a(ψ − π)

r

∫ ψ

χ= eα
2r

dχ

sin χ
2

=
2a(ψ − π)

r

(

log tan
ψ

4
− log tan

eα

8r

)

. (A.3)

In gleicher Weise verfährt Weber, um das Potential am Punkt B zu erhalten,
das durch die Ladung längs des Bogens DCA erzeugt wird. Betrachtet werden
zwei symmetrisch zu C angeordnete Ladungselemente mit den Winkeln ±χ (von
C aus gemessen). Von A aus gemessen betragen die Winkelkoordinaten dieser
beiden Ladungselemente ϕ = ψ + π ± χ. Beide haben den gleichen Abstand
2r sin[(π−ψ)/2)] von B. Das Potential dieser beiden Ladungselemente am Punkt
B ergibt dann aψdχ/r cos(χ/2). Durch Integration folgt

aψ

r

∫ π−ψ

χ=0

dχ

cos χ2
= −2aψ

r
log tan

ψ

4
. (A.4)

Durch Addition der Gleichungen (A.3) und (A.4) erhielt Weber den folgen-
den Ausdruck für das gesamte Potential bei ϕ = ψ:23

23Siehe Sektion A.4.
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−2aψ

r
log tan

eα

8r
− 2aπ
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(

log tan
ψ

4
− log tan

eα

8r

)

. (A.5)

Durch Ableitung dieses Ausdrucks nach rψ, also durch d/(rdψ), erhält We-
ber den folgenden Ausdruck für den Wert der tangentialen Komponente der
elektromotorischen Kraft [den Absolutbetrag des elektrischen Feldes in heuti-
gem Sprachgebrauch] für den Winkel ψ, die durch alle Oberflächenladungen
längs des Ringes erzeugt wurde (mit Ausnahme der Ladungen auf dem um ψ
herum angeordneten Bogenelement eα/r):

−2a

r2
log tan

eα

8r
− aπ

r2 sin(ψ/2)
. (A.6)

Das heißt, dass Weber zunächst das durch Gleichung (A.22) gegebene Po-
tential für den Winkel ψ bestimmte. Er erhielt dann mit Hilfe der Beziehung
Eψ(ψ) = dΨψ(ψ)/rdψ den Betrag der tangentialen Komponente des elektri-
schen Feldes für ψ und schließlich als Ergebnis Gleichung (A.6).24

Weber stellt fest, dass dieser Wert nur für ψ ≈ π rad in etwa konstant ist,
d.h. in größerer Entfernung von der Stelle der Diskontinuität des Potential [weit
entfernt von der Batterie]. In der Nähe von ψ = 0 rad oder in der Nähe von
ψ = 2π rad ist der Wert dieser longitudinalen elektromotorischen Kraft kleiner
als der Wert bei ψ = π rad. Daraus ergibt sich die Schlußfolgerung, dass Ohms
Hypothese nur für den mittleren Teil des Leiterkreises zutrifft (das heißt, für
ψ ≈ π rad).

Weber stellt nun fest, dass es notwendig ist, diejenigen Ladungen in die
Betrachtung einzubeziehen, die sich innerhalb der Querschnittsebene des Poten-
tialsprungs befinden. Diese Ladungen waren von Ohm nicht betrachtet worden.
Hierzu entwirft Weber ein einfaches Model, bestehend aus zwei gegenpoligen
Punktladungen ±ε mit δ als Abstand (siehe Abbildung A.7).

Die Berechnung der longitudinalen elektromotorischen Kraft [das heißt, des
tangentialen elektrischen Feldes längs des Rings], die durch diesen Dipol am Ort
mit der Winkelkoordinate ψ hervorgerufenen wird, ergibt (als absolute Größe):25

1 + cos2(ψ/2)

sin3(ψ/2)

δε

8r3
. (A.7)

Zu Bestimmung von δε betrachtet Weber den gesamten Wert der elektro-
motorischen Kraft [hervorgerufen durch die Oberflächenladung längs des Rings
sowie durch den Dipol an der Diskontinuität] und fordert, dass diese gesam-
te elektromotorische Kraft längs des Rings möglichst konstant sein sollte, also
soweit wie möglich unabhängig von ψ. Das bedeutet, dass er den Wert für δε
derart wählt, dass die zweite und dritte Ableitung der elektromotorischen Kraft

24Siehe Abschnitt A.5.
25 Diesem gesamten Ausdruck muß ein Minus-Zeichen vorangestellt werden, um den kor-

rekten algebraische Wert des tangentialen elektrischen Feldes in Bezug auf diesen Dipol an-
zugeben.
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Abbildung A.7: Von Weber vorgeschlagenes vereinfachtes Model (2 gegenpolige
Punktladungen ±ε mit Abstand δ), um die Oberflächenladungen innerhalb der
Potentialdiskontinuität in die Betrachtung einbeziehen zu können.

nach dem Azimutwinkel ψ Null ergibt für ψ = π rad. Unter dieser Bedingung
erhält er als Ergebnis:26

δε =
8aπr

5
. (A.8)

Die Kombination der Gleichungen (A.7) und (A.8) mit dem vorangegangenen
Resultat bezüglich der linearen Hypothese von Ohm ergibt das Endresultat:27

2a

r2
log cot

eα

8r
+

2aπ

5r2 sin3(ψ/2)

(

3 cos2
ψ

2
− 2

)

. (A.10)

In diesem Fall ist der Absolutwert der elektromotorischen Kraft für ψ 6= π
rad größer als der Absolutwert für ψ = π rad, während allein mit der Ohmschen
linearen Hypothese ein kleinerer Wert für ψ 6= π rad als für ψ = π rad gefunden
worden war. Weber kommt zu dem Schluß:28

Man ersieht hieraus, dass nach dieser Hypothese der Werth der elek-
tromotorischen Kraft in allen anderen Theilen der Kette grösser ist,
als der für die Mitte der Kette gültige Grenzwerth, statt er nach
der Ohm’schen Hypothese kleiner war. Die richtige Hypothese über
die Vertheilung der freien Elektrizität, aus welcher sich eine überall
gleiche elektromotorische Kraft ergeben soll, ist also zwischen den

26Dieses Resultat ist ebenfalls korrekt.
27Durch Kombination von Gleichung (A.8) mit dem negativen Wert von Gleichung (A.7),

(wie in der Fußnote 25 diskutiert) und zusammen mit Gleichung (A.23) erhält man:

Eψ(ψ) =
2a

r2
ln tan

eα

8r
+

aπ

r2 sin(ψ/2)
−
eαa

2r3
1

sin eα
4r

−
aπ

5r2
1 + cos2(ψ/2)

sin3(ψ/2)
. (A.9)

28[Web52] und [Web93, Seite 382].
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von den beiden obigen Hypothesen gegebenen Grenzen eingeschlos-
sen, was so viel heißt als: die elektrische Ladung [auf der Oberfläche]
der Kette wächst von dem Indifferenzpunkte zu dem Kontaktpunkte
nicht gleichförmig, sondern allmählig beschleunigt.29

Weber fährt fort:30

Die daraus hervorgehende, überall gleiche elektromotorische Kraft
wird dann muthmaasslich zwischen den durch die beiden obigen Hy-
pothesen gegebenen Grenzwerthen liegen, nämlich

2a

r2

(

log cot
eα

8r
− π

2

)

(A.11)

und

2a

r2

(

log cot
eα

8r
− 2π

5

)

. (A.12)

Der Faktor a bezieht sich dabei auf das Gefälle der elektrischen
Ladung in der Mitte der Kette [ψ = π rad], wenn man nach Ohm
unter Gefälle den Differentialquotienten der Ladung fϕ [das heißt
Ladung pro Winkel f(ϕ)] in Beziehung auf den Bogen ϕ versteht [in
anderen Worten a = df/dϕ].

In Abschnitt 31 präsentiert Weber eine mathematische Methode zur Abschät-
zung der Verteilung von Oberflächenladungen auf einem gleichstromführen-
den eindimensionalen Leiter (das heißt, auf einem haarförmigen Leiter, der
geradlinig oder gekrümmt sein kann) und dies für verschiedene Fälle. Diese
Methode kann ebenfalls eine Abschätzung liefern über das durch die Ober-
flächgenladungen erzeugte elektrische Feld innerhalb des Leiters.

Abschnitt 32 trägt den Titel “Nachweisung, wie die zu einem gleichförmigen
und beharrlichen Strome nothwendige Vertheilung der freien Elektricität an der
Oberfläche des geschlossenen Leiters entstehe.” Hierin betrachtet Weber einen
geschlossenen Leiterkreis, in dem nur auf einen Punkt eine elektromotorische
Kraft einwirkt [wie z.B. ein Kontakt zwischen Kupfer und Zink]. Nur die La-
dungen an diesem Punkt werden anfangen, sich zu bewegen, und dies beeinflußt
nach Weber die Verteilung von freien Ladungen längs des gesamten Leiters und

29Weber kam somit zu dem Schluß, dass die Dichte der Oberflächenladungen längs eines
ohmschen stromführenden Ringes nur in der Umgebung von ψ = π rad, das heißt, gegenüber
der Batterie, linear mit dem azimutalem Winkel anwächst. Bei Annäherung an die Batterie
muß die Dichte der Oberflächenladungen stärker als linear in Abhängigkeit vom Azimut-
Winkel anwachsen, um im gesamten Ring ein gleichförmiges tangentiales Feld zu erzeugen.
Das heißt, dass die Dichte der Oberflächenladungen ψ nicht mit einer einfachen Funktion wie
σ = C1 + C2ψ beschrieben werden kann. Würde die Dichte linear mit ψ anwachsen, so wäre
das tangentiale elektrische Feld nicht in allen Punkte längs des Ringens konstant. Dies ist eine
bemerkenswerte Vorhersage, die durch die in Kapitel 13 durchgeführte Rechnung bestätigt
wurde (siehe insbesondere die Abbildung 13.6).

30[Web52] und [Web93, Seite 382].
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zwar derart, dass durch die entstehende Verteilung freier Ladungen eine auf alle
Punkte des Kreises einwirkende elektromotorische Kraft entsteht als Ursache
für einen konstanten Stromfluß. Es folgt der Hinweis, dass diese Verteilung von
Oberflächenladungen kein elektrostatisches Gleichgewicht erzeugt, denn sonst
müßte die Summe aller elektrischen Kräfte längs des Leiters senkrecht zu des-
sen Oberfläche ausgerichtet sein. Vielmehr wird die sich einstellende Verteilung
sowohl eine normal zur Oberfläche ausgerichtete Komponente aufweisen als auch
eine tangentiale Komponente. Dies zeigt, dass nach Webers Auffassung die frei-
en Ladungen längs der Oberflächen eines stromführenden Leiters nicht stationär
sein können, sondern dass sie an dem Stromfluß im Innern des Leiters teilha-
ben. Diese Fließbewegung bedeutet jedoch nicht, dass sich diese Verteilung in
der Zeit ändert. Vielmehr werden bei jedem einzelnen Leiterelement in jedem
Augenblick die gleiche Ladungsmenge zu- wie auch abgeführt. [Die Dichte der
Oberflächenladungen ist somit nur eine Funktion der Längskoordinate, nicht
eine Funktion der Zeit.]

In Abschnitt 33 berichtet Weber, dass während der Drucklegung dieser Ar-
beit eine Veröffentlichung von Kirchhoff erschienen ist, die das gleiche Thema
zum Inhalt hat.31 Diese Arbeit von Kirchhoff wird im folgenden Anhang vorge-
stellt. Weber zitiert den letzten Abschnitt aus Kirchhoffs Arbeit. Daraus wird
deutlich, dass Weber und Kirchhoff unabhängig von einander im wesentlichen
zu dem gleichen Ergebnis gelangten, in dem sie versuchten, die Arbeit von Ohm
sowie seine Hypothesen weiterzuentwickeln. Aber nur Weber unternahm den
Versuch, die Verteilung von Oberflächenladungen für bestimmte Konfiguratio-
nen zu berechnen.

Abschnitt 34 trägt den Titel “Durch Vergleichung elektromotorischer und
galvanometrischer Beobachtungen der galvanischen Kette diejenige relative Ge-
schwindigkeit zweier elektrischer Massen zu bestimmen, bei welcher weder An-
ziehung noch Abstossung Statt findet.” Weber findet hier auf theoretischem
Weg eine Beziehung zwischen der Fundamentalkonstanten in seinem Kraftgesetz
(1846) und den Größen Stromstärke, Widerstand und elektromotorische Kraft
in einem gleichstromführenden Leiterkreis. Aus dem Weberschen Kraftgesetz
Gleichung (1.1) folgt, dass zwei sich annähernde oder von einander entfernende
Ladungen nicht miteinander wechselwirken, sofern sie sich mit einer konstanten
relativen Geschwindigkeit ṙ =

√
2c (c = 3 × 108 m/s in heutiger Schreibweise)

bewegen und dies gilt unabhängig von der Polarität der Ladungen. Das be-
deutet, dass die Coulomb-Komponente der Kraft neutralisiert wird durch die
Geschwindigkeitskomponente, womit die Wechselwirkung verschwindet. Erst in
den Jahren 1855-56 gelang es Weber und Kohlrausch, den Wert dieser Funda-
mentalkonstante experimentell zu bestimmen (siehe Abschnitt 1.4 für weitere
Informationen.)

Abschnitt 35 trägt den Titel “Ueber das Verhältniss der Geschwindigkeit der
Strömung zur Geschwindigkeit der Fortplanzung des Stroms.” Hier präsentiert
Weber einen ersten theoretischen Vergleich der Driftgeschwindigkeit von Ladun-
gen in einem gleichstromführenden Leiter mit der Ausbreitungsgeschwindigkeit

31[Kir49].
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eines sich ändernden Stromes längs dieses Leiters. Die numerischen Werte für
diese beiden Geschwindigkeiten waren zu der damaligen Zeit wegen fehlender
experimenteller Daten auch in ihrer Größenordnung unbekannt.

Abschnitt 36 trägt den Titel “Ueber die Ursachen des Widerstands der Lei-
ter.” Weber beginnt mit der Feststellung, dass es für ein vollständiges Verständnis
des Widerstandes nicht ausreicht, denselben nur über seine Wirkung zu definie-
ren (als Verhältnis zwischen elektromotrischer Kraft und Stromstärke gemäß
dem Ohmschen Gesetz). Vielmehr ist es notwendig, den Widerstand aus seinen
Ursache heraus zu definieren. Insbesondere erscheint es wichtig zu erfahren, ob
der Widerstand durch die festen Teile des Stromes oder durch die elektrische
Flüssigkeit entsteht. In Webers Worten:32

Es fragt sich also ferner, woher die Kräfte rühren, welche bei ei-
nem gleichförmigen und beharrlichen Strome den fortwirkenden elek-
tromotorischen Kräften das Gleichgewicht halten und dadurch eine
fernere Beschleunigung der elektrischen Fluida in ihrer Bewegung
verhindern? Sind diese Kräfte rein elektrische Kräfte, oder sind es
Kräfte, welche die ponderablen Theile auf die elektrischen Fluida,
die an ihnen vorbeigehen, ausüben?

Bei seinen Überlegungen geht Weber zunächst von der Fechtnerschen Hypo-
these aus, d. h. von einer Doppelströmung, bestehend aus gleichen Teilen posi-
tiver und negativer Ladungen mit entgegengesetzt orientierter Geschwindigkeit
relativ zum Leiter. Er stellt sich die Frage, ob die Ursache für die behindernden
Kräfte möglicherweise in dem Zusammentreffen der beiden Ströme auf Grund
elektromagnetischer Kräfte zu suchen ist. In diesem Zusammenhang betrach-
tet Weber ein vereinfachtes Model, in dem sich nur negative Ladungen relativ
zu Leiter bewegen, während die positiven Ladungen von dem Gitter festgehal-
ten werden. Hiermit entfernt sich Weber von der Fechtnerschen Hypothese und
kommt dem modernen Model eine Stromes in einem metallischen Leiter nahe, in
dem sich nur Elektronen relativ zum Gitter bewegen. Zu der damaligen Zeit war
weder die Existenz von Elektronen noch die Größenordnung der Driftgeschwin-
digkeit beweglicher Ladungsträgen bekannt. Weber stellt sich als Möglichkeit
vor, dass die negativen Ladungen den Kepplerschen Gesetzen folgend entspre-
chende elliptische Bahnen um die positiven Ladungen herum ausführen und zwar
auf Grund einer Zentralkraft, die mit 1/r2 abfällt. Dabei nimmt er an, dass die-
jenige Komponenten seines Fundamentalgesetzes (1.1), die eine Abhängigkeit
von der relativen Geschwindigkeit und relativen Beschleunigung enthalten, im
Vergleich zur Coulomb-Komponente zu vernachlässigen sind. Wirkt eine elek-
tromotorische Kraft [ein externes elektrisches Feld] auf den Leiter, so werden
dadurch diese Bahnen zu Spiralen verformt. Die Amplituden dieser Spiralen
werden sich vergrößern, bis sie in den Anziehungsbereich einer anderen positi-
ven Ladung im Leiter gelangt und beginnt, um diese zu kreisen und so fort zum
nächsten und übernächsten. Dieser Transport negativer Ladung zur nächsten
positiven Ladung wird sich fortsetzen, solange die elektromotorische Kraft auf

32[Web52] und [Web93, Seiten 401-402].
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den Leiter einwirkt. In dem Augenblick, in dem diese Kraft verschwindet, um-
kreist die negative Ladung die dann erreichten positiven Ladung dauerhaft und
die Bewegung negativer Ladung wird gestoppt. Weber schließt diese Kapitel
mit der Anmerkung, dass es zwar schwierig aber wichtig wäre, die Zeitspanne
zu berechnen, die die negative Ladung benötigt, um auf seiner spiralförmigen
Bahn von einer positiven Ladung zur nächsten zu gelangen. Die Schwierigkeit
dieser Berechnung zeigt sich in der Störungtheorie der Astronomie.33

Der fünfte Teil der Weberschen Arbeit ist von besonderer Bedeutung. Hier
wird deutlich, dass Weber einer der Pioniere war, der auf die Existenz von Ober-
flächenladungen auf stromführenden Leitern hingewiesen hat. Eine chemische
Batterie oder die Kontaktstelle zwischen zwei verschiedenen Metallen, wie Kup-
fer und Zink, erzeugt eine Potentialdifferenz zwischen zwei Punkten. Aber das
gleichförmige elektrische Feld innerhalb eines Leiters mit axialer Ausrichtung
wird durch die freien Ladungen längs der Oberfläche des Leiters erzeugt. Weber
sagte richtig voraus, dass sich diese Oberflächenladungen zusammen mit dem
Hauptstrom bewegen, denn das axial gerichte elektrische Feld wirkt nicht nur im
Inneren, sondern auch längs der Oberfläche des Leiters. Weiterhin war Weber
wahrscheinlich der erste, der versuchte, die Verteilung dieser Oberflächenladun-
gen an einem bestimmten Beispiel zu berechnen. Weber betrachtete den Fall ei-
nes ringförmigen Leiters mit endlichem Leiterdurchmessser (viel kleiner als die
Länge des Leiters) mit einer elektromotorischen Kraft nicht-elektrostatischen
Ursprungs, die in einem Spalt an einem bestimmten Punkt wirksam ist. Nach
Durchführung einer recht erfindungsreichen Rechnung konnte er zeigen, dass die
Verteilung von Oberflächenladungen nur in dem Gebiet gegenüber der Batterie
linear mit dem Azimuth-Winkel anwächst. Er zeigte weiterhin, dass die Dichte
der Oberflächenladungen bei Annäherung an den Spalt stärker als linear mit
dem Azimuth-Winkel anwachsen muß, ein bemerkenswertes Ergebnis, dass 150
Jahre später bestätigt wurde durch die in Kapitel 13 vorgestellte vollstände
Lösung in analytischer Form. Weber ging sogar noch weiter und versuchte, die
Ursache der strömungsbehindernden Kräfte zu verstehen und zwar mit Begrif-
fen von mikroskopischen Kräften elektromagnetischen Ursprungs zwischen den
interagierenden strömenden Ladungen. Dies ist eine Arbeit der besonderen Art,
die mehr Anerkennung und Beachtung verdient hätte.

Im Anschluß an die Untersuchung zu Oberflächenladungen führte Weber im
Jahr 1864 eine weitere sehr wichtige Studie durch mit dem Titel: “Elektrody-
namische Maassbestimmungen, insbesondere über elektrische Schwingungen.”34

Dies ist die fünfte Arbeit in der Serie der “Elektrodynamische Maaßbestimmun-
gen.” Die wesentlichen theoretischen Ableitungen in dieser Arbeit wurden 1857

33Webers Idee, dass der elektrische Widerstand mit einer Newtonische Zentralkraft und einer
1/r2-Abhängigkeit zu erklären ist, erscheint aus heutiger Sicht aus zwei Gründen für inakzepta-
ble. (1) Newtonische Kräfte sind konservativ und sind (2) unabhängig von der Geschwindigkeit
der interagierenden Körper. Die strömungsbehindernden Kräfte, die dem Ohmschen Gesetz
zugrunde liegen, sind dagegen nichtkonservativ und proportional zu der Driftgeschwindigkeit
der beweglichen Ladungsträger. Der Ursprung dieser Kräfte muß somit an einer anderen Stel-
le gesucht werden. Der Ursprung dieser strömungsbehindernden Kräfte stellt ein schwieriges
physikalische Problem dar, für das es bis auf den heutigen Tag keine klare Antwort gibt.

34[Web64].
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oder schon vorher niedergelegt, aber zu dieser Zeit noch nicht veröffentlicht.
Eine entsprechende Studie wurde zuerst von Kirchhoff im Jahr 1857 veröffentli-
cht. Da im nächsten Anhang diese Arbeit von Kirchhoff vorgestellt wird, erfolgt
hier keine nähere Analyse der entsprechenden Ergebnisse von Weber, die später
erschienen. Die Arbeit von Kirchhoff’ erschien in Poggendorff’s Annalen, nun
bekannt als Annalen der Physik. Poggendorff veröffentlichte eine Anmerkung
nach dem Erscheinen der Kirchhoffschen Arbeit, in der er darlegte, dass er
nach Kenntnisnahme der Kirchhoffschen Arbeit die Gelegeneheit hatte, Weber
in Berlin zu treffen. Weber zeigte ihm eine Arbeit, die er zur Veröffentlichung
vorgesehen hatte, mit den im Wesentlichen identischen Resultaten wie die von
Kirchhoff. Aber Weber hatte sie zurückgehalten, um die Ergebnisse von Ex-
perimenten zu diesem Thema abzuwarten, die er zusammen mit Kohlrausch
durchzuführen beabsichtigte.35 Diese Arbeit von Weber erschien im Jahr 1864.
Sie handelt von der Ausbreitung elektromagnetischer Signale entlang von Lei-
tern, wobei veränderbare Ströme und der Einfluß aller Oberflächenladungen
berücksichtigt wurden. Wie im folgenden gezeigt wird, gelang es Weber und
Kirchhoff, die Telegraphengleichung abzuleiten.

A.1 Anmerkung 1

Die Idee Webers besteht darin, eine lineare Ladungsdichte gemäß 2πα(a + bx)
anzunehmen mit der Testladung am Nullpunkt. Dies ist eine sehr interessan-
te Methode, die die Berechnung des Integrals deutlich vereinfacht und einer
Überprüfung standhält.

Diese Rechnung kann verallgemeinert werden, um das longitudinale elektri-
sche Feld an einem beliebigen Punkt x′, Ex′(x′) zu bestimmen:

Ex′(x′) =

(

∫ x′−eα/2

x=−λ
+

∫ λ

x=x′+eα/2

)

2πα(a+ bx)(x′ − x)dx

[(x′ − x)2]3/2

= −2πα

[

b ln
4(λ2 − x′2)

e2α2
− 2(a+ bx′)x′

λ2 − x′2

]

. (A.13)

Für x′ = 0 folgt Webers Ergebnis, nämlich

Ex′(0) = −4παb ln
2λ

eα
. (A.14)

Im folgenden wird ein alternatives Verfahren zur Bestimmung des elektri-
schen Feldes vorgestellt. Wie gleich gezeigt wird, wandte Weber dieses Verfahren
bei der Untersuchung des ringförmigen Leiters an.

Sofern Weber die Absicht hatte, das elektrische Feld vom Potential abzulei-
ten, hätte er das Potential an einem beliebigen Punkt bestimmen müssen (und
nicht nur am Ursprung x′ = 0). Die Integrale hätten sich erstrecken müssen von

35[Pog57].
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x = −λ bis x = x′ − eα/2 und von x = x′ + eα/2 bis x = λ. Φ(x′) sei die Funk-
tion, die das in dieser Weise bestimmte Potential bei x′ repräsentiert (später
wird gezeigt, dass es von dem wirklichen Potential φ(x′) verschieden ist). Mit
einem Ladungselement dq = 2πα(a+ bx)dx erhält man:

Φ(x′) =

(

∫ x′−eα/2

x=−λ
+

∫ λ

x=x′+eα/2

)

2πα(a+ bx)dx
√

(x′ − x)2

= 2πα

[

(a+ bx′) ln
4(λ2 − x′2)

e2α2
− 2bx′

]

. (A.15)

Aus diesem Ausdruckt folgt:

−∂Φ(x
′)

∂x′
= −2πα

[

b ln
4(λ2 − x′2)

e2α2
− 2(a+ bx′)x′

λ2 − x′2
− 2b

]

. (A.16)

Und dies ist verschieden von dem durch Gleichung (A.13) gegebenen elektri-
schen Feld! Zum Beispiel erhält man aus Gleichung (A.16) x′ → 0 als Ergebnis
−4παb ln(2λ/e2α) und somit einen Unterschied von 1/e innerhalb des Loga-
rithmus im Vergleich mit dem vorherigen Ergebnis, das Weber durch direkte
Integration des elektrischen Felds erhielt.

Das heißt, das man nicht, wie man erwarten würde, als Ergebnis Ex′(x′) =

−∂Φ(x′)/∂x′ erhält, obwohl allgemein ~E = −∇φ gilt. Der Grund für diese
Differenz ist nicht einfach zu lokalisieren, sollte aber aufgeklärt werden, bevor
die Rechnung fortgesetzt wird. Der Grund liegt in der besonderen Weberschen
Näherungsmethode, die bei der Bestimmung von Ex′(x′) oder Φ(x′) verwendet
wurde. Bei dieser Methode tritt der Ort des Beobachtungspunktes x′ nicht nur
im Integral, sondern auch in den Grenzen des Integrals auf. Das Problem ent-
steht aus dem folgenden mathematischen Ergebnis, das für beliebige Funktionen
und Variablen gilt:36

∂

∂α

∫ x=g(α)

x=f(α)

F (α, x)dx =

∫ x=g(α)

x=f(α)

∂F (α, x)

∂α
dx

+

{

∂g(α)

∂α
F [α, g(α)]− ∂f(α)

∂α
F [α, f(α)]

}

. (A.17)

Um ausgehend von Gleichung (A.15) die Gleichung (A.13) zu erreichen, hätte
der folgenden Ausdruck (aus Gleichung (A.17) verwendet werden müssen):

Ex′(x′) = −∂Φ(x
′)

∂x′
+
∂(x′ − eα/2)

∂x′
2πα[a+ b(x′ − eα/2)]
√

[x′ − (x′ − eα/2)]2

− ∂(x′ + eα/2)

∂x′
2πα[a+ b(x′ + eα/2)]
√

[x′ − (x′ + eα/2)]2

36[Pat77, Seite 44].
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= −∂Φ(x
′)

∂x′
− 4παb . (A.18)

Diese Gleichung stimmt mit Gleichung (A.13) überein, wenn Gleichung (A.16)
verwendet wird. Dies ist somit der korrekte Ansatz, wenn das elektrische Feld
E(x′) unter Verwendung der Weberschen Näherungsmethode bestimmt wird
und mit dem Äquivalent einer Potentialfunktion begonnen wird. Das heißt, dass
dieser Ansatz verfolgt werden muß, wenn man von der Funktion Φ(x′) ausge-
hend durch Differentiation E(x′) bestimmen will. Hierauf wird bei der folgenden
Weberschen Rechnung Bezug genommen.

A.2 Anmerkung 2

Es ist zu beachten, dass das hier verwendete a nicht in Verbindung steht mit
dem a in dem vorigen Ausdruck a+ bx für die Dichte von Oberflächenladungen
für einen Zylinder. Webers Näherung ist analog zu dem in Kapitel 6 verwendeten
Verfahren. Das heißt, er vermutet eine Verteilung von Ladungen als Quelle und
bestimmt von da ausgehend das Potential und das elektrische Feld. Der im
Kapitel 13 verwendete Ansatz ist entgegengesetzt. Hier wurde das Potential
längs der Oberfläche des Leiters vorgegeben und durch Lösung der Laplace-
Gleichung das Potential im gesamten Raum abgeleitet. Daraus ergab sich das
elektrische Feld als negativer Gradient des Potentials und schließlich die Ober-
flächenladungen durch Anwendung des Gaußschen Gesetzes an der Grenzfläche
zwischen Leiter und externem Medium. Für den Ring ergab sich eine Dichte von
Oberflächenladungen, die in größerer Entfernung zur Batterie reduziert wird zu
σ(ϕ) = σA + σBϕ/2π. Die von Weber bestimmte Dichte von Oberflächenla-
dungen in Abhängigkeit des Winkels f(ϕ) ergab sich als Produkt von R0 mit
der eindimensionalen Ladungsdichte. Das heißt (in großer Entfernung von der
Batterie und unter Verwendung von η0 ≫ 1, a ≈ R0, a/ sinh η0 = r0 und
cosh η0 = R0/r0):

f(ϕ) = R0

(

λA + λB
ϕ

2π

)

= 2πr0R0

(

σA + σB
ϕ

2π

)

= 2πR0ε0

[

φA
ln(8R0/r0)

+ g(η0)φB
ϕ

2π

]

. (A.19)

Aus dem Vergleich dieses Ausdrucks mit Webers Ausdruck f(ϕ) = a(ϕ −
π) folgt, dass die von Weber verwendete Größe a äquivalent ist zu der hier
verwendeten Größe r0R0σB = R0ε0g(η0)φB .

A.3 Anmerkung 3

Im Prinzip hätte Webers das folgende Integral bestimmen müssen:
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Φ(ψ) ≡
[

∫ ψ−eα/2r

ϕ=0

+

∫ 2π

ϕ=ψ+eα/2r

]

a(ϕ− π)dϕ

r
√
2
√

1− cos(ψ − ϕ)
. (A.20)

Der Versuch einer solchen Integration hätte zu einer Bestimmung von
∫

xdx/ sinx
geführt. Die Lösung dieses unbestimmten Integrals ergibt eine unendliche Reihe,
wie folgt:37

∫

xdx

sinx
= x+

∞
∑

k=1

(−1)k+1 2(2
2k−1 − 1)

(2k + 1)!
B2kx

2k+1 . (A.21)

Es ist schwierig, diese unendliche Reihe in eine geschlossenen Form zu bringen.
Anstelle einer direkten Bestimmung dieses Integral verfolgte Weber einen

sehr geschickten Ansatz, in dem er, wie unten gezeigt wird, die Symmetrie der
Ladungsverteilung längs des Leiterumfangs ausnutzte und auf diese Weise das
Integral umging.

A.4 Anmerkung 4

Dies Endergebnis von Weber kann geschrieben werden als

Φ(ψ) ≡
[

∫ ψ−eα/2r

ϕ=0

+

∫ 2π

ϕ=ψ+eα/2r

]

a(ϕ− π)dϕ

r
√
2
√

1− cos(ψ − ϕ)

= −2aψ

r
log tan

eα

8r
− 2aπ

r

(

log tan
ψ

4
− log tan

eα

8r

)

. (A.22)

A.5 Anmerkung 5

Weber hätte die tangentiale Komponente des elektrischen Feldes durch direkte
Integration bestimmen können. Das heißt

Eψ(ψ) =

(

∫ ψ−eα/2r

ϕ=0

+

∫ 2π

ϕ=ψ+eα/2r

)

a(ϕ− π) sin(ψ − ϕ)dϕ√
8r2[1− cos(ψ − ϕ)]3/2

=
2a

r2
ln tan

eα

8r
+

aπ

r2 sin(ψ/2)
− eαa

2r3
1

sin eα
4r

. (A.23)

Der letzte Term auf der rechten Seite erscheint nicht in dem Ausdruck von
Webers Gleichung (A.6). Der Grund hierfür entspricht dem in Abschnitt A.1
diskutierten Problem.

Um ausgehend von Gleichung (A.22) und unter Berücksichtigung von Glei-
chung (A.17) die Gleichung (A.23) abzuleiten, hätte Weber den folgenden Aus-
druck verwenden müssen:

37[GR94, Seite 233].
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Eψ(ψ) = −1

r

∂Φ

∂ψ
+

∂(ψ − eα/2r)

∂ψ

a(ψ − eα/2r − π)

r2
√
2
√

1− cos(ψ − (ψ − eα/2r))

− ∂(ψ + eα/2r)

∂ψ

a(ψ + eα/2r − π)

r2
√
2
√

1− cos(ψ − (ψ + eα/2r))

= −1

r

∂Φ

∂ψ
− eαa

2r3 sin eα
4r

. (A.24)

Dies stimmt überein mit Gleichung (A.23), basierend auf Gleichung (A.22).
Mit ψ = π rad und mit α≪ r erhält man ausgehend von Gleichung (A.23):

Eψ(ψ = π rad) ≈ 2a

r2

(

ln
α

8r
+
π

2

)

. (A.25)

Unter Austausch der Weberschen Größe amit dem hier verwendeten r0R0σB
(wie in Abschnitt A.2 gezeigt) und ebenso der Größen α bzw. r mit der hier
verwendeten Größen r0 bzw.R0 kann die letztere Gleichung wie folgt geschrieben
werden (in dem die rechte Seite durch 4πε0 geteilt wird, um das elektrische Feld
in internationalen Einheiten zu erhalten):

Eψ(ψ = π rad) ≈ − r0σB
2πε0R0

(

ln
8R0

r0
− π

2

)

. (A.26)
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Anhang B

Gustav Kirchhoff und
Oberflächenladungen

Im folgenden werden drei Veröffentlichungen von Kirchhoff diskutiert, eine aus
dem Jahr 1849 und zwei aus 1857.1

In der ersten Arbeit,2 verweist Kirchhoff auf einen Fehler in der Ohmschen
Hypothese, die besagt, dass eine gleichförmige Dichte von Elektrizität innerhalb
eines Leiters stationär existieren kann. Ohm nahm außerdem an, dass die elek-
troskopischen oder elektromotorischen Kräfte, die längs eines ohmschen strom-
führenden Leiters wirken, proportional sind zur Änderung dieser Ladungsdichte
in Bezug auf die Längskoordinate (im Fall eines geradlinigen Leiters). Dagegen
stellt Kirchhoff fest, dass innerhalb eines Leiters im elektrostatischen Gleich-
gewicht nicht die Dichte der Ladungen, sondern das elektrische Potential kon-
stant ist. Die elektromotorische Kraft innerhalb eines ohmschen stromführenden
Leiters ist proportional zu den Veränderungen dieses Potentials als Funktion
der Längenkoordinate, wobei dieses Potential seinen Ursprung hat in den frei-
en, über die Oberfläche des Leiters verteilten Ladungen. Kirchhoff zeigt, dass
das Potential auch im Fall eines Gleichstroms der Laplace-Gleichung innerhalb
des Leiters genügt. Allerdings versucht Kirchhoff nicht, die Verteilung dieser
Oberflächenladungen für irgendwelche Spezialfälle zu berechnen. Am Schluß der
ersten Arbeit zeigt er, dass das Webersche Kraftgetz kompatibel ist mit dem
Ohmschen Gesetz unter Einschluß von freien Ladungen auf der Oberfläche von
ohmschen Leitern.

In der ersten Arbeit von 1857,3 leitet Kirchhoff die Telegraphengleichung ab,
bezogen auf die Ausbreitung von Signalen längs eines dünnen Leiters. In Be-
zug auf eine Veröffentlichung von 1999,4 werden im folgenden die wesentlichen
Resultate der Kirchhoffschen Arbeit vorgestellt und zwar in vektorieller Schreib-

1[Kir49], [Kir57a] und [Kir57b].
2[Kir49].
3[Kir57a].
4[Ass99a].
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weise und unter Verwendung internationaler Einheiten. Die Veröffentlichung ei-
ner simultan erstellten, ausführlicheren Arbeit von Weber wurde verzögert und
erschien erst im Jahr 1864. Beide Forscher arbeiteten unabhängig von einander
und sagten die Existenz von Schwingungen des elektrischen Stromes voraus, die
sich mit Lichtgeschwindigkeit längs eines Leiterkreises mit vernachlässigbarem
Widerstand ausbreiten.

In seiner ersten Arbeit von 1857 betrachtet Kirchhoff einen Leiterkreis von
kreisförmigem Querschnitt, der sowohl offen als auch geschlossen sein kann.
Die Leiterelemente können geradlinig oder gekrümmt sein, solange die folgende
Bedingung erfüllt ist:5

Die in den vier, mit Zahlen bezeichneten Gleichungen enthaltene
Theorie will ich jetzt weiter entwickeln unter der Voraussetzung,
daß die Gestalt der Mittellinie des Drahtes der Art ist, daß nie die
Entfernung zweier Punkte derselben, zwischen denen ein endliches
Stück des Drahtes liegt, unendlich klein ist. Es wird durch diese
Voraussetzung der Fall ausgeschlossen, daß Inductionsrollen sich in
der Leitung befinden.

Ausgehend vom Ohmschen Gesetz und unter Berücksichtigung der freien
Elektrizität längs der Oberfläche der Leiter sowie der Induktion auf Grund von
Änderungen der Stromstärke in allen Leiterteilen schrieb Kirchhoff:

~J = −g
(

∇φ+
∂ ~A

∂t

)

. (B.1)

Hier ist ~J die Stromdichte, g die Leitfähigkeit des Leiters, φ das elektrische
Potential und ~A eine Funktion analog zu dem modernen magnetischen Vektor-
potential (das Kirchhoff aus der Weberschen Kraftgesetz ableitete). Kirchhoff
berechnete φ durch Integration der Wirkung aller freien Oberflächenladungen:

φ(x, y, z, t) =
1

4πε0

∫ ∫

σ(x′, y′, z′, t)da′

|~r − ~r ′| . (B.2)

Hier ist ~r = xx̂ + yŷ + zẑ der Punkt, an dem das Potential berechnet wird,
t ist die Zeit und σ ist die freie Oberflächenladung. Kirchhoff führt dann eine
bemerkenswerte Rechnung durch, in dem er diese Gleichung integriert über die
gesamte Oberfläche des Leiters der Länge ℓ und dem Radius α, ohne das Ver-
halten von σ zu spezifizieren in Bezug auf die Variablen x′, y′, z′ oder t, sondern
nur mit der Forderung, dass α≪ ℓ. Weiterhin nimmt er an, dass die Stromdich-
te an allen Stellen einen endlichen Wert aufweist und außerdem konstant ist für
alle Punkte auf dem Umfang eines Leiterquerschnitts (das heißt, dass Effekte,
hervorgerufen durch Krümmungen des Leiters, vernachlässigt wurden). Mit nur
diesen Annahmen erreicht Kirchhoff als Ergebnis schließlich:

φ(s, t) =
ασ(s, t)

ε0
ln
ℓ

α
. (B.3)

5[Kir57a, Seite 202].
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Hier ist s eine variable Entfernung längs des Leiters, gemessen von einem festen
Ursprung (siehe Abbildung B.1). Diese Gleichung entspricht der hier abgeleiten
Gleichung (6.8). Während letztere für einen geradlinigen stromführenden Lei-
ter abgeleitet wurde, ist die Kirchhoffsche Gleichung für geradlinige oder leicht
gekrümmte Leiter gültig. Zusätzlich können in dieser Rechnung das Potential,
der Strom und die Dichte der Oberflächenladungen von der Zeit abhängig sein.
Dies ist ein bemerkenswertes Ergebnis, zu dem auch Weber gelangte und dann
1864 veröffentlichte.6

Abbildung B.1: Ein langer gekrümmter Leiter der Länge ℓ und mit Radius α.
Die Variable s repräsentiert eine Entfernung längs des Leiters, gemessen von
einem festen Ursprung O.

Kirchhoff bestimmte das Vektorpotential ~A, ausgehend von dem Weberschen
Kraftgesetz Gleichung (1.1). Das heißt, dass die Komponente dieser Kraft, die
von der Beschleunigung der Ladungen abhängt, geschrieben werden kann als
−q∂ ~A/∂t. Das Vektorpotential ergibt sich zu

~A(x, y, z, t) =
µ0

4π

∫ ∫ ∫

[

~J(x′, y′, z′, t) · (~r − ~r ′)
]

(~r − ~r ′)
dx′dy′dz′

|~r − ~r ′|3 . (B.4)

Die Integration erstreckt sich über das Volumen des Leiters.
Nach Integration dieses Ausdrucks erhielt Kirchhoff als Ergebnis:

~A(s, t) =
µ0

2π
I(s, t)

(

ln
ℓ

α

)

ŝ , (B.5)

mit I(s, t) als variable Stromstärke.
Sei I = Jπα2 und sei R = ℓ/(πgα2) der Widerstand des Leiters, so kann die

longitudinale Komponente des Ohmschen Gesetzes (Gleichung (B.1)) geschrie-
ben werden als

∂σ

∂s
+

1

2πα

1

c2
∂I

∂t
= − ε0R

αℓ ln(ℓ/α)
I . (B.6)

Um die beiden unbekannten Größen σ und I zu verbinden, benutze Kirchhoff
das Gesetz von der Ladungserhaltung, dass er wie folgt formulierte:

∂I

∂s
= −2πα

∂σ

∂t
. (B.7)

6[Web64].
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Soweit bekannt ist dies das erste Mal, dass dieses fundamentale Gesetzt von
der Erhaltung der Ladung veröffenticht wurde.

Werden diese beiden Beziehungen gleichgesetzt, so ergibt sie die Telegra-
phengleichung:

∂2ξ

∂s2
− 1

c2
∂2ξ

∂t2
=

2πε0R

ℓ ln(ℓ/α)

∂ξ

∂t
. (B.8)

Dabei kann ξ stehen für I, σ, φ oder die longitudinale Komponente von ~A.
Für den Fall, dass der Widerstand zu vernachlässigen ist, folgt aus dieser

Gleichung die Voraussage, dass sich Signale längs des Drahtes mit Lichtge-
schwindigkeit ausbreiten. Kirchhoff schreibt über die Fortplanzungsgeschwindg-
keit einer elektrischen Welle, die hat sich hier ergeben:7

[...] also als unabhängig sowohl von dem Querschnitt, als von der
Leitungsfähigkeit des Drahtes, als endlich von der Dichtigkeit der
Elektricität; ihr Werth ist der von 41950 Meilen in einer Sekun-
de, also sehr nahe gleich der Geschwindigkeit des Lichtes im leeren
Raume.

Auf den Seiten 123 und 125 des zweiten Teils von Band 4 von Webers ge-
sammelten Werken (Original von 1864) finden sich ähnliche Gleichung wie Glei-
chung (B.8).8

In der zweiten Arbeit aus dem Jahr 1857,9 verallgemeinert Kirchhoff das
Ergebnis seiner ersten Arbeit, in dem er einen dreidimensionalen Körper von
beliebiger Form betrachtet. Diese Arbeit wurde 1994 kurz vorgestellt.10 Die Er-
gebnisse sind im wesentlichen die gleichen wie vorher, aber nun zeigt Kirchhoff,
dass es möglich ist, dass sich freie Ladungen in dem gesamten Volumen des
Leiters verteilen, sofern der Strom räumlich und zeitlich variiert.

Die Arbeit von Kirchhoff wurde kürzlich unter Verwendung internationaler
Einheiten entsprechend umgeschrieben und auf die Ausbreitung von elektroma-
gnetischen Signalen in einem Koaxialkabel angewendet, eine Situation, die von
Kirchhoff nicht betrachtet wurde.11

Es muß betont werden, dass die Arbeiten von Kirchhoff im Jahr 1857 ver-
öffentlicht wurden, bevor Maxwell seine Gleichungen in Jahren 1861 bis 1864
formulierte und damit die elektromagnetische Theorie des Lichtes etablierte.
Als Maxwell den Verschiebungsstrom (1/c2)∂ ~E/∂t einführte, verwendete er die
Webersche Konstante c. Ihm war außerdem bekannt, dass die von Weber und
Kohlrausch durchgeführten Messungen von 1854-56 ergeben hatten, dass c den
gleichen Wert aufwies wie die Größe der Lichtgeschwindigkeit. Maxwell kannte
ebenfalls die Kirchhoffsche Ableitung der Telegraphen-Gleichung, die die Aus-
breitung von elektromagnetischen Signalen mit Lichtgeschwindigkeit zum Er-
gebnis hatte. Die Arbeit von Kirchhoff wurde nur einmal von Maxwell zitiert

7[Kir57a, Seiten 209-210].
8[Web64] und [Web94].
9[Kir57b].

10[GA94].
11[Ass00], [AH05], [HA00] und [HA01].
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in einer Anmerkung zum Paragraph 805, Seite 450 seiner Treatise.12 Bemer-
kenswerter Weise erscheint dieses spezielle Zitat nicht im Index am Ende von
Maxwells Treatise. Aus diesem Grund dürfte es von vielen Autoren nicht be-
merkt worden sein. In der Anmerkung 26 in der Arbeit von Schaffer findet sich
ein wichtiger Hinweis auf den Kenntnisstand Maxwells bezüglich der ersten Ar-
beit von Kirchhoff aus dem Jahre 1857:13

In den frühen 1870ger Jahren verfaßte Maxwell detaillierte Anmer-
kungen zu der Kirchhoffschen Arbeit über Elektrizität in Leitern:
siehe Cambridge University Library MSS ADD 7655 Vn/1, p. 44 ff.

Wie schon oben erwähnt, wurde die Arbeit von Kirchhoff im Jahr 1857 früher
veröffentlicht als die Arbeit von Weber von 1864, obwohl sie beide unabhängig
von einander im wesentlichen zu dem gleichen Ergebnis gelangten und dies zu
der gleichen Zeit, wie es 1857 durch Poggendorf, dem Herausgeber der Annalen
der Physik (damals Poggendorff’s Annalen), bezeugt wurde.14

12[Max54, Band 2, Anmerkung zum Paragraph 805, Seite 450].
13[Sch95].
14[Pog57].
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placienne”: l’électrodynamique d’Ampère. Revue d’Histoire des
Sciences, 42:123–137, 1989.

[BM90] D. F. Bartlett and S. Maglic. Test of an anomalous electromagnetic
effect. Review of Scientific Instruments, 61:2637–2639, 1990.

[Bon81] G. Bonnet. Electric field arising from a steady current passing
through a superconductor. Physics Letters A, 82:465–467, 1981.

[BS50] L. Bergmann and C. Schaefer. Lehrbuch der Experimentalphysik,
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mintensitäts-Messungen auf mechanisches Maass. Berichte über die
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Errata 

 

- Page 37, the 10th line from bottom should read: 

 

(Abbildung 3.2). Auf der linken Seite befinden sich die Feldlinien in 

der Ebene 

 

- Page 156, the 6th line should read: 

 

der 0z  Ebene mit z  als Symmetrieachse. Eine Batterie wird 

positioniert bei   
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