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1. Relagoes de Maxwell

Os potenciais termodinamicos sao funcoes de estado, de maneira que o valor assumido para um
particular conjunto dos parametros termodinamicos nao depende da trajetdria nesse espaco. Em
outras palavras, as diferenciais ficam dadas por expressdes ‘exatas’. Seja & um potencial geral:

D= (X1, Xo, .. X;,...)

cuja diferencial é escrita como:

dtI)zZ (aaf;)dXi.

7

A condicdo de termos uma ‘diferencial exata’ se expressa por:
o’ 9%
0X;0X; 0X;0X;’

(1)

para todo par (X;, X;). As relacoes (1) sao chamadas relagoes de Maxwell. Estabeleca todas as
relagoes de Maxwell para os potenciais termodinamicos abaixo:

(a) Energia interna:
U=U(S,V,N)
(b) Energia livre (de Helmholtz):

F(T,V,N)=U — ST

(¢) Grande potencial:

QT V,u)=U—-ST—uN . O

2. Teorema de Equiparticao para o Oscilador Harménico

Em Mecanica Estatistica classica vale o chamado teorema de Equipartigao da energia, onde a energia
estd igualmente distribuida entre energia cinética e potencial. Este teorema é conseqiiéncia de que
a energia cinética é uma funcao homogénea de grau 2 no momentum e a energia potencial tem o
mesmo grau em funcao da coordenada. O teorema se expressa por

1
[T]Class = [V]Class = §kBT )

para um grau de liberdade, onde T = p2/2m é a energia cinética e V =mw?x?/2 é a energia
potencial. Verifique as corre¢bes para o caso quantico, avaliando as médias para o ensemble canonico.
Encontre a capacidade calérica e discuta em que situacao é obtido o limite classico. Relacione com
a chamada lei de Dulong-Petit. ]



3. Osciladores Harmonico Idénticos

Considere um sistema de N osciladores harménicos idénticos (nao interagentes) de freqiiéncia an-
gular w. Encontre o nimero de estados W(E) para uma dada energia total, a partir da fungao
particdo Zn(8) do ensemble candnico. Usando o método do ‘ponto de sela’, encontre a entropia no
caso limite de N grande, como fungao da energia. Compare com a aproximacao de Stirling, para
In W (E). Finalmente calcule o capacidade caldrica. O

4. Ensemble isotérmico-isobdarico (as vezes chamado de petit-canénico)

Diferentemente do niimero de particulas N, o volume do sistema nao é uma varidvel dinamica em
Mecénica Quantica. Mas o espectro de energia, no caso geral, sim depende do volume E,, = E,,(V).
Pode acontecer que o volume varie para os diferentes sistemas do ensemble, como é o caso quando
o sistema estd em equilibrio mecénico com o entorno (pressao constante). Neste caso, consideramos
a seguinte funcdo distribuigdo (na representagio diagonal na energia):

_ &Xp (—=BpV) exp [-BE, (V)]
Pnn = A >

onde A é a fungao parti¢ao (constante de normalizacao) da matriz densidade:
A = ABpN = [V exp (V) Y exp[-5E(V))
O n

— /OOO dV exp(—=ppV) Zn(B,V) .

A fungdo particdo A resulta ser a transformada de Laplace (em relacdo ao volume) da fungao
partigdo Zn(5,V) do ensemble canénico. Mostre que para este ensemble, a termodindmica pode
ser formulada de maneira natural em termo da funcao de Gibbs:

G(T,p,N)=U — ST +pV
e formule as correspondentes equagoes de estado. O

5. Flutuagao do nimero de particulas para o ensemble Grande Candnico

O coeficiente termodinamico da compressibilidade isotérmica estd definido no problema 8 desta
lista. Aqui escrevemos ele como:
1 ( ov )
kr=—— | =— ,
v \0P )/,

onde v= V/N é o volume por particula. Para o ensemble Grande Canonico, mostre que temos a
relacao: ,
0< (A_J\g )" _ kT
N BV
e que portanto, no limite termodinamico, V' — oo, a flutuagao relativa do nimero de particulas
pode ser negligenciada. Como subproduto, obtemos que

HTZO. O

6. Spin 1/2 no ensemble canénico

Considere um sistema de particulas de spin 1/2 néo interagentes. Um campo magnético uniforme
—
B aplicado se acopla com os spins segundo o Hamiltoniano

1 () 5.



—  h_, _ . . . . .
onde S = -7, com & sendo a matriz de Pauli. Considere que o eixo z do sistema de coordenadas

é escolhido segundo a direcao do campo magnético.

(a) Calcule a funcao partigdo do ensemble canédnico.

(b) Encontre a polarizacdo do sistema em funcdo da temperatura e campo magnético, isto é calcule
as médias [S,], [S,] e [S.].

(¢) Definimos a susceptibilidade isotérmica por:

XT = (% [uz])T :

onde [p,] = (%) [S:] ¢ 0 componente do momento magnético ao longo do campo. Mostre que
temos a féormula

1022 1 [0Z)\?
xr = kT ( )

ZoB? 72 \9B

e encontre as corregoes a lei de Curie para campo magnético B arbitrario. O

7. Energia livre

Discuta a condigao de equilibrio termodindmico em termos da energia livre (de Helmholtz) para o
caso de um sistema em contato com um reservatério térmico de temperatura 7.

Ref.: Veja o Cap. 6 do livro do Callen, Thermodynamics, 2a. edigao. ]
8. Condicoes de estabilidade

Definimos os seguintes coeficientes termodinamicos:

e coeficiente de expansao térmica
e compressibilidade isotérmica
e compressibilidade adiabatica

Rzila_v .
ST v\op)

capacidade caldrica a volume constante

ou
Cy == ;
o= (o),
e capacidade caldrica a pressao constante
OH
Cp=|— .
= (5),

Estes coeficientes nao sao todos independentes e satisfazem desigualdades fundamentais associadas
com a estabilidade do equilibrio termodinamico.



9.

10.

(a) Mostre as expressoes equivalentes

[0S [0S

(b) Mostre que a condi¢do Cy > 0 é uma condigdo de estabilidade na representagdo entrépica,
isto €, conseqiiéncia de que a entropia é maximizada em equilibrio.

(¢) A mesma coisa para k7 > 0 , mas na representacdo da energia livre de Helmholtz F' (F é
minimizada com o apropriado vinculo).

(d) Reduzindo derivadas parciais e usando as relagdes de Maxwell, mostre que temos (relagad

importante a ser lembrada)
2

Cp=Cy+TVE
KT

de onde pode ser deduzida a condicao Cp > Cy,. Explique como pode ser entendida intuitiva-
mente essa ultima condicao.

(e) Mostre que também temos

RS N CV
kr Cp’
e como resultado disso, kp > kg > 0. O

Particula de spin 1.

Seja um sistema de N particulas nao interagentes de spin 1. O Hamiltoniano de uma particula é

escrito como
H=BJ*,

onde B ¢é o campo magnético em unidades apropriadas e J* é a componente do spin na direcao do
campo. Os autovalores de J* sdo m = 0, £1. A magnetizacao é definida como

N
ZJ;] =N[J7] .

(a) Usando o ensemble candnico, encontre M e o valor médio da energia FE.

M =

(b) Definimos uma variavél de energia por particula (adimensional)

E
€E= — .
NB
Encontre a entropia como funcao de ¢, no limite termodinamico. Diga para que valores de € o

sistema pode ser descrito por uma temperatura negativa.

(c) Encontre os valores da entropia para 7' — 0%. Encontre também o méximo valor da entropia.
A que temperatura corresponde esse valor? O

Problema do rotador rigido

Considere uma molécula diatdomica heteronuclear, com momento de inércia I. Neste problema,
somente o movimento rotacional serd considerado (a molécula é rigida e o centro de massa estd em
repouso). O movimento rotacional é descrito por duas varidveis angulares, 6 e ¢, como mostrado
na figura abaixo:



(a) Usando Mecanica Estatistica cldssica, calcule a fungéo partigdo, a entropia e o calor especifico
C(T) deste sistema a temperature 7.

(b) Para a Mecéanica Quéntica, o rotador rigido tem niveis de energia dado por:
2

Ej=577

(j+1)7 j:071727"'7

onde a degenerescéncia de cada nivel é (25 + 1). Derive espressoes para a funcao parti¢éo z da
molécula e para sua energia média em funcao da temperatura. Escreva as expressoes gerais,
sem tentar sua evaluacgao.

(c) Simplifique as expressdes do ponto b) para o caso de baixas temperaturas e obtenha o calor
especifico nesse limite. Determine o intervalo de temperaturas onde sua aproximacao é valida.

(d) Mostre que para altas temperaturas a soma discreta para z de b) pode ser substituida por
una integracdo. Avalie neste limite a energia média e o calor especifico. Compare com o caso
classico. Para que intervalo de temperaturas é valida esta aproximacao? O

11. Gas de moléculas diatomicas

Considere um gés ideal de N moléculas diatoémicas, com graus de liberdade de rotacao e vibracao.
Quando as energias de rotagdo e de vibragdo nao sao grandes, podemos negligenciar as interagoes
e aproximar o Hamiltoniano da molécula na forma aditiva abaixo

H= Htr + 7_{rot + Hvib . (2)

Suponha que a densidade do gas é suficientemente baixa de maneira que os graus de liberdade de
translacdo podem ser tratados classicamente (com resultados ja obtidos em aula e em outras listas
de exercicios). A energia de rotagdo da molécula é dada por

Tz

Hrot = W )

3)

onde J é o operador momentum angular e I é seu momento de inércia (nos textos de Mecanica
Quantica, o Hamiltoniano acima é chamado de Rotador Rigido, veja o problema anterior). Os
autoestados de (3) tém degenerescéncia (2j + 1), onde j é o autovalor do momentum angular. Leve
em conta os modos de vibragao como sendo representados por um oscilador harménico de freqiiéncia
wo-



(a) No esquema do ensemble candnico, calcule as contribuigdes para a energia média de todas as
parcelas de (2). Faga a mesma coisa para a capacidade calérica Cy .

(b) Definimos as grandezas seguintes (com dimensdo de temperatura):

2
ev'ot = h ’
2Ikp
hwo
Opiy = — .
b kB

Discuta os comportamentos das grandezas do ponto (a) nos regimes de temperatura abaixo:
LT K Oror K Opip;
i O < T K 9m-b;

i, Oror K Opip KT . O

12. Capacidade calérica de um sistema de dois estados

Calcule a capacidade caldrica C' do sistema de dois estados do problema 4 desta lista.

(a) Mostre que C se anula a temperatura zero e discuta se esse fato estd ligado a 3a. lei da
Termodinamica;

(b) Mostre que para temperaturas altas, C' cai como 1/T? ;

(¢) Mostre que C apresenta um méximo e encontre a temperatura carateristica dele. Encon-
tre como a posicdo do maximo depende da diferenga de energia entre os dois niveis (Efeito
Schottky). O

13. Modelo de um cristal unidimensional

Considere uma cadeia linear de N atomos de massa M acoplados por forcas harmonicas entre
primeiros vizinhos (isso pode ser modelado por N molas de constante K). Em equilibrio, os
atomos estao separados por uma distancia a (constante da rede cristalina).

i
K
1

T 1

=
2
25

(a) Encontre as equacoes de Lagrange para o sistema cldssico e obtenha a relagdo de dispersao
para ondas longitudinais impondo condigoes periddicas de contorno. Seja 7, o deslocamento
do v-ésimo dtomo da sua posigao de equilibrio (veja a figura).



Considerando condigoes periddicas de contorno temos:

Nv+N =T -

Em particular, nyy1 = 71, isto é os atomos dos extremos estao também acoplados por uma
mola de constante K. Mostre que existe uma freqliéncia maxima dada por

AK 1/2
Wmax = (M) .

(b) Como o sistema é periédico, os deslocamentos {7, } podem ser expandidos em série de Fourier.
Mostre que os coeficientes de Fourier representam os modos normais. Finalmente quantize os
modos normais.

(c) Avalie a funcao partigdo do ensemble canonico.
(d) Considere agora o caso de N muito grande e espectro quase-continuo. Escreva a relagad de

dispersao em termos do vetor de onda k, restrito a primeira zona de Brillouin

2
0§k:<—7r.
a

Encontre a densidade de estados D(F) e em termos dela escreva a expressdo da energia interna
para uma dada temperatura T'. Avalie de forma aproximada a energia interna nos limites de
alta e baixa temperatura. Discuta os resultados. O

14. Problema variacional

Suponha que a entropia de um gas de particulas é dada por uma das expressoes abaixo
Si=+kp» [(1£n;)In(1+n,)Fn;nn,]
J

As grandezas n; representam valores médios dos niimeros de ocupacao de estados de uma particula
com energia ¢; e ainda nao estao determinados. Encontre os valores dos 71; maximizando a entropia
sujeita as condicoes de que os valores médios da energia e do nimero de particulas sao dados:

E:ZEjﬁj, N:Zﬂj
J J

Identifique no fim do processo os multiplicadores de Lagrange. Discuta qualitativamente a diferenca
entre as duas estatisticas, em particular analise os limites de baixas e altas temperaturas. O



