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1. * Regras de Sele�c~ao

Determine como se separam os n��veis (s; p; d; f) de um �atomo sem spin quando
colocado em campos cristalinos de simetria

D3h; D6; Th:

Determine tamb�em todas as transi�c~oes permitidas para radia�c~ao dipolar el�etrica
em todos os casos. �

2. Redu�c~ao da simetria para orbitais atômicos

Considere os estados com momento angular l = 2; 3, para uma part��cula na presen�ca
de um potencial central (orbitais atômicos de uma part��cula). Logo ela �e submetida
a um campo externo com simetria D4:

(a) Descreva a separa�c~ao (splitting) que sofrem os n��veis energ�eticos sem considerar
o spin da part��cula.

(b) Encontre a parte angular das diferentes fun�c~oes de onda em primeira ordem
de teoria de perturba�c~oes para os diferentes n��veis separados. Expresse essas
fun�c~oes como combina�c~oes lineares dos polinômios harmônicos

 lm(x; y; z) = rlY l
m(�; '); � l � m � l:

Dica. Use os operadores de proje�c~ao.

(c) Determine todas as transi�c~oes permitidas para radia�c~ao dipolar el�etrica e mag-
n�etica, primeiro na presen�ca de simetria central e depois com o campo de sime-
tria D4. Considere separadamente os casos de elementos de matriz diagonais.
�
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3. * Momentos Multipolares e Teorema de Wigner-Eckart

As componentes irredut��veis de um tensor esf�erico T
(k)
q de ordem k (com (2k + 1)

componentes) s~ao de�nidas a partir da lei de transforma�c~ao

O(R) T (k)q Oy(R) =
kX

m=�k

T (k)m �(k)mq(R) ; (1)

onde �(k) �e uma representa�c~ao irredut��vel do grupo de rota�c~oes e R 2 SO(3) �e uma
rota�c~ao arbitr�aria. Considere apenas o caso de k sendo inteiro.

(a) O momento quadrupolar el�etrico Q �e de�nido como um operador tensorial
sim�etrico de ordem 2 e de tra�co nulo, como

Qij = xixj �
1

3
r2�ij ; (2)

onde xi; xj = x; y; z s~ao as componentes do operador posi�c~ao e r2 = x2+y2+z2.
Note que Q tem 5 componentes independentes. A partir de (2), construa
tensores esf�ericos irredut��veis que transformam como harmônicos esf�ericos.

Hint: Seguindo a receita dada em Sakurai, `MQM', Cap.3, expresse os harmônicos
esf�ericos em termo das vari�aveis (x=r; y=r; z=r). Para as fun�c~oes quadr�aticas
de (2) ter�a que analisar os harmônicos esf�ericos Y 2

m.

(b) Queremos agora calcular elementos de matriz deQ entre estados de momentum
angular de�nido fjn; lmig, onde o n�umero quântico n depende da dinâmica
(considere o caso de uma part��cula sem spin, na presen�ca de um potencial
central, onde n rotula a parte radial da fun�c~ao de onda) e l �e inteiro. Em
coordenadas polares esf�ericas (r; �; ') temos:

< r; �; 'jn; l;m >= Fn(r)Y
l
m(�; ') ;

onde Fn(r) �e a fun�c~ao radial e a parte angular �e dada pelo harmônico esf�erico
Y l
m(�; '). Usando o Teorema de Wigner-Eckart, formule regras de sele�c~ao para
os elementos de matriz de Q. Complemente as regras de sele�c~ao, considerando
a a�c~ao do operador Paridade (Invers~ao) e mostre que os elementos de matriz
para um mesmo multipleto (com l0 = l) s~ao n~ao nulos em geral.

(c) Calcule todos os elementos de matriz para todas as componentes de Q para
um mesmo multipleto, 


n; lm0 ��T (k)q

��n; lm�
nos caso de l = 0 e l = 1. Para isso, use a tabela anexa de coe�cientes
de Clebsch-Gordan, onde os estados produtos est~ao indicados na coluna da
esquerda e os estados de momentum angular total est~ao na linha de cima. �E
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necess�ario colocar
p
em todos os valores dados. Os coe�cientes devem ser

entendidos como os produtos (bra-c-kets)

(hj1m1j hj2mj) jJMi :

Hint: Avalie explicitamente o elemento de matriz
D
n; 10

���T (2)0

���n; 10E para o
multipleto com l = 1 e da�� obtenha o elemento reduzido de matriz


n; 1j
��T (2)�� jn; 1� :

Indique seus resultados em termos de valores m�edios sobre a fun�c~ao radial.

(d) Mostre o seguinte Teorema:

\Seja um sistema de momentum angular j . O valor m�edio (elementos diago-
nais) do operador momento de multipolo el�etrico ou magn�etico de ordem 2k

(k = 0; monopolo; k = 1; dipolo; k = 2; quadrupolo; etc.) ser�a nulo, a menos
que k � 2j."
Corol�arios: Uma part��cula de spin zero n~ao possui momento de dipolo magn�etico.
Uma part��cula de spin 1/2 n~ao possui momento de quadrupolo el�etrico. �

4. �Algebra de quaternions

Os quaternions s~ao objetos constru��dos tendo uma parte escalar e outra vetorial, na
forma:

A � (�0; ~a) ;
onde �0 �e real e ~a �e um vetor em R3. Escrevemos ~a em termos de uma base
ortonormal (̂{; |̂; k̂) como:

~a =�1{̂+ �2|̂+ �3k̂ :

Os quaternions puramente escalares A � (�0;0) s~ao identi�cados com R e os pu-
ramente vetorias A � (0; ~a) como pertencendo ao espa�co linear de R3. Na �algebra,
de�nimos a soma e o produto de dois quaternions A � (�0; ~a) e B �

�
�0; ~b

�
, por:

A+B �
�
�0 + �0; ~a+ ~b

�
;

AB �
�
�0�0 � ~a � ~b; �0~b+�0~a+ ~a� ~b

�
;

(3)

onde ~a � ~b �e o produto escalar dos vetores e ~a� ~b �e o produto vetorial. Em partic-
ular, os vetores da base satisfazem

{̂2 = |̂2 = k̂2 = �1 ;

que �e a generaliza�c~ao do complexo imagin�ario puro i da �algebra dos numeros com-
plexos.
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De�nimos o quaternion conjugado A� por:

A� � (�0;�~a) :

Note que o produto AA� = A�A = (�20 + j~aj
2 ;0) �e um escalar n~ao negativo e de�ne

a norma dos quaternions:

kAk �
q
�20 + j~aj

2 � 0 :

Falamos que um quaternion �e unit�ario quando kAk = 1. Estes quaternions unit�arios
formam um grupo.

(a) A descoberta admir�avel de Hamilton foi que as rota�c~oes tridimensionais s~ao
descritas por quaternions unit�arios. Quando a rota�c~ao �e parametrizada pelo
eixo de rota�c~ao n̂ e o ângulo de rota�c~ao �, esse quaternion se escreve na forma
(evidentemente unit�aria):

R =

�
cos

�

2
; n̂ sin

�

2

�
: (4)

A a�c~ao da rota�c~ao sobre um vetor arbitr�ario ~x, se de�ne por:

~x 0 = R ~x R� ; (5)

onde os vetores s~ao representados por quaternions puramente vetoriais, ~x � (0; ~x)
e ~x 0 � (0; ~x 0). Usando a forma de R dada por (4), encontre a forma expl��cita
da transforma�c~ao (5) e demonstre que efetivamente �e uma rota�c~ao.

(b) Encontre a lei de composi�c~ao das rota�c~oes, multiplicando dois quaternions

unit�arios da forma R1 =

�
cos

�1
2
; n̂1 sin

�1
2

�
e R2 =

�
cos

�2
2
; n̂2 sin

�2
2

�
,

operando primeiro com R1 e depois com R2, isto �e

R3 = R2R1 :

Mostre que R3 tamb�em �e unit�ario e encontre seus parâmetros. Mostre tamb�em
que a composi�c~ao n~ao �e comutativa. �
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31. Clebsch-Gordan coefficients 1

31. CLEBSCH-GORDAN COEFFICIENTS, SPHERICAL HARMONICS,

AND d FUNCTIONS

Note: A square-root sign is to be understood over every coefficient, e.g., for −8/15 read −
√

8/15.
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Figure 31.1: The sign convention is that of Wigner (Group Theory, Academic Press, New York, 1959), also used by Condon and Shortley (The
Theory of Atomic Spectra, Cambridge Univ. Press, New York, 1953), Rose (Elementary Theory of Angular Momentum, Wiley, New York, 1957),
and Cohen (Tables of the Clebsch-Gordan Coefficients, North American Rockwell Science Center, Thousand Oaks, Calif., 1974). The coefficients
here have been calculated using computer programs written independently by Cohen and at LBNL.


