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1. * Regras de Selecao

Determine como se separam os niveis (s, p, d, f) de um dtomo sem spin quando
colocado em campos cristalinos de simetria

D3h7 D67 Th-

Determine também todas as transicoes permitidas para radiacao dipolar elétrica
em todos os casos. ]

2. Reducao da simetria para orbitais atomicos

Considere os estados com momento angular [ = 2, 3, para uma particula na presenca
de um potencial central (orbitais atomicos de uma particula). Logo ela é submetida
a um campo externo com simetria Dy:

(a) Descreva a separagao (splitting) que sofrem os niveis energéticos sem considerar
o spin da particula.

(b) Encontre a parte angular das diferentes fungoes de onda em primeira ordem
de teoria de perturbacoes para os diferentes niveis separados. Expresse essas
fungoes como combinagdes lineares dos polinomios harmonicos

Oy, 2) = rYL(6,0), —l<m<l.

Dica. Use os operadores de projecao.

(c) Determine todas as transigdes permitidas para radiacao dipolar elétrica e mag-
nética, primeiro na presenca de simetria central e depois com o campo de sime-
tria D,. Considere separadamente os casos de elementos de matriz diagonais.
|



3. * Momentos Multipolares e Teorema de Wigner-Eckart

As componentes irredutiveis de um tensor esférico T, q(k) de ordem £ (com (2k + 1)
componentes) sao definidas a partir da lei de transformagao

O(R) TNO'(R) =y TITU(R) (1)

m=—Fk

onde I'®) é uma representacao irredutivel do grupo de rotacdes e R € S O(3) é uma
rotagao arbitraria. Considere apenas o caso de k sendo inteiro.

(a) O momento quadrupolar elétrico Q é definido como um operador tensorial
simétrico de ordem 2 e de trago nulo, como

1
Qij = TiTj — §P25ij ) (2)

onde z;, x; = x,y, z sdo as componentes do operador posigao e r? = z?+y*+ 2%
Note que Q tem 5 componentes independentes. A partir de (2), construa
tensores esféricos irredutiveis que transformam como harmonicos esféricos.

Hint: Seguindo a receita dada em Sakurai, MQM’, Cap.3, expresse os harmonicos
esféricos em termo das varidveis (z/r,y/r, z/r). Para as fungbes quadraticas
de (2) terd que analisar os harmonicos esféricos V2.

(b) Queremos agora calcular elementos de matriz de Q entre estados de momentum
angular definido {|n;lm)}, onde o nimero quantico n depende da dinamica
(considere o caso de uma particula sem spin, na presenca de um potencial
central, onde n rotula a parte radial da funcdo de onda) e [ é inteiro. Em
coordenadas polares esféricas (7,0, ¢) temos:

<70, ¢|n;l,m >=F,(r)YL(0,¢) ,

onde F, (7) é a fungao radial e a parte angular é dada pelo harmoénico esférico
Y (0, ). Usando o Teorema de Wigner-Eckart, formule regras de selegao para
os elementos de matriz de Q. Complemente as regras de selecao, considerando
a acdo do operador Paridade (Inversio) e mostre que os elementos de matriz
para um mesmo multipleto (com I’ = [) sao nao nulos em geral.

(c) Calcule todos os elementos de matriz para todas as componentes de Q para
um mesmo multipleto,

{n;lm’ !Tq(k) | n;lm)

nos caso de [ = 0 e [ = 1. Para isso, use a tabela anexa de coeficientes
de Clebsch-Gordan, onde os estados produtos estao indicados na coluna da
esquerda e os estados de momentum angular total estao na linha de cima. E



necessario colocar / em todos os valores dados. Os coeficientes devem ser
entendidos como os produtos (bra-c-kets)

((rma| (Gaml) | JM) .

Hint: Avalie explicitamente o elemento de matriz <n; 10 ‘TO(Q)‘ n; 10> para o

multipleto com [ = 1 e dai obtenha o elemento reduzido de matriz
(n;1] ’T(2)‘ In; 1).

Indique seus resultados em termos de valores médios sobre a funcao radial.

(d) Mostre o seguinte Teorema:

“Seja um sistema de momentum angular j . O valor médio (elementos diago-
nais) do operador momento de multipolo elétrico ou magnético de ordem 2F
(k = 0, monopolo; k = 1, dipolo; k = 2, quadrupolo; etc.) serd nulo, a menos
que k < 25.7

Corolarios: Uma particula de spin zero nao possui momento de dipolo magnético.
Uma particula de spin 1/2 ndo possui momento de quadrupolo elétrico. |

4. Algebra de quaternions

Os quaternions sao objetos construidos tendo uma parte escalar e outra vetorial, na
forma:

A= (ap,a) ,

onde o é real e a é um vetor em R3. Escrevemos & em termos de uma base

~

ortonormal (%, j, k) como: A
a :Oél’z + Oégj+ 043/{3 .

Os quaternions puramente escalares A = (o, 0) sao identificados com R e os pu-
ramente vetorias A = (0, &) como pertencendo ao espaco linear de R3. Na algebra,

definimos a soma e o produto de dois quaternions A = (g, a) e B = (ﬁo, B), por:

A+B= <a0+ﬂo,§+6) ,
(3)
AB = (aoﬁo _Z-b, agb+3d + & x b) ,

onde a - b é o produto escalar dos vetores e a X b é o produto vetorial. Em partic-
ular, os vetores da base satisfazem

P=P=k=-1,

que ¢é a generalizacao do complexo imaginario puro ¢ da algebra dos numeros com-
plexos.



Definimos o quaternion conjugado A* por:

A" = (ap, —a) .

Note que o produto AA* = A*A = (a2 + |&]*,0) é um escalar nio negativo e define
a norma dos quaternions:

1Al = /ag +1a*>0.

Falamos que um quaternion é unitario quando ||A|| = 1. Estes quaternions unitarios
formam um grupo.

(a)

A descoberta admirdvel de Hamilton foi que as rotacoes tridimensionais sao
descritas por quaternions unitarios. Quando a rotacao é parametrizada pelo
eixo de rotagao n e o angulo de rotagao 6, esse quaternion se escreve na forma

(evidentemente unitéria):
0 0
R = (cos 2 i sin 5) . (4)

A acao da rotag@o sobre um vetor arbitrario X, se define por:
Xx'=RXR", (5)

onde os vetores sao representados por quaternions puramente vetoriais, X = (0, X)
exX’'=(0,X"'). Usando a forma de R dada por (4), encontre a forma explicita
da transformacao (5) e demonstre que efetivamente ¢ uma rotagao.

Encontre a lei de composicao das rotacoes, multiplicando dois quaternions

0 0 ) )
unitarios da forma R; = | cos 51, n; sin 51) e Ry = (cos 52, N, sin 32),

operando primeiro com R; e depois com Rj, isto é
R3 - R2R1 .

Mostre que R3 também é unitario e encontre seus parametros. Mostre também
que a composicao nao é comutativa. [ |



31. Clebsch-Gordan coefficients 1

31. CLEBSCH-GORDAN COEFFICIENTS, SPHERICAL HARMONICS,
AND d FUNCTIONS

J o J

Note: A square-root sign is to be understood over every coefficient, e.g., for —8/15 read —,/8/15.  Notation:
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Figure 31.1: The sign convention is that of Wigner (Group Theory, Academic Press, New York, 1959), also used by Condon and Shortley (The
Theory of Atomic Spectra, Cambridge Univ. Press, New York, 1953), Rose (Elementary Theory of Angular Momentum, Wiley, New York, 1957),
and Cohen (Tables of the Clebsch-Gordan Coefficients, North American Rockwell Science Center, Thousand Oaks, Calif., 1974). The coefficients
here have been calculated using computer programs written independently by Cohen and at LBNL.



