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. Fermi e Bose

Sejam dados dois estados de uma particula com funcoes de onda ¢, e ¢o. Quais sao as fungoes de
onda possiveis para estados de trés bdosons envolvendo ¢ e ¢2?7 E para trés férmions? Considere
agora que temos duas fungoes orbitais ¢1 e ¢o e que os férmions tém spin 1/2. Quais os possiveis
estados e fungoes de onda de trés férmions? O

. Férmions num potencial externo

(a) N particulas idénticas de spin 1/2 estdo sujeitas & a¢do de um potencial unidimensional de
oscilador harmonico simples de freqiiéncia w. Qual é a energia do estado fundamental? Qual
é a energia de Fermi do sistema? Distinga os casos de N par e impar.

(b) Considere agora o caso de N muito grande e responda as mesmas perguntas do ponto anterior.
O
. Soma de momentum angular.

Considere duas particulas de spin 1 sem momentum angular orbital (orbitais tipo s para as duas
particulas). Se elas forem distinguiveis, da regra de soma do momentum angular aplicada ao spin,
teremos estados de spin total j = 0,1,2. Suponha agora que as particulas sao idénticas. Quais sao
os estados possiveis? (|

. Distribuigoes quanticas de particulas idénticas no Ensemble Candnico

Neste problema vocé poderd perceber a conveniéncia de usar o Ensemble Grande Canoénico na
derivagao das estatisticas quanticas. Para o Ensemble Canodnico, o nimero total de particulas esta

fixo:

onde os (ny,na,...,n;, ...) sdo os nimeros de ocupacdo. A relagao (1) cria um vinculo que dificulta
o calculo das propriedades estatisticas. Para obter as distribuigoes quanticas, usamos a relagao:
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onde a soma Z indica a restri¢ao imposta pela relagao (1). O célculo procede separando a con-
tribui¢do do estado de energia ¢; da soma no numerador e denominador de (2). (Veja como sug-
estao o célculo da distribui¢ao de Fermi-Dirac apresentado em: http://en.wikipedia.org/wiki/Fermi-
Dirac_statistics).



A chave do cédlculo é passar da funcio particio Z(N) para Z(N —1), tirando uma particula, usando
a relagao valida no limite termodinamico

7]
InZ(N-1)=~InZ(N)— —InZ(N
WE(N 1)~ InZ(N) — o Z(N)
e identificando Z(N — 1)/Z(N) com x = exp fu, onde p é o potencial quimico. Generalize o
procedimento para obter a distribuicao de Bose-Einstein. (Il

. Entropia dos gases quanticos

A grandeza S/kp é um nimero. Esperamos que possa ser expressado apenas em termos dos valores
médios dos niimeros de ocupacdo para um sistema de particulas idénticas (porque?). Mostre que
temos as expressoes dadas no problema 14 da Lista # 4. Discuta o limite classico e encontre a
entropia de um sistema de particulas que obedecem a estatistica de Maxwell-Boltzmann. O limite
classico nao dependerd da estatistica quantica, se as particulas sdo férmions ou bésons. [l

. Géas de Bose

Mostre que a energia interna de um gés ideal de Bose, no regime de fraca degeneragao, é dada por

27kaBT>3/2 2. exp” (Bu)

3
E=ZkgT exp
Sk V< 2

5/2
14
v=1

Na férmula acima, p é o potencial quimico. Encontre expansoes similares para a equacao de estado,
a entropia e a energia livre de Helmholtz. O

. Densidade de estados em semicondutores

Encontre a densidade de estados D(E) de elétrons cuja relagio de dispersao é

ST O S -
Ei(k)=E] + 5 (mf + myi + m})
Esta relagao é freqiiente em semicondutores tratados dentro da aproximacao de massa efetiva. O
ramo F é chamado tipo elétron e o ramo E_ tipo buraco. Sao boas aproximagoes no fundo de uma
banda de conducdo e no topo de uma banda de valéncia, respectivamente. A temperatura nula,
toda a banda de valéncia estd ocupada e a banda de conducao desocupada. O potencial quimico
(energia de Fermi) situa-se no meio do gap de tamanho

0 0
A=E} - E° .

A temperatura finita, elétrons sao excitados da banda de valéncia para a banda de conducao,
deixando buracos na banda de valéncia (de maneira que os buracos representam auséncia de
elétrons). Os gaps em semicondutores sdo da ordem de eV, de maneira que sempre podemos
supor que es valida a condigao

|6 — ,u| > kT,

0 que permite substituir a distribuicao de Fermi-Dirac pela distribuicao de Maxwell-Boltzmann
tanto para elétrons como para buracos (cauda da distribui¢ao de Fermi-Dirac). Com estes supostos,
calcule as concentragoes de elétrons (n) e buracos (p) a temperatura finita num semi-condutor
intrinseco (sem impurezas). Mostre que o produto np independe do potencial quimico u e segue
uma lei de ‘acao de massas’.

Dica. Ver livro do Kittel (Introduction to Solid State Physics). O
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. Gas de elétrons

Seja um gés de N elétrons cuja densidade de estados é constante

| D, paraE >0,
D(E)_{ 0, para £ <0 .

Esta densidade modela de forma satisfatéria um metal cuja banda de conducao é larga.

(a) Calcule a energia de Fermi a T' = 0°K;
(b) Derive uma condi¢do de ndo degeneracio em termos de D, T e N e interprete;

¢) Mostre que a capacidade calérica é proporcional a T' quando o sistema é altamente degenerado.
Most idade caldrica é ional a T’ d ist ¢ alt te d d
O

Entropia de um gas de Fermi no regime de alta degeneracao

Calcule a entropia de um gas ideal de Fermi a temperatura baixa, mas nao nula. Mostre que é
satisfeita a terceira lei da termodinamica. ]

Gas de Bose com graus de liberdade internos

Considere um gés ideal de Bose compostos por particulas com graus internos de liberdade. Suponha
que uma boa aproximagdo sé considera os dois primeiro niveis internos, ¢¢ = 0 e ¢ = A > 0.
Determine a temperatura de condensagido de Bose-Einstein em fungéo de A. ]

Condensacao de Bose-Einstein em d—dimensoes

(a) Preliminarmente, obtenha a densidade de estados de particula livre em d—dimensoes.

(b) Tente repetir o cdlculo feito em aula para um gds de BE. Em trés dimensodes, o argumento
usado é que o gas de BE é forcado a entrar no estado condensado quando a densidade é
suficientemente alta. Determine a dimensao critica inferior d. (a dimensao espacial para a
qual, e baixo a qual, ndo h4 transicdo de fase a temperatura finita). Encontre a temperatura
da condensacao de Bose-Einstein para d > d.. (I

Paramagnetismo de Pauli

Na presenca de um campo magnético ]:3;, um elétron tem energia +ugB, dependendo de se seu
momento magnético é antiparalelo ou paralelo ao campo. O Hamiltoniano de elétron livre tem a
forma Y _,2
P . 53 P
=5 —H-B=—+upBoz,
2m 2m

onde o spin do elétron estd quantizado na diregdo do campo (diregdo z), up é o magneton de Bohr

_ lelh

~ 2me

1 . . . L R -
e oy = ( 0 —01 é a matriz de Pauli. Calcule a magnetizacao M e a susceptibilidade magnética

por unidade de volume % x devida ao spin (Paramagnetismo de Pauli), no limite de campo pequeno
(upB < €r), para um gas de elétrons livres a temperatura nula (degeneracao completa). Note que
agora o Hamiltoniano (e também a energia) depende do spin, mas em equilibrio o nivel de Fermi
€r € unico. A Magnetizacao M é definida como:

=-pup(Ny —N-)

onde N, (0 = %) é o ntimero de elétrons com spin o. Expresse seu resultado em termos da densidade
n em auséncia de campo magnético.
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Gas de Fermi relativistico

(a) Encontre a equagao de estado para um gas de elétrons relativistico completamente degenerado.
A relacao de dispersao é dada por

e(p) = en/m2c? +p? .
(b) Encontre a capacidade calérica para o gds ultrarelativistico (p? > m?c?) degenerado. O

Gas de fétons

Um problema importante, desde o advento da Mecanica Quantica, é o chamado Radiacao do Corpo
Negro, onde a radiacao eletromagnética se encontra em equilibrio no interior duma cavidade, a
temperatura e volume dados. O mecanismo que garante o equilibrio consiste em emissao e absorgao
de radiagdo por parte da matéria (cavidade). Modernamente (depois de Planck, Bose e Einstein),
consideramos a radiagdo no interior da cavidade como um gas perfeito de fétons. Os fétons nao
interagem entre si. Os fétons sad particulas idénticas de massa nula e spin 1 (bdsons), mas a
radiacdo livre s6 tem dois estados de polarizagdo (por exemplo, dois estados de polarizacao linear
ou circular). A absorcio e a emissao de f6tons por parte da matéria dao a este problema um cardter
especial, no sentido que o nimero de fétons nao é conservado e depende da temperatura e volume
da cavidade. Argumente que nesta situagao, o gas de fétons deve ser considerado como um gas de
boésons com potencial quimico nulo:
w=0.

Agore encontre a densidade de estados para f6tons (com dispersao €(p) = fuv = ¢p) e a formula de
Planck para a densidade de energia por intervalo de freqiiéncia u(w) definida por

gz/o dw u(w) . O

Condensacao de Bose-Einstein em vapores atémicos

A primeira observacao da condensacao de Bose-Einstein em vapores atomicos diluidos foi feita
por M. Anderson et al. [Science 269, 198 (1995)]. O estado condensado foi obtido em vapor
de 8"Rb confinado por campos magnéticos e esfriado a temperaturas ultra-baixas. A primeira
evidéncia da condensacao apareceu a uma temperatura da ordem de 170 nK para densidades da
ordem de 2.5 x 10'? 4tomos por cm?. Compare a temperatura de condensacio da experiéncia com
a temperatura obtida para um gas ideal de Bose com a mesma densidade e discuta seu resultado.
Porque " Rb é um béson? O

Entropia de um gas livre de Bose

Na representacao da ‘fugacidade’ © = exp (Bu), o Grande Potencial Q = Q (T, V, z) de um gés livre
de Bose tem uma expressao simples, dada abaixo:

\%
—kgT <A3> G52 (x) , para T > Tc
Q=-PV =

v

—k’BT (M) G5/2 (1) , para T < TC .

(a) Encontre a entropia a apartir desta representagao, isto é na forma canénica

o
--(2)
or) ,v

Dica. Mostre primeiro que é satisfeita a relagao termodinamica

o0 o0 -



(b) Calcule agora o calor especifico a volume constante, para toda temperatura, usando a expressao

=L (95
V" Nkg \aT ),

e mostre que varia como T3/2 a baixas temperaturas. Mostre também que ¢y é continuo em
Tc e que seu valor na temperatura critica ultrapassa o valor cldssico 3/2.

(¢) Usando a relacao termodindmica para as capacidades caldricas (que voce deve demonstrar)

or\ 1°
crmorsrvo () ]

onde k1 é a compressibilidade isotérmica, mostre que Cp — oo para a fase condensada do gés
de Bose. Esse fato permite classificar a transicao de fase como sendo de primeira ordem. O



