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1. Condensagao de Bose-Einstein numa armadilha harmonica

Considere um géas de Bose confinado numa armadilha harmoénica anisotrépica, em
d-dimensoes. Obtenha a densidade de estados em funcao da dimensao e avalie a
temperatura critica da condensacgao para qualquer dimensao. Em particular, mostre
que temos condensacao a temperatura finita para d = 2, em contraste com o caso
do gés livre (ver problema # 11 da lista #5). O

2. Correlagoes quanticas para particulas idénticas (Merzbacher 2a. ed., Cap.
20, p. 524)

Considere duas particulas idénticas (bésons ou férmions) no estado
W) = 4" cd; (alal 0)) . (1)
0,

onde o estado |0) é o vdcuo e a}L ¢ o operador de criagao de uma particula. Para este

estado, a unica correlacao que existe entre as particulas é através da estatistica.

(a) Suponha que
Slel =Y "ldf =1,

e calcule a constante de normalizacdo A em (1) em termos da soma
i

(b) Para este estado (1), encontre o valor esperado de um operador K de uma
particula em termos das amplitudes de uma particula c; e d; e dos elementos
de matriz (i | K| j) de K entre estados de uma particula. Mostre que se S =0, o
valor esperado pode ser intrepretado como se as duas particulas de amplitudes
¢; e d; fossem distinguiveis;



(c) Calcule o valor esperado de um operador diagonal V' de interacdo entre duas
particulas, em termos das amplitudes de uma particula c; e d; e dos elementos
de matriz (ij |V'|ij) de V entre os mesmos estados de duas particulas. Mostre
que o resultado é o mesmo que para particulas distinguiveis, se os estados nao
se sobrepoem, isto € se ¢;d; = 0, para todo 7 . O

3. Nimeros de ocupagao
T

7

) os operadores de criacao e destruicao numa dada representagao de
T

%

Sejam (ai, a

bosons ou férmions. Mostre que os operadores numero N; = a,a; comutam entre

.I.

si. Encontre também as relagoes de comutagao entre (ai, al-) e o correspondente

operador nimero N; = a;rai. Mostre que essas relacoes independem da estatistica.
O

4. Estados coerentes

Sejam (af, a) os operadores de criagdo e destruigao de um béson (modo tnico).
Definimos os estados coerentes como sendo auto-estados do operador de destrui-
¢ao, com autovalores complexos

alz) = zlz)
com (z|z) =1 e z em geral complexo.

(a) Encontre a forma de |z) na base de estados {|n)}, com

(af)"
) =210

Mostre, que exceto por uma fase, o estado tem a forma

) e (-3 48 i St = e (<51 e Ga) o) @)

(b) Encontre também a distribui¢do de probabilidade P, de que o estado |n) esteja
ocupado em |z).

(c) O estado |z) pode ser pensado também como o efeito de uma translacao gen-
eralizada (no espaco de fase) sobre o vacuo, da forma:

D(2)|0) = |2) , (3)

com
D(z) =exp (z a' — 2" a) .

Mostre que de fato, a expressao (3) é vélida, comparando com (2).



(d)
(e)

(f)

Mostre que o operador D(z) é unitério.
Mostre que a agao de D(z) sobre o operador a é um deslocamento em z:
D(2)aD'(2) =a—z .
Aplique a teoria para o Hamiltoniano
H =wa'a + Aa' +a) , (4)

com (a, a') sendo operadores de Bose. O Hamiltoniano (4) tem solucio exata
por uma transformacao de deslocamento

b=a+C,

bt =al + O,

escolhendo adequadamente a constante C' para anular os termos lineares nos
operadores de criagao e destruigao. Seja |0 > o vdcuo dos operadores de bésons
a. Seja |Pg > o estado fundamental do Hamiltoniano (4), e portanto o vdcuo
dos operadores b. Encontre a transformacao 7' que leva um no outro

@) = T'(0)

Mostre que o estado |®g) contém qualquer nimero de bésons do tipo a. O

5. Representacao de Heisenberg

Considere a representacao de Heisenberg para os operadores campo (¥, ¥T) de um
sistema de particulas idénticas (bésons ou férmions).

(a)

Encontre a equacao de Heisenberg para ¥, no caso de um sistema de particulas
nao interagentes, isto é de um sistema cujo Hamiltoniano é dado por:

Ho = Z {213; +U(fi)1 )
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onde a soma € realizada sobre todas as particulas. Mostre que ela é formalmente
idéntica a equacao de Schrodinger para a fungad de onda de uma particula e
discuta a origem do nome de Segunda Quantiza¢cao dado ao formalismo.

Encontre agora a equacao de Heisenberg para W, no caso de um sistema de
particulas interagentes segundo o Hamiltoniano

1 S o
H:H0+§§ V(’Xi—Xj’) .
i#£]

Mostre que existem correlagoes entre as particulas que se manifestam através
de efeitos nao-locais. O



6. Operadores campo na representacao de momentum

(a)

Definimos o operador de campo na representacao de momentum por:
®(5) = [ dx (Blx) ¥ (x)

Derive as relagoes de comutagao/anticomutagao (segundo o caso) para ® (p) e
o (5).

Mostre que para o comutador/anticomutador misto temos
[@(P), ¥ (®)], = (BX) .
Considere os seguintes observaveis de um sistema de particulas idénticas

X:Z,L )_éz )
) 5)
P:Zz ﬁl )

isto ¢, a soma das coordenadas e o momentum total. Fornega a representacao
em 2a. quantizagao dos operadores de (5) usando os operadores campo. Es-
colha a representagao mais conveniente entre coordenadas e momentos. Mostre
que o analogo de muitas particulas para o comutador canonico é

[i,ﬁ] — AN 1,

onde N é o operador niimero e 1 ¢é a identidade em trés dimensoes. O

7. Transformacgao de Jordan-Wigner

Considere uma rede unidimensional de sitios, onde temos spins localizados S(m),
onde m rotula o sitio. Note que para sitios diferentes, os operadores de spin comu-
tam. Para spin s = 1/2, temos relagoes mistas, que nao sdo nem de Bose, nem de
Fermi.

(a)

Seja o operador de spin para o sitio m com componentes S,(m), S,(m) e
S.(m). Definimos como de costume os operadores de subida e descida do spin
por

Ay = Sy(m)—1iS,(m) ,

(6)
= S(m) +1iS,(m)

a,

Mostre que se verificam as seguintes relagoes de comutacao:



i) tipo Bose para sitios diferentes [a]

7
J
ii) tipo Fermi para o mesmo sitio com

{ai, aj} =1 ,e a?=(da))?=0. (7)

(b) Considere agora uma cadeia com condicoes periddicas de contorno. Mostre que
em este caso é possivel definir operadores de Fermi pelas relacoes

i—1
C; = exp {mz a;f-aj} a;
j=1

aj] = [GL a;] = [ai, a;] =0 ,parai#

i1
o T : T
C; = a; expq —im a;a;
j=1
Encontre a transformacao inversa e mostre que temos

C’JC} = alg ,
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(9)

C;rci—&—l = ajai—&-l

Em seguida, transforme o Hamiltoniano de spin de Heisenberg (abaixo) em um
Hamiltoniano de fermions. Dé uma interpretacao fisica do resultado:

H=7Y {S:(m)Sa(m+1)+S,(m)S,(m+1)+S.(m)S.(m+1)} O

8. Matriz Densidade Reduzida

Considere um sistema de muitas particulas com o ntimero de particulas fixo e igual
a N. Seja p sua matriz densidade (operador estatistico). Definimos um conjunto de
matrizes reduzidas {p1, pa, ps3, ...} por

(ila| j) = Tr (aipal)
(kl|p2|ij) =Tr <akal,0a}aj-> :

etc.,

onde (i, j, ...) representam estados de uma particula e (aj, a;j) sao os operadores de

criacdo e destruigao para esses estados (bdsons ou férmions). Falamos que p; é a



matriz densidade de 1-particula, py é a matriz densidade de duas particulas, etc...

Mostre que temos
Tr (pl) = N7

Tr(p2) = N (N - 1),
Tr(ps) = N (N — 1) (N - 2),

ete...

O

9. Matriz densidade de 1-particula e Hartree-Fock para férmions

Seja um conjunto completo de orbitais de 1-particula {p;}, com < X|\; >= ;(X).
Definimos a matriz densidade de 1-particula associada com um estado [¢) > por

1
P =< MilpVN > = < yldely >

.I.

onde (¢, ¢;) sdo os operadores de criacao e destruigdo de uma particula no estado

’)\z >.
(a) Mostre que esta matriz densidade estd normalizada como

Trp® =% pi) =N,

onde N ¢ valor médio do nimero de particulas no estado [/ > . Se o estado
tiver um nimero de particulas fixo N, entdo Tr p¥ = N. Nao confundir esta
matriz densidade com o operador estatistico p. Para ver como ela se relaciona
com p, remetemos ao problema anterior desta lista, sendo que neste caso o
ensemble representado por p é puro, com p = |¢p >< P|.

(b) O estado ‘teste’ de Hartree-Fock para um sistema de férmions é um determi-
nante de Slater composto de N orbitais de 1-particula ortonormais {1, Ao, A3, ...}
escrito na forma de uma produtoria

[ >=clebel. el |0 >= ch 0> .
i

Mostre que p() pode ser escrito na forma

onde n; é o niimero de ocupacdo para férmions, n; = 0, 1. Portanto p() é uma
matriz hermitiana de traco N.



(c) A partir de (10), mostre que a matriz densidade de 1-particula satisfaz a relac¢ao

(pM)? = pV), (11)

de onde obtemos que todos seus autovalores sao 0 ou 1. En seguida, mostre
que a relagao (11) é uma condigao necessdria e suficiente para que o estado
completamente antisimétrico |¢p > seja um determinante de Slater (estado
completamente antisimétrico). O

10. Condensacao de Bose-Einstein

Um estado ‘condensado de bésons’ |®y >, que descreve um sistema de N bdsons
todos ocupando o mesmo orbital Ay, pode ser pensado como um estado coerente
com

ag| Py >= VN|Dy > . (12)

(a) Mostre que a matriz densidade reduzida de 1-particula (ver problema # 8
acima) associada com o estado (12) pode ser escrita como

P =N X >< Ao (13)

e satisfaz a condigao
(p)? =N p . (14)

(b) Mostre que a relagdo (14) é uma condigdo necessaria e suficiente para que o
estado completamente simétrico |® > associado com p™), seja um condensado
de bésons. 0

11. Campo médio para bdésons

Considere bésons sem spin e um estado teste |® > que representa um condensado:

CLTN
r<1>>=(le! 0) |

onde |0) é o vacuo dos bésons e o orbital [\ >= al |0) ainda est4 indeterminado.

(a) Encontre o funcional da energia E[®] do estado teste |® >, para o Hamiltoniano
que inclui as interagoes entre bdsons

1
H = Z tz-jazaj + 5 Z < ij|V |kl > a;ra;alak
i ikl

Os elementos de matriz sdo
n? _,
b= [ 4R SRV VRN
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para o hamiltoniano de um corpo e

<dﬂWM>=/ﬁi/ﬁiﬁﬁwﬂﬂV&—ZMAﬂw@)

para o de dois corpos, onde V (|X — Z|) é o potencial de interacao entre bésons.
Suponha que este potencial é um potencial de contato, da forma

V(X—7)=G é® (=R -12),

onde G é a constante de acoplamento e §®) é a funcao delta de Dirac.

(b) A minimizagao do funcional E[®]| conduz a uma equagao para determinar o
orbital < X|A >= ¢,(X) do condensado. Esta minimizacdo esta condicionada
pela normalizagao do estado

JEECECEE

Escreva o correspondente multiplicador de Lagrange como Npu. Definimos a
‘funcao de onda do condensado’ por

V(E)=VNa(X) |

onde ¥ (X ) é normalizada para o nimero de particulas. Encontre a equagao
de Euler-Lagrange para ¥ (X ) e interprete fisicamente seu resultado. 0J

12. Modelo de um cristal unidimensional: quantizagao de suas oscilagoes

Considere uma cadeia linear de N atomos, onde d é a distancia interatomica, com
acoplamento harmonico entre os atomos na forma do Hamiltoniano abaixo:

N N

2

D; 1

H o= > ot meg > (nje1 — ) (15)
j=1 j=1

N pg 1 1 N
= {—fn + —mwﬁn?] — S ) gy
1 =1

Em (15), (pj,n;) sdo o momentum e o deslocamento do atomo do sitio j. Conside-
ramos condigoes periddicas de contorno, para as quais

NN+1 =1 (16)

e o numero N é grande, mas finito. Neste problema usamos unidades com A = 1.
Passamos agora para a representacao dos nimeros de ocupacao, da maneira como



usualmente é feito para o oscilador harménico (ver Sakurai ‘MQM’; p. 90), definindo
operadores de criacao e destruicao de bésons (b;, b}), da forma

1
o b. bT)
"l 2mw0<J+] ’

NI

(17)

Escreva o Hamiltoniano ( 15) em termos dos operadores auxiliares (bj, b;) Como

o problema é periddico, é conveniente passar para a representagao de Fourier (que
¢ uma transformacao unitdria), com

1 o
b; = \/_N ;bk exp (ikjd) ,
(18)
1

b= —— N bl exp (—ikid) .
J \/Nzk:k p( ])

Mostre que a Transformacao de Fourier preserva as relagoes de comutagao para os
operadores <bk, b,t) e portanto, eles também representam bdsons. Os vetores de

onda k sdo determinados usando a condigao de contorno (16). A pesar do nome, a
variavel k£ nao representa momentum. Todos os graus de liberdade do sistema sao
descritos por estados k£ dentro da Zona de Brillouin

T v
Tk T
1="<7

Escreva finalmente o Hamiltoniano nos modos k, simetrizando em (k, —k).
Resultado:

H::%}j@m+&w%+g— (19)
k

_% Z cos (kd) <bk + bT_k> (b—k + bL)
k

Na forma final (19), esse Hamiltoniano é semelhante aquele estudado em aula para
bésons interagentes, com acoplamentos nao diagonais entre os modos (k, —k) . Faca a
diagonalizagao completa usando uma Transformacao de Bogoliubov, com operadores

de quase-particulas (ak, a,t)
b, = upay — UkOéT_k )
bT_k = ukaT_k — VRO, -

9



13.

Mostre que o espectro de excitagoes do sistema tem a forma

Er = woy/1 — cos (kd) , (20)

onde a energia maxima tem o valor wyv/2 nas bordas da zona. Os modos cuja energia
é dada por (20), sdo chamados de féonons (unidimensionais) e descrevem oscilagoes
quantizadas da rede cristalina. Note que para baixas energias (k pequeno) a relagao
(20) pode ser aproximada por uma relagdo linear em k. O nimero de onda k é uma
coordenada interna e nao esta diretamente ligado ao momentum do sistema, exceto
para o modo k = 0. Neste caso, usando (17) e (18), mostre que o momentum total
estd ligado ao modo k£ = 0 e portanto este modo representa uma translacao uniforme
do sistema.

O numero de fonons nao é conservado, pois eles representam excitagoes elementares
(podemos proceder de maneira semelhante ao caso dos fétons, onde o potencial
quimico nulo representa a condigdo de equilibrio). Porém, o limite termodinamico
deste sistema unidimensional apresenta alguns problemas. Tente calcular o niimero
de fonons no limite termodinamico e mostre que ele diverge para toda temperatura.
A divergeéncia é causada pelo comportamento da densidade de estados na vizinhanca
de k =~ 0. Dé uma interpretagao fisica desse fato levando em conta a dimensionali-
dade do sistema. O

Capacidade caldrica de fonons e rotons

Use o espectro de excitacoes do He liquido superfluido, incluindo fénons e rétons
e calcule as contribuigoes para a capacidade caldrica a baixas temperaturas. Note
que a temperatura do He superfluido tipicamente estd por baixo de 2°K. O gap
dos rotons é da ordem de 10°K, de maneira que a contribuicao dos rotons pode
ser calculada com a distribucao de Maxwell-Boltzmann. Considere o espectro como
constando de dois ramos da forma:

Usp , para p 5 Po (fénons)a
e(p) =

2

> At
5 Parap 2 po (rétons),

onde vy ¢é a velocidade do som e A o gap dos rotons.

Dica. Consulte o livro de Landau, Statistical Physics, Part 2. O
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