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Aula passada

Ângulos de Euler (f,q,y)

Energia cinética de um corpo simétrico (I1=I2):

Velocidade angular instantânea de rotação em termos dos ângulos de Euler:
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Aula passada

Três constantes do movimento

componente do mom. angular ao longo de

componente do mom. angular ao longo de

energia mecânica conservada: sistema conservativo

O torque do peso atua ao longo da linha de nós e é 
perpendicular a      e 
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Aula passada
Eliminamos a dependência com 

Potencial efetivo:
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Aula passada
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Aula passada

Nutação
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(p� � p cos ✓0) (p � p� cos ✓0) = I1Mgh sin4 ✓0

✓ = ✓0

dV
0 (✓)

d✓

����
✓=✓0

= 0

�̇ =
p� � p cos ✓0

I1 sin
2
✓0

=
I3!3

2 cos ✓0

"
1±

✓
1� 4MghI1

I
2
3!

2
3

cos ✓0

◆1/2
#

✓0 <
⇡

2
) !3 � !min ⌘ 2

I3

p
MghI1 cos ✓0

!3 � !min ) �̇ =

(
�̇+ = I3!3

I1 cos ✓0

�̇� = Mgh

I3!3

✓ = ✓ (t)

�̇ (t) =
p� � p cos ✓ (t)

I1 sin
2
✓ (t)

be3

bz (x0
3)

�̇,  ̇

⇣
 ̇ + �̇ cos ✓

⌘
=

p 

I3

✓ (0) = ✓̇ (0) = 0;

�̇ (0) +  ̇ (0) = !3.

p = I3

⇣
 ̇ + �̇ cos ✓

⌘

p� = I1�̇ sin
2
✓ + I3

⇣
 ̇ + �̇ cos ✓

⌘
cos ✓

E
0 = E �

p
2
 

2I3
=

I1

2

⇣
✓̇
2 + �̇

2 sin2 ✓
⌘
+Mgh cos ✓
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�̇ =
p� � p cos ✓

I1 sin
2
✓

�̇ =
p� � p cos ✓0

I1 sin
2
✓0

E �
p
2
 

2I3
⌘ E

0 =
I1

2
✓̇
2 +

1

2I1

✓
p� � p cos ✓

sin ✓

◆2

+Mgh cos ✓

V
0 (✓) =

1

2I1

✓
p� � p cos ✓

sin ✓

◆2

+Mgh cos ✓

(p� � p cos ✓0) (p � p� cos ✓0) = I1Mgh sin4 ✓0

✓ = ✓0

dV
0 (✓)

d✓

����
✓=✓0

= 0

�̇ =
p� � p cos ✓0

I1 sin
2
✓0

=
I3!3

2 cos ✓0

"
1±

✓
1� 4MghI1

I
2
3!

2
3

cos ✓0

◆1/2
#

✓0 <
⇡

2
) !3 � !min ⌘ 2

I3

p
MghI1 cos ✓0

!3 � !min ) �̇ =

(
�̇+ = I3!3

I1 cos ✓0

�̇� = Mgh

I3!3

✓ = ✓ (t)

�̇ (t) =
p� � p cos ✓ (t)

I1 sin
2
✓ (t)

be3

bz (x0
3)

�̇,  ̇

⇣
 ̇ + �̇ cos ✓

⌘
=

p 

I3

✓ (0) = ✓̇ (0) = 0;

�̇ (0) +  ̇ (0) = !3.

p = I3!3 = I3

⇣
 ̇ + �̇ cos ✓

⌘

p� = I1�̇ sin
2
✓ + I3

⇣
 ̇ + �̇ cos ✓

⌘
cos ✓

E
0 = E �

p
2
 

2I3
=

I1

2

⇣
✓̇
2 + �̇

2 sin2 ✓
⌘
+Mgh cos ✓
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Constantes do movimento:

�̇ =
p� � p cos ✓

I1 sin
2
✓

�̇ =
p� � p cos ✓0

I1 sin
2
✓0

E �
p
2
 

2I3
⌘ E

0 =
I1

2
✓̇
2 +

1

2I1

✓
p� � p cos ✓

sin ✓

◆2

+Mgh cos ✓

V
0 (✓) =

1

2I1

✓
p� � p cos ✓

sin ✓

◆2

+Mgh cos ✓

(p� � p cos ✓0) (p � p� cos ✓0) = I1Mgh sin4 ✓0

✓ = ✓0

dV
0 (✓)

d✓

����
✓=✓0

= 0

�̇ =
p� � p cos ✓0

I1 sin
2
✓0

=
I3!3

2 cos ✓0

"
1±

✓
1� 4MghI1

I
2
3!

2
3

cos ✓0

◆1/2
#

✓0 <
⇡

2
) !3 � !min ⌘ 2

I3

p
MghI1 cos ✓0

!3 � !min ) �̇ =

(
�̇+ = I3!3

I1 cos ✓0

�̇� = Mgh

I3!3

✓ = ✓ (t)

�̇ (t) =
p� � p cos ✓ (t)

I1 sin
2
✓ (t)

be3

bz (x0
3)

�̇,  ̇

⇣
 ̇ + �̇ cos ✓

⌘
=

p 

I3

✓ (0) = ✓̇ (0) = 0;

�̇ (0) +  ̇ (0) = !3.

p = I3!3 = I3

⇣
 ̇ + �̇ cos ✓

⌘

p� = I1�̇ sin
2
✓ + I3

⇣
 ̇ + �̇ cos ✓

⌘
cos ✓

E
0 = E �

p
2
 

2I3
=

I1

2

⇣
✓̇
2 + �̇

2 sin2 ✓
⌘
+Mgh cos ✓
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DE FATO 0101 0 É UM DOS PONTOS DE RITORNO
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Condições iniciais que realizam o caso (c)



Condições iniciais que realizam 
os casos (a) e (b)
SE w 70 ENTAO

as 6110770

BE 0,03

b 0720

03 C 01,023
03 0



O pião dormente
Condições iniciais: o pião é posto a girar na vertical

Apenas f + y faz sentido quando q = 0.

�̇ =
p� � p cos ✓

I1 sin
2
✓

�̇ =
p� � p cos ✓0

I1 sin
2
✓0

E �
p
2
 

2I3
⌘ E

0 =
I1

2
✓̇
2 +

1

2I1

✓
p� � p cos ✓

sin ✓

◆2

+Mgh cos ✓

V
0 (✓) =

1

2I1

✓
p� � p cos ✓

sin ✓

◆2

+Mgh cos ✓

(p� � p cos ✓0) (p � p� cos ✓0) = I1Mgh sin4 ✓0

✓ = ✓0

dV
0 (✓)

d✓

����
✓=✓0

= 0

�̇ =
p� � p cos ✓0

I1 sin
2
✓0

=
I3!3

2 cos ✓0

"
1±

✓
1� 4MghI1

I
2
3!

2
3

cos ✓0

◆1/2
#

✓0 <
⇡

2
) !3 � !min ⌘ 2

I3

p
MghI1 cos ✓0

!3 � !min ) �̇ =

(
�̇+ = I3!3

I1 cos ✓0

�̇� = Mgh

I3!3

✓ = ✓ (t)

�̇ (t) =
p� � p cos ✓ (t)

I1 sin
2
✓ (t)

be3

bz (x0
3)

�̇,  ̇

⇣
 ̇ + �̇ cos ✓

⌘
=

p 

I3

✓ (0) = ✓̇ (0) = 0;

�̇ (0) +  ̇ (0) = !3.

p = I3!3 = I3

⇣
 ̇ + �̇ cos ✓

⌘

p� = I1�̇ sin
2
✓ + I3

⇣
 ̇ + �̇ cos ✓

⌘
cos ✓

E
0 = E �

p
2
 

2I3
=

I1

2

⇣
✓̇
2 + �̇

2 sin2 ✓
⌘
+Mgh cos ✓
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�̇ (t) =
p� � p cos ✓ (t)

I1 sin
2
✓ (t)

 ̇ (t) =
p 

I3
� �̇ (t) cos ✓ (t)

be3

bz (x0
3)

�̇,  ̇

⇣
 ̇ + �̇ cos ✓

⌘
=

p 

I3

✓ (0) = ✓̇ (0) = 0;

�̇ (0) +  ̇ (0) = ⌦.

p = I3!3 = I3

⇣
 ̇ + �̇ cos ✓

⌘

p� = I1�̇ sin
2
✓ + I3

⇣
 ̇ + �̇ cos ✓

⌘
cos ✓

E
0 = E �

p
2
 

2I3
=

I1

2

⇣
✓̇
2 + �̇

2 sin2 ✓
⌘
+Mgh cos ✓

r0 = r
0 (sin ✓0 cos�0x̂+ sin ✓0 sin�0ŷ + cos ✓0ẑ)

Urot (✓) = �3GM (I3 � I1)

4r3
cos2 ✓

P0 (x) = 1,

P1 (x) = x,

P2 (x) =
1

2

�
3x2 � 1

�
.

r = r (cos�x̂+ sin�ŷ)

x
(+)
1 (t) = |B+| cos (!+t+ �+)

x
(+)
2 (t) = � |B+| cos (!+t+ �+)

x
(�)
1 (t) = |B�| cos (!�t+ ��)

x
(�)
2 (t) = |B�| cos (!�t+ ��)

x1 (t) = |B+| cos (!+t+ �+) + |B�| cos (!�t+ ��)

x2 (t) = � |B+| cos (!+t+ �+) + |B�| cos (!�t+ ��)
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ANALI SANDO V D EM THRNO DE 0 0

f 10 0 α

f o o O

10 0 α

SE minimo

SE MAXIMO
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