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Aula passada
Dois osciladores acoplados: Procuramos soluções 
em que ambas as partículas oscilam com a mesma
frequência.

Soluções assim só são possíveis para duas frequências, 
chamadas de normais ou características.

Modos normais de vibração
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Aula passada
Dois osciladores acoplados: Procuramos soluções 
em que ambas as partículas oscilam com a mesma
frequência.

Soluções assim só são possíveis para duas frequências, 
chamadas de normais ou características.

A solução geral do problema é uma superposição linear dos dois modos normais.
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Urot (✓) = �3GM (I3 � I1)

4r3
cos2 ✓

P0 (x) = 1,

P1 (x) = x,

P2 (x) =
1

2

�
3x2 � 1

�
.

r = r (cos�x̂+ sin�ŷ)
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Aula passada

Pontos de equilíbrio             :

Equilíbrio estável:              é ponto de mínimo local
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Caso geral:



Aula passada
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Retirando as linhas para simplificar:

onde

mjk e Ajk são matrizes constantes
simétricas
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⇣
�!2 ¯̄m+ ¯̄A

⌘
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· ā = 0

16

SUPONDO qjltl ajeiwtag.ee gltaeiwtgjltlw'ajeiwt Elt w a eint

W Mjkart ΣpAjrar
0 w In ITE I O

E w mjutAja ar 0 C w Ñ É 2 0

det w mjutAjk 0 det w Ñ A o

I
EQ.DE ORDEM NA VARIAVEL w DE

COFFICIENTES REAIS



ESSAS RAIZES SERIO SEMPRE REAIS E

POSITIVAS DEVIDO AO FATO DE Gjo SEREM UM

PONTO DE MINIMO LOCAL WE net m

BASTAM WTEDFREQUENCIAS NORMALS

PARA CADA Wn

E w mjutAja dk 0 a'd net m

E w Ñ x ̅ 0



ALGUMAS PROPRIEDADES

E WIÑ É a 0 1

E ws ñ É 2 0 2 with

MULTIPLICO x'̅s 1 E E 2

wiastmi.at ast.E.am o 137

W art.in as a II Is 0 4

COMO EE A SEO SIMÉTRICAS a's't In

at't In all ETC FAZENDO 1550 EM 4 E

SUBTRAINDO 3 4

Witws t.in 2 1
0 t.Ñn.a

ORTOGONALIDA DEEM COMPONENTES
GENERALIZADAa mjua so



Ortogonalidade generalizada
ASSIM COMO NO CASO HABITUAL SE UMA RAIZ

W E DEGENERADA DE ORDEM 17 É SEMPRE

POSSIVEL DEFINIR I VETORES jam at

ORTO GO NAIS ENTRE SI NO SENTI DO

GENERALIZADO
adit.in ati se it

TAMBÉM É INTERESSANTE ORTONORMALIZAR

0s In a 1 NO SENTI DO GENERALIZADO

1 ET.in
as Sn 5



A matriz L e suas propriedades
DEFINO A MATRIZ Ñ CU JAS COMPONENTES SIO

Ajee a

A J E SIMA LIN HA DE x ̅ CONTÉM AS COMPONEN

TES DE
5

5 Σ a mind 8 is
jk

njMjk Ask Suis

En rjmjaÑs syshfk.in.IE
d6



E whnjutatj.ae did 0 Wi mind Ajmal o

Trente Tek Ann

WE M junteer AjaRan 0

DEFINO A MATRIZ I DIAGONAL

E ons 8nswe

mjuntrnwi fsmjantus.siwT fsmjuntusrs

smjkntusfs.at AjuNun
0

T.IT I I IT to



In.IT I I IT 0

MULTIPLICO PELA ESQUER DA POR x ̅

Ef
t.it E x ̅ O

IE I.NET 7

Ñ.Ñ.ÑT I 6 NOTE DUE 6 DEFINE

x ̅ COMO ORTOGONAL

NO SENTIDO GENERALIZAD

SE In A A E ORTOGONAL NO

SENTIDO USUAL



Modos normais
CADA VALOR DE 1 DEFINE UM MOVIMENTO OND

ODAS AS COORDENADAS VIBRAM COM A MESMA

FREQUENCIA Wn

q lt Z afeiwtzn xneihee
hnayeilwntts.rs

95Pʰ t Re q H half cos watts



A solução geral como superposição dos 
modos normais

SUPERPONDO TODOS OS I MODOS NORMALS QUE

SAO L I TEMOS A SOLUGAO GERAL COM 21

CONSTANTES ARBITRARIAS X Xn 81 fm

gilt tn cos watts

a Anjas watts

DEFINO nltl X colwntt.sn COORDENADA NORMAL

Gilt Anjunct ÑjMmlt

qltl AT.TL



qltl AT.TL
MULTIPLICO DELA ESQUERRA POR x ̅

E E glt IIIT
Alt Alt

IñH Ñ.ÑqII



A Lagrangiana em coordenadas normais
L 5T w̅ I E E I

USANDO ICE T.TK ITE 5TH A

jt.in I IT TE
it.iq

A 5 nT.IfIT.n n.E.n

L it.ñ III ñ NIH wine
Eds DE MOVIMENTO

ii It windt o

Mntt _XGCnt S



Resumo

q̄ (t) = āei�t
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Resumo
A solução geral, com 2n parâmetros arbitrários determinados pelas condições iniciais é:

coordenada normal
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· ā = 0

) det
⇣
�!2 ¯̄m+ ¯̄A

⌘
= 0

⇣
�!2

r
¯̄m+ ¯̄A

⌘
· ār = 0

ās · ¯̄m · ār = �r,s
⇣
�!2

r ās · ¯̄m · ār + ās · ¯̄A · ār
⌘
= 0 ) !2

r�r,s = ās · ¯̄A · ār

⇤rk ⌘ (ār)k ) ¯̄⇤ · ¯̄m · ¯̄⇤
T
= ¯̄1

) ¯̄⇤ · ¯̄A · ¯̄⇤
T
=

0

BBB@

!2
1 0 · · · 0
0 !2

2 · · · 0
...

...
. . .

...
0 · · · · · · !2

n

1

CCCA

q̄ (t) =
X

r

↵rār cos (!t+ �r)

qj (t) =
X

r

↵r⇤rj cos (!rt+ �r) ⌘
X

r

⇤rj⌘r (t)

⌘r (t) ⌘ ↵r cos (!rt+ �r)

q̄ = ¯̄⇤
T
· ⌘̄

q̄ = ¯̄⇤
T
· ⌘̄ ) ¯̄⇤ · ¯̄m · q̄ = ¯̄⇤ · ¯̄m · ¯̄⇤

T
· ⌘̄ = ⌘̄

⌘̄ = ¯̄⇤ · ¯̄m · q̄

L =
1

2
˙̄q · ¯̄m · ˙̄q � 1

2
q̄ · ¯̄A · q̄

L =
1

2
˙̄⌘ · ¯̄⇤ · ¯̄m · ¯̄⇤

T
· ˙̄⌘ � 1

2
⌘̄ · ¯̄⇤ · ¯̄A · ¯̄⇤

T
· ⌘̄

L =
1

2
˙̄⌘ · ˙̄⌘ � 1

2
⌘̄ · diag

�
!2
1 , ...,!

2
n

�
· ⌘̄ =

1

2

X

r

�
⌘̇2 � !2

r⌘
2
r

�

⌘̈r + !2
r⌘r = 0 ) ⌘r (t) = ↵r cos (!rt+ �r)

2

Fórmula inversa:
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Coordenadas normais:


