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• Centro de massa se move com velocidade constante.
• Conservação do momento linear total: invariância da Lagrangiana sob translações rígidas.
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Aula passada

Conservação do momento angular interno:

O movimento relativo é sempre num plano perpendicular ao vetor fixo ℓ: 3D → 2D.

Conservação do momento angular total:
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|ṙ|2 � U (r)

µr̈ = F = �dU

dr
r̂

m2 � m1 ) µ ⇡ m1; R ⇡ r2
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LCM =
µ

2

⇣
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Movimento global Movimento interno

Coordenadas polares no plano:
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Equações de Euler-Lagrange:

Conservação do momento angular interno
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Para q , que é uma coordenada ignorável:
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ṙ
2 + r

2
✓̇
2
⌘
� U (r)

LCM =
µ

2

⇣
ṙ
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Conservação do momento angular:
2a. lei de Kepler (lei das áreas)
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As leis de Kepler do movimento dos 
planetas

1. A órbita de cada planeta é uma elipse com o Sol num 
dos focos.

2. O segmento de reta que vai do planeta ao Sol varre 
áreas iguais em períodos de tempo iguais. ✓

3. Os quadrados dos períodos de revolução dos 
planetas são proporcionais aos cubos dos semi-eixos
maiores das suas elipses.

Mas note que a 2a. lei é válida pra 
qualquer força central U(r)



Energia mecânica total
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1. O centro de massa do sistema de dois corpos move-
se com velocidade constante. ✓

2. A dinâmica da coordenada relativa é a mesma de 
um corpo de massa µ, sujeito a uma força que 
aponta para a origem. ✓

3. O momento angular total é conservado:
a. O momento angular “do centro de massa” é 

conservado. ✓
b. O momento angular “interno” é conservado. ✓

4. A energia mecânica total é conservada. ✓



2 graus de liberdade, 2 leis de 
conservação: problema solúvel!
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Vmin < E < 0 ) 0 < " < 1 ) elipse

E = 0 ) " = 1 ) parábola
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ṙ = ±
r

2

µ
[E � V (r0)]

E =
µ

2
ṙ
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Trajetórias fechadas ou abertas
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