
F 415 – Mecânica Geral II

1º semestre de 2024
14/03/2024

Aula 4

 



Aula passada

LCM =
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A dinâmica de r é equivalente ao problema de uma partícula de massa µ sujeita a uma
força que aponta pra origem.

Conservação do momento angular interno:

O movimento relativo é sempre num plano perpendicular ao vetor fixo ℓ: 3D → 2D.

Coordenadas polares no plano:



Aula passada

Na análise do movimento no plano, vê-se que q é coordenada ignorável. A lei de 
conservação associada é a do módulo do momento angular interno. 

Uma consequência dessa conservação é a 2a. lei de Kepler: durante a trajetória, a 
posição da partícula varre áreas a uma taxa constante.
• Importante notar que a 2a. lei de Kepler vale pra qualquer potencial central.
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Conservação da energia mecânica total:

E =
µ

2
ṙ2 +

`2

2µr2
+ U (r) = const.

V (r) =
`2

2µr2
+ U (r) ) pontos de retorno

t = ±
Z

r(t)

r(0)

dr0q
2
µ
[E � V (r0)]

) r = r (t)

✓ (t)� ✓ (0) =

Z
t

0

`

µr2 (t0)
dt0 ) ✓ = ✓ (t)

u (✓) ⌘ 1

r (✓)
) d2u

d✓2
+ u = � µ

`2u2
F

✓
1

u

◆

U (r) = �k

r
) r (✓) =

↵

1 + " cos ✓

↵ =
`2

µk

" =

s

1 +
2`2E

µk2
=

s

1 +
E

|Vmin|

k = GMm

E = Vmin ) " = 0 ) ćırculo
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` = µr ⇥ ṙ = r ⇥ p = const.

p = µṙ
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LCM =
µ

2

⇣
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As trajetórias genéricas podem ser:
1. Compactas (a partícula não vai pra infinito) ou não compactas 

(a partícula vem e/ou vai pra infinito).
2. As trajetóricas compactas podem ser fechadas ou abertas. 
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Equação da trajetória:
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O problema de Kepler
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4

Vmin < E < 0 ) compacta

E � 0 ) não compacta

Vmin = �µk
2

2`2

k = GMm

E = Vmin ) " = 0 ) ćırculo
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rmin =
↵

1 + "
(✓ = 0)

rmax =
↵

1� "
(✓ = ⇡)

rmax + rmin = 2a

rmax � rmin = 2c = 2"a

a =
↵

1� "2
=

k

2 |E| ) E = � k

2a

b =
p
1� "2a =

↵p
1� "2

=
`p

2µ |E|
T

2

a3
= 4⇡2µ

k
=

4⇡2

G (m1 +m2)
�����!
m1�m2

4⇡2

Gm1

V (r) =
L
2

2µr2
+

K

r

U (r) =
k

r
) r (✓) =

↵

�1 + " cos ✓

↵ =
`
2

µk

" =

s

1 +
2`2E

µk2
(E > 0)

mk

d
2rk
dt2

= Fk + fk (k = 1, 2, ...N)

X

k

mk

d
2rk
dt2

=
X

k

Fk +
X

k

fk = F

P =
X

k
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A trajetória
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Curvas cônicas



Cônicas
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Cônicas: periastro e apoastro
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A excentricidade em termos da energia
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LCM =
µ

2
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O valor mínimo da energia
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Resumo até aqui
Problema de Kepler:

1ª lei de Kepler
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a =
↵

1� "2
=

k

2 |E|

b =
p

1� "2a =
↵p

1� "2
=

`p
2µ |E|

rmin =
↵

1 + "

rmax =
↵

1� "

T
2

a3
= 4⇡2µ

k
=

4⇡2

G (m1 +m2)
�����!
m1�m2

4⇡2

Gm1

V (r) =
L
2

2µr2
+

K

r

U (r) =
k

r
) r (✓) =

↵

�1 + " cos ✓

↵ =
`
2

µk

" =

s

1 +
2`2E

µk2
(E > 0)

mk

d
2rk
dt2

= Fk + fk (k = 1, 2, ...N)

X

k

mk

d
2rk
dt2

=
X

k

Fk +
X

k

fk = F

P =
X

k
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A matemática da elipse
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Os semi-eixos em termos da energia
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ṙ
2 +

`
2

2µr2
+ U (r) = const.

V (r) =
`
2

2µr2
+ U (r) ) pontos de retorno

t = ±
Z

r(t)

r(0)

dr
0

q
2
µ
[E � V (r0)]

) r = r (t)

✓ (t)� ✓ (0) =

Z
t

0

`

µr2 (t0)
dt

0 ) ✓ = ✓ (t)

u (✓) ⌘ 1

r (✓)
) d

2
u

d✓2
+ u = � µ

`2u2
F

✓
1

u

◆

V (r) =
`
2

2µr2
+�k

r

U (r) = �k

r
) r (✓) =

↵

1 + " cos ✓

↵ =
`
2

µk

" =

s

1 +
2`2E

µk2
=

s

1 +
E

|Vmin|

k = GMm

2

DE a
2

a
2 IFI

b
fr



Resumo da elipse
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3ª lei de Kepler
Da 2a. lei de Kepler: 
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As leis de Kepler do movimento 
dos planetas

1. A órbita de cada planeta é uma elipse com o Sol num 
dos focos.✓

2. O segmento de reta que vai do planeta ao Sol varre 
áreas iguais em períodos de tempo iguais. ✓

3. Os quadrados dos períodos de revolução dos 
planetas são proporcionais aos cubos dos semi-eixos 
maiores das suas elipses. ✓

GM 1.33 10 m g2
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A precessão do perihélio







Pequenos desvios de órbitas circulares







Potencial 1/r repulsivo



Potencial 1/r repulsivo



Potencial 1/r repulsivo
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Se a força externa total se anula, F = 0, o momento linear total é conservado.
Se o torque externo total se anula, N = 0, o momento angular total é

conservado.
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E > 0 ) " > 1 ) hipérbole
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O caso atrativo é o ramo (+) da hipérbole

O caso repulsivo é o ramo (-) da hipérbole



Potencial 1/r repulsivo

O caso atrativo é o ramo (+) da hipérbole

O caso repulsivo é o ramo (-) da hipérbole








