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Se dois operadores, A e B, comutam então, na base               que diagonaliza A:

Mudando para a base que diagonaliza cada bloco de B separadamente e, 
notando que os blocos correspondentes de A não mudam:
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Aula passada
Há duas possibilidades:

A) os auto-valores simultâneos de A e B identificam univocamente cada auto-estado
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Nesse caso, A e B formam um CCOC: Conjunto Completo de Operadores que 
Comutam. Existe uma única base de auto-vetores simultâneos de A e B.



Aula passada
B) os auto-valores simultâneos de A e B não identificam univocamente cada 
auto-estado

7

hw↵|w↵0i = � (↵� ↵
0)

X

i

|w↵i hw↵| = 1

| i !

0

BBB@

c1

c2

c3
...

1

CCCA

h'| !
�
b
⇤
1 b

⇤
2 b

⇤
3 . . .

�

A !

0

BBB@

A11 A12 A13 · · ·
A21 A22 A23 · · ·
A31 A32 A33 · · ·
...

...
...

. . .

1

CCCA

A =

0

B@
a b · · ·
c d · · ·
...

...
. . .

1

CA ! A
† =

0

B@
a
⇤

c
⇤ · · ·

b
⇤

d
⇤ · · ·

...
...

. . .

1

CA

A = A
† ) A =

0

B@
x z · · ·
z
⇤

y · · ·
...

...
. . .

1

CA ; x, y 2 R; z 2 C

H'E (r) = E'E (r)

H |'Ei = E |'Ei

A =

0

BBBBBBBBB@

a1 0 0 0 0 · · · · · ·
0 a1 0 0 0 · · · · · ·
0 0 a1 0 0 · · · · · ·
0 0 0 a2 0 · · · · · ·
0 0 0 0 a2 · · · · · ·
...

...
...

...
...

. . . · · ·
...

...
...

...
...

...
. . .

1

CCCCCCCCCA

B =

0

BBBBBBBBB@

b
1
11 b

1
12 b

1
13 0 0 · · · · · ·

b
1
21 b

1
22 b

1
23 0 0 · · · · · ·

b
1
31 b

1
32 b

1
33 0 0 · · · · · ·

0 0 0 b
2
11 b

2
12 · · · · · ·

0 0 0 b
2
21 b

2
22 · · · · · ·

...
...

...
...

...
. . . · · ·

...
...

...
...

...
...

. . .

1

CCCCCCCCCA

B =

0

BBBBBBBBB@

b1 0 0 0 0 · · · · · ·
0 b2 0 0 0 · · · · · ·
0 0 b3 0 0 · · · · · ·
0 0 0 b3 0 · · · · · ·
0 0 0 0 b4 · · · · · ·
...

...
...

...
...

. . . · · ·
...

...
...

...
...

...
. . .

1

CCCCCCCCCA

8

B =

0

BBBBBBBBB@

b1 0 0 0 0 · · · · · ·
0 b2 0 0 0 · · · · · ·
0 0 b2 0 0 · · · · · ·
0 0 0 b2 0 · · · · · ·
0 0 0 0 b3 · · · · · ·
...

...
...

...
...

. . . · · ·
...

...
...

...
...

...
. . .

1

CCCCCCCCCA

C =

0

BBBBBBBBB@

c1 0 0 0 0 · · · · · ·
0 c1 0 0 0 · · · · · ·
0 0 c2 0 0 · · · · · ·
0 0 0 c3 0 · · · · · ·
0 0 0 0 c3 · · · · · ·
...

...
...

...
...

. . . · · ·
...

...
...

...
...

...
. . .

1

CCCCCCCCCA

Se quisermos encontrar um CCOC, precisamos adicionar mais operadores 
(C, D,…), todos comutando entre si, até que os auto-valores simultâneos de 
todos eles identifiquem univocamente cada auto-vetor.



As representações |r> e |p>
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 (r) = hr| i
 (p) = hp| i

A função de onda e sua transformada de Fourier podem ser vistas 
como coeficientes de expansão nas bases |r> e |p>, ou ainda como 
produtos escalares com os vetores dessas bases:

TIE TIM JI TAE

CHIP KPH JEECB



A relação de fechamento em bases 
discretas
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h | 2 E⇤ ! | i 2 E

h'| i = (|'i , | i)

| i 2 E $ h | 2 E⇤

| 0i = A | i

h'|A | i

| i h'|

P = | i h | ; P
2
 = P 

PEs =
X

i,ui2Es

|uii hui| ; P
2
Es

= PEs

h'|A† | i = [h |A |'i]⇤

A | i $ h |A†

(ABC)† = C
†
B

†
A

†

✓
@

@x

◆†
= � @

@x

✓
~
i

@

@x

◆†
=

~
i

@

@x
) P

†
x = Px

P
†
y = Py; P

†
z = Pz; X

† = X; Y
† = Y ; Z

† = Z

A
† = A

�! �
⇤

| i ! h |
h | ! | i
A ! A

†

inverte a ordem

hui|uji = �ijX

i

|uii hui| = 1

Para bases discretas:

APLICANDO O BRA LIL PELA ESEVERDA E O RET IT

PELA DIRE ITA NO FECHAMENTO

E
can scan

quiet nice 8t i

QUE E O FECHAMENTO EM F



Recuperando a expressão usual do 
produto escalar em F

DOIS ESTADOS H E 147

em
saggy.IE

Sdne

cnxescelts
faggKpEy

Sdp pity

QUE POPE SER PROVADA TAMBÉM
CAPÉNDIRE I 2C Do COHEN



Mudança de base/representação 
entre |r> e |p>
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⇤
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⇤
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⇤
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A11 A12 A13 · · ·
A21 A22 A23 · · ·
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⇤
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di = hti| i
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c2

c3
...

1

CCCA
=
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S21 S22 S23 · · ·
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d1

d2

d3
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1

CCCA
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BBB@

d1

d2

d3
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=

0
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†
11 S

†
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†
21 S

†
22 S
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23 · · ·
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†
31 S

†
32 S

†
33 · · ·

...
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. . .

1

CCCA

0
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c1

c2

c3
...

1

CCCA

Aij = hui|A |uji
A

0
ij = hti|A |tji
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33 · · ·

...
...

...
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Mudança de bases no caso discreto: Ci gSijdj

ANALOGAMENTE SCRIP Lil P gift
at It 417 Sapstrip spit sap Efftp
us to so EEE

TIP SanEIIII.tt



Auto-vetores e auto-valores de X e Px
JA TI NHAMOS VI STO X Enola 23 157 28 E T

n 8 x Xo Sly yo 813 3
MAS f x 8 X Xo f Xo 8 x ee

JA OVE Sfa 86 Xo dx flea f fol Six Xo dx

X 7 E n 817 to 2 Edt

32 a E AUTO Fung DE X COM AUTO VALOR No

lytn.s n.tn 41707 9 17
2127 age 1707



People E gift ftp.xxtp.yxyt
Pez3

Px OpdiFPoxrepo F

0PM I E AUTO FUNGAT DE DX COM AUTO

VALOR Pox

Px Be poxtoo

Py Po Pay Ipo

ftp 7 P.ztpo
COMPACTAMENTE

Rt 17.7 to 1 7

Pipe ftp



(X,Y,Z) formam um conjunto completo de operadores que 
comutam. O mesmo vale para (Px,Py,Pz).

Como |r> e |p>, são, cada um, bases do espaço E, os 
operadores (X,Y,Z) e (Px,Py,Pz) são observáveis.



Como X e Px atuam em y (p)
SABE MOSQUE X 41A 246 Px417 E4417
COMO X E Py ATUAM AIA TRANSFORMADA DE FOURIER

IE PARTE EM NOTAGAT DE DIRAC
XIE anti

X 147 14 TIX KAI

may y wa away mama
C

FIX IT LAIN X'A

Killin Malate IIe n HIM

ILLIXIN KLIN AXE

I NYA NCE EXACT



Px 147 14 a AIR It LAID NG

Lil Pelt Sdp LAIR IF CF147

SdpPPLTIP PIN

SACA ÉÉII Icp

P EYETEETH in

I are

EYE X'a P 46



PyT p

LplPx It CP 14 p

Px PH P I p

PxTIP p ICP

X TIP T p

CPIX H LF I 41 I P

SIS PIX in cat

fan x Lp in a 14

fan É to

fdnftqp.IE I Jte



it fp Sd pie in

it fp pit it Fptp

X Icp itgptG

r



Resumindo:
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A =

0

BBBBBBBBB@

a1 0 0 0 0 · · · · · ·
0 a1 0 0 0 · · · · · ·
0 0 a1 0 0 · · · · · ·
0 0 0 a2 0 · · · · · ·
0 0 0 0 a2 · · · · · ·
...

...
...

...
...

. . . · · ·
...

...
...

...
...

...
. . .

1

CCCCCCCCCA

B =

0

BBBBBBBBB@

b
1
11 b

1
12 b

1
13 0 0 · · · · · ·

b
1
21 b

1
22 b

1
23 0 0 · · · · · ·

b
1
31 b

1
32 b

1
33 0 0 · · · · · ·

0 0 0 b
2
11 b

2
12 · · · · · ·

0 0 0 b
2
21 b

2
22 · · · · · ·

...
...

...
...

...
. . . · · ·

...
...

...
...

...
...

. . .

1

CCCCCCCCCA

B =

0

BBBBBBBBB@

b1 0 0 0 0 · · · · · ·
0 b2 0 0 0 · · · · · ·
0 0 b3 0 0 · · · · · ·
0 0 0 b3 0 · · · · · ·
0 0 0 0 b4 · · · · · ·
...

...
...

...
...

. . . · · ·
...

...
...

...
...

...
. . .

1

CCCCCCCCCA

B =

0

BBBBBBBBB@

b1 0 0 0 0 · · · · · ·
0 b2 0 0 0 · · · · · ·
0 0 b2 0 0 · · · · · ·
0 0 0 b2 0 · · · · · ·
0 0 0 0 b3 · · · · · ·
...

...
...

...
...

. . . · · ·
...

...
...

...
...

...
. . .

1

CCCCCCCCCA

C =

0

BBBBBBBBB@

c1 0 0 0 0 · · · · · ·
0 c1 0 0 0 · · · · · ·
0 0 c2 0 0 · · · · · ·
0 0 0 c3 0 · · · · · ·
0 0 0 0 c3 · · · · · ·
...

...
...

...
...

. . . · · ·
...

...
...

...
...

...
. . .

1

CCCCCCCCCA

 (r) = hr| i
 (p) = hp| i

Atuandoem (r)

X ! x

Px ! ~
i

@

@x
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Atuandoem (p)

X ! i~ @

@px

Px ! px

r
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