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Aulas passadas
Oscilador harmônico uni-dimensional quântico:
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Operadores de criação e destruição:

Hamiltoniana em termos dos operadores de criação e destruição: 18
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Aula passada

18

H = ~!
✓
a
†
a+

1

2

◆

H = ~!
✓
N +

1

2

◆

N = a
†
a

[N, a] = �a⇥
N, a

†⇤ = a
†

N |'ni = n |'ni , n = 0, 1, 2, 3, . . .

H |'ni = ~!
✓
n+

1

2

◆
|'ni , n = 0, 1, 2, 3, . . .

a |'ni = Cn |'n�1i
a
† |'ni = Dn |'n+1i
a |'0i = 0

|'ni = Kn

�
a
†�n |'0i

�x�px =
~
2
)  (x) =

1
h
2⇡ (�x)2

i1/4 e
ihpix/~ exp

"
�
✓
x� hxi
2�x

◆2
#

'0 (x) = Ae
�m!

2~ x2

|'ni =
�
a
†�n

p
n!

|'0i

a |'ni =
p
n |'n�1i

a
† |'ni =

p
n+ 1 |'n+1i

X |'ni =
�p
2

�p
n |'n�1i+

p
n+ 1 |'n+1i

�

P |'ni =
i~p
2�

�p
n+ 1 |'n+1i �

p
n |'n�1i

�

h'n|X |'ni = 0

h'n|P |'ni = 0

h'n|X2 |'ni = �
2

✓
n+

1

2

◆

h'n|P 2 |'ni =
~2
�2

✓
n+

1

2

◆

�Xn = �

r
n+

1

2

�Pn =
~
�

r
n+

1

2

�Xn�Pn = ~
✓
n+

1

2

◆

Auto-vetores:

Espectro de N e de H: discreto e não degenerado
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Atuação de a e a+ nos auto-vetores:

18

H = ~!
✓
a
†
a+

1

2

◆

H = ~!
✓
N +

1

2

◆

N = a
†
a

[N, a] = �a⇥
N, a

†⇤ = a
†

N |'ni = n |'ni , n = 0, 1, 2, 3, . . .

H |'ni = ~!
✓
n+

1

2

◆
|'ni , n = 0, 1, 2, 3, . . .

a |'ni = Cn |'n�1i
a
† |'ni = Dn |'n+1i
a |'0i = 0

|'ni = Kn

�
a
†�n |'0i

�x�px =
~
2
)  (x) =

1
h
2⇡ (�x)2

i1/4 e
ihpix/~ exp

"
�
✓
x� hxi
2�x

◆2
#

'0 (x) = Ae
�m!

2~ x2

Operador número:
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Atuação de X e P nos auto-vetores:
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Aula passada
Valores esperados nos auto-estados de H:
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Incertezas nos auto-estados de H:
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Teorema do virial:
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Aula passada
O estado fundamental é um estado de incerteza mínima (gaussiana):
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Funções de onda dos outros auto-estados:

21

h'n|V (X) |'ni = h'n|
P

2

2m
|'ni

'0 (x) =
1

(⇡�2)
1/4

e
� 1

2 (x/�)
2

'n (x) =
1

p
2nn!

1

(⇡�2)
1/4

Hn (x/�) e
� 1

2 (x/�)
2

Hn (�x) = (�1)
n
Hn (x)


d
2

dx2
� 2x

d

dx
+ 2n

�
Hn (x) = 0

e
��

2+2�x
=

1X

n=0

�
n

n!
Hn (x)

H
0
n
(x) = 2nHn�1 (x)

Hn (x) = 2xHn�1 (x)� 2 (n� 1)Hn�2 (x)

Hn (x) =

✓
2x�

d

dx

◆
Hn�1 (x)

Z +1

�1
Hm (x)Hn (x) e

�x
2

dx =
p
⇡2

n
n!�m,n

Lx = Y Pz � ZPy

Ly = ZPx �XPz

Lz = XPy � Y Px

[Lx, Ly] = i~Lz

[Ly, Lz] = i~Lx

[Lz, Lx] = i~Ly

[Jx, Jy] = i~Jz
[Jy, Jz] = i~Jx
[Jz, Jx] = i~Jy

J
2
= J

2
x
+ J

2
y
+ J

2
z⇥

J
2
, Ji

⇤
= 0

J± = Jx ± iJy

(J±)
†
= J⌥

J�J+ = J
2
x
+ J

2
y
� ~Jz

J+J� = J
2
x
+ J

2
y
+ ~Jz

J
2
=

1

2
(J+J� + J�J+) + J

2
z

n=10



Aula passada

Densidades de probabilidades:
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Significativa apenas na região classicamente permitida:
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Aula passada

n=30

Densidade de probabilidade clássica:
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Evolução temporal de valores 
esperados
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AS FREQUENCIAS DE BOHR Do OHID SIO MULTIPLOS

HARMSNICOS DA FREQUENCIA FUNDAMENTAL Wy
Cx CH E CP E

UMA VIA DE CALCOLO É O TEOREMA DE EHRENFEST

dg CE E diff v'lx marx

ESSE SISTEMA POPE SER FACILMENTE RESOLVIDO

dÉ Idf wax midge whee

SEO A Ed CLASSICA Do OHID

x It x 6 cowttCPm riot

P t LP Co court mw x o since

O FATO DE CX Ct E LD CA DAR O COMPORTAMENTO

CLASSICO É UMA PARTICULAR DADE DE VIX XX M011,2



Momento angular 
na mecânica quântica



Por que estudar momento angular?
Issa E IMPORTANTE POR VARIAS RAZIES
A'TOMOS OS ELÉTRONS MOVEM SE SOB A AGIO DE

UM POTENCIAL CENTRAL VIN F 1ft
CLASSICAMENTE E TAMBE'M QUANTICAMENTE O

MOMENTO ANGULAR TOTAL DOS ELECTRONS É CONSER

VADO
O SPIN DAS PARTICULAS E UM MOMENTO ANGULAR

INTRINSECO SOAS PROPRIEDADES SAT AS MESMAS DO

MOMENTO ANGULAR ORBITAL

A OPERAGAT DE ROTAGAT DE UM SISTEMA É IMPLEMEN

TADA EM MEC OVANT ATRAVÉS DO OPERADOR

MOMENTO ANGULAR



O momento angular clássico e sua 
quantização

AS COMPONENTES DO M MENTO ANGULAR CRASS I CO

lx Ypg Jpy ly JP up lz kPy yp Estep

REGRAS DE OUANTIZAETO se X per Px

Lx YPz ZPy Ly ZPx XPz Lz XP YPx

X Py it Y Ry ZPz E Os OUTROS SEO NULOS



Relações de comutação do momento 
angular

VAMOS CALCULAR OS COMUTADORES ENTRE 2x ly plz

Lily YPz ZPyZPX XPZJYEZPITZPFXPI fzryfx
fypz.JP

Y PzZPx ftp.JPz Y z Pzfpx3 fEEJPx3 itYPx

itXPy

Chly it typgy
hasty ith gig

ANALOGAMENTE LyLz ihLx Lz Lx itLy



HA UMA MANEIRA COMPACTA DE ESCREVER ESSES

COMUTADORES Lx Ly Lz Li L2

Li Lj it 8 Lk Soma IMPLICITA EM k

8h TENSOR TOTALMENTE ANTI SIMÉTRICO DE LEVICIVITA

1 SE ijk 123 Ou 231 OU 312

either y se i j k 213 OU 132 OU 321

O SE HOOVER REPETIFFO
DE INDICES I224

SE HOU VER UMA SOMA DE VARIOS MOMENTOS

ANGUL ARES COMO POR EXEMPLO NUM A'TOMO DE

Muitos ELE'TRONS EI I I
Ii tj it either



SENDO ASSIM DEFINIMI OPERADORES Jx Ty Ty
MOMENTO S ANGULARES QUAI SI VER Com as

COMUTADORES

Jx Ty it Jz TyJz ikJx Jz Jx itTy



O módulo quadrado de J
CONSIDEREMOS O OPERADOR

J JItJytJ
ELE COMUTA COM Jx Jg Jg Prout

5,5 3 57 55 53,5 Eax CEI
Jykygytf.myJy itEJyJztJr5y3J o

H

Jzfygytf.EEJz
ikCJzJytJyJz 5,5 3 0

J Jy J Jz



PODEMOS ENCONTRAR AUTO VETORES COMUNS DE

CAPA PAR 5 Jx 52,5 535g

CONVENCIONALMENTE ESCOLHE SE I Jz

NOSSA TAREFA É ENCONTRA AUTO VETORES

E AUTO VALORES COMUNS DE

5,5g



Os operadores J+ e J-
DEFINIMOS Jt Jx ti Jy

J Jt
t
Jy iJy

NOTEM OVE NAT SATO HERMITIAN S

ALGO MAS RELAGEES QUE SERIO USADAS

5 5 JxtiJy Ja iJy JITJJ iCJXJ.IEydJf

JEtJyttJzJ
JJYIJYICJxtiJYKJITJytiIJYIJJ.SI
JI JI JI tJz



J J t J J 2 JI JI
JI JI JI Jj 12 Jt J J JH Jj J



Mais relações de comutação
AS SEGUINTES REGRAS DE COMUTAGAT SERIO ITE'S

Jz JI KJ

Jz J J KJ

Jt I 2tJz

5,5 3 0



O espectro de J2 e Jz
Os auto-valores de J2 são não negativos

SEJA UM AUTO VALOR AUTO VITOR TIX TX I

APLICANDO 24,1 A ULTIMA EQUAGIO

424,14 7 24 1514 CHIEH 4 1514
CHITIN it

24,15814 4 1545 147 11514311220

7 115 14 71 HJyHx It 115214 IT O

Eggs
o lied


