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Aula passada
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Qualquer função em F pode ser expandida na base:
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Produto escalar na base:
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Propriedade de fechamento:
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Aula passada

Ortonormalidade: 

4

[X,Px] = [Y, Py] = [Z,Pz] = i~

[X,Y ] = [X,Z] = [Y, Z] = 0

[Px, Py] = [Px, Pz] = [Py, Pz] = 0

[X,Py] = [X,Pz] = . . . = 0

{ui (r) 2 F} i = 1, 2, 3 . . .

(ui, uj) =

Z
d3ru⇤

i (r)uj (r) = �i,j

 (r) =
X

i

ciui (r)

' (r) =
X

i

biui (r)

ci = (ui, )

bi = (ui,')

X

i

u⇤
i (r

0)ui (r) = � (r� r0)

(', ) =
X

i

b⇤i ci

( , ) =
X

i

|ci|2

{w↵ (r) /2 F} ↵ 2 R, ↵ 2 [a, b]

(w↵, w↵0) =

Z
d3rw⇤

↵ (r)w↵0 (r) = � (↵� ↵0)

 (r) =

Z
c (↵)w↵ (r) d↵

' (r) =

Z
b (↵)w↵ (r) d↵

c (↵) = (w↵, )

b (↵) = (w↵,')

Z
d↵w⇤

↵ (r0)w↵ (r) = � (r� r0)

(', ) =

Z
b⇤ (↵) c (↵) d↵

( , ) =

Z
|c (↵)|2 d↵

Bases contínuas em F:

4

[X,Px] = [Y, Py] = [Z,Pz] = i~

[X,Y ] = [X,Z] = [Y, Z] = 0

[Px, Py] = [Px, Pz] = [Py, Pz] = 0

[X,Py] = [X,Pz] = . . . = 0

{ui (r) 2 F} i = 1, 2, 3 . . .

(ui, uj) =

Z
d3ru⇤

i (r)uj (r) = �i,j

 (r) =
X

i

ciui (r)

' (r) =
X

i

biui (r)

ci = (ui, )

bi = (ui,')

X

i

u⇤
i (r

0)ui (r) = � (r� r0)

(', ) =
X

i

b⇤i ci

( , ) =
X

i

|ci|2

{w↵ (r) /2 F} ↵ 2 R, ↵ 2 [a, b]

(w↵, w↵0) =

Z
d3rw⇤

↵ (r)w↵0 (r) = � (↵� ↵0)

 (r) =

Z
c (↵)w↵ (r) d↵

' (r) =

Z
b (↵)w↵ (r) d↵

c (↵) = (w↵, )

b (↵) = (w↵,')

Z
d↵w⇤

↵ (r0)w↵ (r) = � (r� r0)

(', ) =

Z
b⇤ (↵) c (↵) d↵

( , ) =

Z
|c (↵)|2 d↵

Qualquer função em F pode ser expandida na base:

4

[X,Px] = [Y, Py] = [Z,Pz] = i~

[X,Y ] = [X,Z] = [Y, Z] = 0

[Px, Py] = [Px, Pz] = [Py, Pz] = 0

[X,Py] = [X,Pz] = . . . = 0

{ui (r) 2 F} i = 1, 2, 3 . . .

(ui, uj) =

Z
d3ru⇤

i (r)uj (r) = �i,j

 (r) =
X

i

ciui (r)

' (r) =
X

i

biui (r)

ci = (ui, )

bi = (ui,')

X

i

u⇤
i (r

0)ui (r) = � (r� r0)

(', ) =
X

i

b⇤i ci

( , ) =
X

i

|ci|2

{w↵ (r) /2 F} ↵ 2 R, ↵ 2 [a, b]

(w↵, w↵0) =

Z
d3rw⇤

↵ (r)w↵0 (r) = � (↵� ↵0)

 (r) =

Z
c (↵)w↵ (r) d↵

' (r) =

Z
b (↵)w↵ (r) d↵

c (↵) = (w↵, )

b (↵) = (w↵,')

Z
d↵w⇤

↵ (r0)w↵ (r) = � (r� r0)

(', ) =

Z
b⇤ (↵) c (↵) d↵

( , ) =

Z
|c (↵)|2 d↵

4

[X,Px] = [Y, Py] = [Z,Pz] = i~

[X,Y ] = [X,Z] = [Y, Z] = 0

[Px, Py] = [Px, Pz] = [Py, Pz] = 0

[X,Py] = [X,Pz] = . . . = 0

{ui (r) 2 F} i = 1, 2, 3 . . .

(ui, uj) =

Z
d3ru⇤

i (r)uj (r) = �i,j

 (r) =
X

i

ciui (r)

' (r) =
X

i

biui (r)

ci = (ui, )

bi = (ui,')

X

i

u⇤
i (r

0)ui (r) = � (r� r0)

(', ) =
X

i

b⇤i ci

( , ) =
X

i

|ci|2

{w↵ (r) /2 F} ↵ 2 R, ↵ 2 [a, b]

(w↵, w↵0) =

Z
d3rw⇤

↵ (r)w↵0 (r) = � (↵� ↵0)

 (r) =

Z
c (↵)w↵ (r) d↵

' (r) =

Z
b (↵)w↵ (r) d↵

c (↵) = (w↵, )

b (↵) = (w↵,')

Z
d↵w⇤

↵ (r0)w↵ (r) = � (r� r0)

(', ) =

Z
b⇤ (↵) c (↵) d↵

( , ) =

Z
|c (↵)|2 d↵

Produto escalar na base:

4

[X,Px] = [Y, Py] = [Z,Pz] = i~

[X,Y ] = [X,Z] = [Y, Z] = 0

[Px, Py] = [Px, Pz] = [Py, Pz] = 0

[X,Py] = [X,Pz] = . . . = 0

{ui (r) 2 F} i = 1, 2, 3 . . .

(ui, uj) =

Z
d3ru⇤

i (r)uj (r) = �i,j

 (r) =
X

i

ciui (r)

' (r) =
X

i

biui (r)

ci = (ui, )

bi = (ui,')

X

i

u⇤
i (r

0)ui (r) = � (r� r0)

(', ) =
X

i

b⇤i ci

( , ) =
X

i

|ci|2

{w↵ (r) /2 F} ↵ 2 R, ↵ 2 [a, b]

(w↵, w↵0) =

Z
d3rw⇤

↵ (r)w↵0 (r) = � (↵� ↵0)

 (r) =

Z
c (↵)w↵ (r) d↵

' (r) =

Z
b (↵)w↵ (r) d↵

c (↵) = (w↵, )

b (↵) = (w↵,')

Z
d↵w⇤

↵ (r0)w↵ (r) = � (r� r0)

(', ) =

Z
b⇤ (↵) c (↵) d↵

( , ) =

Z
|c (↵)|2 d↵

Propriedade de fechamento:

4

[X,Px] = [Y, Py] = [Z,Pz] = i~

[X,Y ] = [X,Z] = [Y, Z] = 0

[Px, Py] = [Px, Pz] = [Py, Pz] = 0

[X,Py] = [X,Pz] = . . . = 0

{ui (r) 2 F} i = 1, 2, 3 . . .

(ui, uj) =

Z
d3ru⇤

i (r)uj (r) = �i,j

 (r) =
X

i

ciui (r)

' (r) =
X

i

biui (r)

ci = (ui, )

bi = (ui,')

X

i

u⇤
i (r

0)ui (r) = � (r� r0)

(', ) =
X

i

b⇤i ci

( , ) =
X

i

|ci|2

{w↵ (r) /2 F} ↵ 2 R, ↵ 2 [a, b]

(w↵, w↵0) =

Z
d3rw⇤

↵ (r)w↵0 (r) = � (↵� ↵0)

 (r) =

Z
c (↵)w↵ (r) d↵

' (r) =

Z
b (↵)w↵ (r) d↵

c (↵) = (w↵, )

b (↵) = (w↵,')

Z
d↵w⇤

↵ (r0)w↵ (r) = � (r� r0)

(', ) =

Z
b⇤ (↵) c (↵) d↵

( , ) =

Z
|c (↵)|2 d↵



Aula passada
Exemplos importantes de bases contínuas:
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Ondas planas:

Funções delta de Dirac:

Bases mistas: parte discreta e parte contínua
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i aiêi ai = êi ·A
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5

vp (r) =
eik·r

(2⇡~)3/2

⇠r0 = � (r� r0)

{ui (r) 2 F , w↵ (r) /2 F} i = 1, 2, 3 . . . , ↵ 2 R, ↵ 2 [a, b]

 (r) =
X

i

ciui (r) +

Z
c (↵)w↵ (r) d↵

X

i

u⇤
i (r

0)ui (r) +

Z
d↵w⇤

↵ (r0)w↵ (r) = � (r� r0)

(ui, uj) = �ij
(w↵, w↵0) = � (↵� ↵0)

(ui, w↵) = 0

'(E)
I (x) = A1e

ik1x

'(E)
II (x) = A2e

ik2x +A0
2e

�ik2x

'(E)
III (x) = A3e

ik1x

'(D)
I (x) = B1e

�ik1x

'(D)
II (x) = B2e

ik2x +B0
2e

�ik2x

'(D)
III (x) = B3e

�ik1x

'(L)
I (x) = C1e

⇢x

'(L)
II (x) = C2e

ik2x + C 0
2e

�ik2x

'(L)
III (x) = C3e

�⇢x

Base Expansão Componentes

ui (r)  (r) =
P

i ciui (r) ci = (ui, )

vp (r)  (r) =
R
d3p (p) vp (r)  (p) = (vp, )

⇠r0 (r)  (r) =
R
d3r0 (r0) ⇠r0 (r)  (r0) = (⇠r0 , )

w↵ (r)  (r) =
R
d↵c (↵)w↵ (r) c (↵) = (w↵, )
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5

vp (r) =
eik·r

(2⇡~)3/2

⇠r0 = � (r� r0)

{ui (r) 2 F , w↵ (r) /2 F} i = 1, 2, 3 . . . , ↵ 2 R, ↵ 2 [a, b]

 (r) =
X

i

ciui (r) +

Z
c (↵)w↵ (r) d↵

X

i

u⇤
i (r

0)ui (r) +

Z
d↵w⇤

↵ (r0)w↵ (r) = � (r� r0)

(ui, uj) = �ij
(w↵, w↵0) = � (↵� ↵0)

(ui, w↵) = 0

'(E)
I (x) = A1e

ik1x

'(E)
II (x) = A2e

ik2x +A0
2e

�ik2x

'(E)
III (x) = A3e

ik1x

'(D)
I (x) = B1e

�ik1x

'(D)
II (x) = B2e

ik2x +B0
2e

�ik2x

'(D)
III (x) = B3e

�ik1x

'(L)
I (x) = C1e

⇢x

'(L)
II (x) = C2e

ik2x + C 0
2e

�ik2x

'(L)
III (x) = C3e

�⇢x

Base Expansão Componentes

ui (r)  (r) =
P

i ciui (r) ci = (ui, )

vp (r)  (r) =
R
d3p (p) vp (r)  (p) = (vp, )

⇠r0 (r)  (r) =
R
d3r0 (r0) ⇠r0 (r)  (r0) = (⇠r0 , )

w↵ (r)  (r) =
R
d↵c (↵)w↵ (r) c (↵) = (w↵, )
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O espaço de estados E e a notação de Dirac (kets)

Está claro que o mesmo estado pode ser 
representado de diversas maneiras, todas 
equivalentes, como acontece com vetores em ℝ3. 
Propomos o conceito abstrato de estado e espaço 
de estados E, independente de sua representação.
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êi A =
P

i aiêi ai = êi ·A

 (r) 2 F ! | i 2 E

5

vp (r) =
eik·r

(2⇡~)3/2

⇠r0 = � (r� r0)

{ui (r) 2 F , w↵ (r) /2 F} i = 1, 2, 3 . . . , ↵ 2 R, ↵ 2 [a, b]

 (r) =
X

i

ciui (r) +

Z
c (↵)w↵ (r) d↵

X

i

u⇤
i (r

0)ui (r) +

Z
d↵w⇤

↵ (r0)w↵ (r) = � (r� r0)

(ui, uj) = �ij
(w↵, w↵0) = � (↵� ↵0)

(ui, w↵) = 0

'(E)
I (x) = A1e

ik1x

'(E)
II (x) = A2e

ik2x +A0
2e

�ik2x

'(E)
III (x) = A3e

ik1x

'(D)
I (x) = B1e

�ik1x

'(D)
II (x) = B2e

ik2x +B0
2e

�ik2x

'(D)
III (x) = B3e

�ik1x

'(L)
I (x) = C1e

⇢x

'(L)
II (x) = C2e

ik2x + C 0
2e

�ik2x

'(L)
III (x) = C3e

�⇢x

Base Expansão Componentes

ui (r)  (r) =
P

i ciui (r) ci = (ui, )

vp (r)  (r) =
R
d3p (p) vp (r)  (p) = (vp, )

⇠r0 (r)  (r) =
R
d3r0 (r0) ⇠r0 (r)  (r0) = (⇠r0 , )

w↵ (r)  (r) =
R
d↵c (↵)w↵ (r) c (↵) = (w↵, )
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|y> é um “ket” 
(notação de Dirac)



O produto escalar
Mesma definição, em qualquer base:
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i aiêi ai = êi ·A
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O espaço dual E* e os bras
E*: espaço (vetorial) de funcionais lineares em E; levam kets a um número 
complexo, de maneira linear.

It X it E G

LINEAR X 7114,7 721427 7,411477 72211427

x H X X 14 2721147 É FUNCIONA
LINEAR

NOTAGATOR VAMOS DENOTAR X 147 COM

XCH 7 2 14

xp ay EM ftp.Eret



Cada ket define um bra
A CADA KET EI POSSO AS SOCIAR UM BRACE

147 cell 167,140 E e

le tilt 721427 X 197,1 17 72 193,1427

MENTA 197,147 El DE FATO
UM FUNCIONAL

LINEAR
NOTE QUE ESSA ASSOCLAGAT É ANTI LINEAR NOS

197 SE Nile 421927 a x 197 421922,147

4 147,1477 2411427,147

Lill tall Halil this eel



A PARTIR DESSA ASSOCIAGAT PASSAMOS A DENOTA
O PRODUTO ESCALAR DE le Por 147

193,1 7 2914

PODEMOS TRADOZIR AS PROPRIEDADES DO PRODUTO

ESCALAR PARA ESSA NOVA NOTAGIO

it elf sexiest
in elfin that d celt talent

iii said 22421 7 4 29 it that Leah
line 4147 EIR 70
M 4147 0 SE E SOMENTE SE 147 0

Ni SE 24147 0 RELES SAO RITOS ORTOGONAIS
ENTRE SI



Nem todo bra define um ket!
DE FA TO

3,114 for SELF t forSCI TENA Ya EC

MAS EG NAO PERTENCE A F a 13g I

ANALOGAMENTE PARA AS ONDAS PLANAS Dpt

Np It SELFIE ties GEIIIING Icp

MAS NILE NAT PERTENCE A Fan top F
APESAR DESSE PROBLEM VAMOS ESTEN DER E

PARA INCLUIR ESTADOS DO TIPO 135559ps Twa

QUE RASSAM A SER CHAMADOS DE RETS GENERALIZADO
MAS E LES NAO PODEM REPRESENTARESTADOS FISICOS



COM ESSA EXTENSIO PODEMOS FAZER UMA

ASSO CAGED UM PRA UM ENTRE RETS E BRAS

It gets



Operadores lineares
PA DEFINIGEO DA ATUAGAT DO OPERADOR LINEAR

A EM FUNGIES DE F AXE T'T
DECORRE SUA ATUAGAO EM RETS ABSTRATOS

H AN

LINEARIDADE A TILT d IT X Alt Azana

PRODUTO A VEZES B ABIN A BIND
COMUTADOR A B AB BA

DEFINIMOS O ELEMENTODAMATRIX DA I ENTRE

147 E 147 Come

41 147 241 CAN



Um ket seguido de um bra é um 
operador linear

DADOS 2 ESTADOS 167 E IN CONSIDERE

A 197 41

ESTE É UM OPERADOR LINEAR DE FATO DADO

UM ESTADO QUALQUER IX

Aix 1974
ate EZ

Affix thatta 19 tiger taiga
Xix e 122219s

7,41417 Halala



Projetores
DADO 147 NORMALIZADO 4147 1 DEFINIMOS

O PROJETOR EM H O SEGUINTE OPERADOR

LINEAR Py 147241

COMO Py ATUA NUM KET QUALOUER 197

Pyle H Life
Clt

O RESULTADO E UM ESTADO PROPORCIONAL

CO LINEAR A H E O COEFICIENTE É

O PRODUTO ESCALAR 4147
SE 44197 0 In Pyle OISE 197 147,8 147 147



COMPARE COM VETORES EM IR

DADOB O PROJETOR EM B PB E TAL QUE

Pp A A B B

UMA PROPRIEDADE IMPORTANT DE PROJETORES

PÉ Px
DE FATO DADO Py 147 41 4147 1

Pierre it

Egg
it ti 4

PROVE QUE SE B 55 1 Pj Pp



DA DOS Ili is 1,2 N ORTONORMALIZADOS

chill Sig
ELES GERAM UM SUB ES PAGO DE E

14s Cilla

PODEMOS DEF NIR O PROJETOR NISSE SUB ESPAC

Pn E Ili ceil

DE FATO Pm e
Ili ceil Is 19724g

II E Ili
guy

91 É ÉSij 19 241
Hi ceil Pn



DE FA To a

Blt É 19 get
I Cilla



Atuação de operadores em bras
ASSIM COMO DEFINIMOS A ATUAGAT DE UM OPERADO

I EM KETS H AN

PODEMOS TAMBÉM DEFINIR SUA ATUAGAT EM BRAS

LYLA 1550 É UM BRA X1

00 SETA ESSA ATUAGAT LEVA BRAS EM BRAS

Como ATRAVE'S DE SUA ATUA GEO EM KITS

Ktla 14 atlases
DISSO DECORRE QUE PODEMOS ESQUECER OS

COLCHETES

Effie 4 ale 241am


