
F 689 – Mecânica Quântica I

2o Semestre de 2022
14/09/2022

Aula 8

 



Aula passada
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Conjugado Hermitiano de um produto de operadores:

6

h | 2 E⇤ ! | i 2 E

h'| i = (|'i , | i)

| i 2 E $ h | 2 E⇤

| 0i = A | i

h'|A | i

| i h'|

P = | i h | ; P 2
 = P 

PEs =
X

i,ui2Es

|uii hui| ; P 2
Es

= PEs

h'|A† | i = [h |A |'i]⇤

A | i $ h |A†

(ABC)† = C†B†A†

✓
@

@x

◆†
= � @

@x

✓
~
i

@

@x

◆†
=

~
i

@

@x
) P †

x = Px

P †
y = Py; P †

z = Pz; X† = X; Y † = Y ; Z† = Z

A† = A

�! �⇤

| i ! h |
h | ! | i
A ! A†

inverte a ordem

hui|uji = �ijX

i

|uii huj | = 1

6

h | 2 E⇤ ! | i 2 E

h'| i = (|'i , | i)

| i 2 E $ h | 2 E⇤

| 0i = A | i

h'|A | i

| i h'|

P = | i h | ; P 2
 = P 

PEs =
X

i,ui2Es

|uii hui| ; P 2
Es

= PEs

h'|A† | i = [h |A |'i]⇤

A | i $ h |A†

(ABC)† = C†B†A†

✓
@

@x

◆†
= � @

@x

✓
~
i

@

@x

◆†
=

~
i

@

@x
) P †

x = Px

P †
y = Py; P †

z = Pz; X† = X; Y † = Y ; Z† = Z

A† = A

�! �⇤

| i ! h |
h | ! | i
A ! A†

inverte a ordem

hui|uji = �ijX

i

|uii huj | = 1

6

h | 2 E⇤ ! | i 2 E

h'| i = (|'i , | i)

| i 2 E $ h | 2 E⇤

| 0i = A | i

h'|A | i

| i h'|

P = | i h | ; P 2
 = P 

PEs =
X

i,ui2Es

|uii hui| ; P 2
Es

= PEs

h'|A† | i = [h |A |'i]⇤

A | i $ h |A†

(ABC)† = C†B†A†

✓
@

@x

◆†
= � @

@x

✓
~
i

@

@x

◆†
=

~
i

@

@x
) P †

x = Px

P †
y = Py; P †

z = Pz; X† = X; Y † = Y ; Z† = Z

A† = A

�! �⇤

| i ! h |
h | ! | i
A ! A†

inverte a ordem

hui|uji = �ijX

i

|uii huj | = 1
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Operador Hermitiano:
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Conjugado Hermitiano de expressões complexas:
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Aula passada

Notação matricial:

7

hw↵|w↵0i = � (↵� ↵0)
X

i

|w↵i hw↵| = 1

| i !

0

BBB@

c1
c2
c3
...

1

CCCA

h'| !
�
b⇤1 b⇤2 b⇤3 . . .

�

A !

0

BBB@

A11 A12 A13 · · ·
A21 A22 A23 · · ·
A31 A32 A33 · · ·
...

...
...

. . .

1

CCCA

A =

0

B@
a b · · ·
c d · · ·
...

...
. . .

1

CA ! A† =

0

B@
a⇤ c⇤ · · ·
b⇤ d⇤ · · ·
...

...
. . .

1

CA

A = A† ) A =

0

B@
x z · · ·
z⇤ y · · ·
...

...
. . .

1

CA ; x, y 2 R; z 2 C

A =

0

BBBBBBBBB@

a1 0 0 0 0 · · · · · ·
0 a1 0 0 0 · · · · · ·
0 0 a1 0 0 · · · · · ·
0 0 0 a2 0 · · · · · ·
0 0 0 0 a2 · · · · · ·
...

...
...

...
...

. . . · · ·
...

...
...

...
...

...
. . .

1

CCCCCCCCCA

B =

0

BBBBBBBBB@

b111 b112 b113 0 0 · · · · · ·
b121 b122 b123 0 0 · · · · · ·
b131 b132 b133 0 0 · · · · · ·
0 0 0 b211 b212 · · · · · ·
0 0 0 b221 b222 · · · · · ·
...

...
...

...
...

. . . · · ·
...

...
...

...
...

...
. . .

1

CCCCCCCCCA

B =

0

BBBBBBBBB@

b1 0 0 0 0 · · · · · ·
0 b2 0 0 0 · · · · · ·
0 0 b3 0 0 · · · · · ·
0 0 0 b3 0 · · · · · ·
0 0 0 0 b4 · · · · · ·
...

...
...

...
...

. . . · · ·
...

...
...

...
...

...
. . .

1

CCCCCCCCCA

7

hw↵|w↵0i = � (↵� ↵0)
X

i

|w↵i hw↵| = 1

| i !

0

BBB@

c1
c2
c3
...

1

CCCA

h'| !
�
b⇤1 b⇤2 b⇤3 . . .

�

A !

0

BBB@

A11 A12 A13 · · ·
A21 A22 A23 · · ·
A31 A32 A33 · · ·
...

...
...

. . .

1

CCCA

A =

0

B@
a b · · ·
c d · · ·
...

...
. . .

1

CA ! A† =

0

B@
a⇤ c⇤ · · ·
b⇤ d⇤ · · ·
...

...
. . .

1

CA

A = A† ) A =

0

B@
x z · · ·
z⇤ y · · ·
...

...
. . .

1

CA ; x, y 2 R; z 2 C

A =

0

BBBBBBBBB@

a1 0 0 0 0 · · · · · ·
0 a1 0 0 0 · · · · · ·
0 0 a1 0 0 · · · · · ·
0 0 0 a2 0 · · · · · ·
0 0 0 0 a2 · · · · · ·
...

...
...

...
...

. . . · · ·
...

...
...

...
...

...
. . .

1

CCCCCCCCCA

B =

0

BBBBBBBBB@

b111 b112 b113 0 0 · · · · · ·
b121 b122 b123 0 0 · · · · · ·
b131 b132 b133 0 0 · · · · · ·
0 0 0 b211 b212 · · · · · ·
0 0 0 b221 b222 · · · · · ·
...

...
...

...
...

. . . · · ·
...

...
...

...
...

...
. . .

1

CCCCCCCCCA

B =

0

BBBBBBBBB@

b1 0 0 0 0 · · · · · ·
0 b2 0 0 0 · · · · · ·
0 0 b3 0 0 · · · · · ·
0 0 0 b3 0 · · · · · ·
0 0 0 0 b4 · · · · · ·
...

...
...

...
...

. . . · · ·
...

...
...

...
...

...
. . .

1

CCCCCCCCCA

7

hw↵|w↵0i = � (↵� ↵0)
X

i

|w↵i hw↵| = 1

| i !

0

BBB@

c1
c2
c3
...

1

CCCA

h'| !
�
b⇤1 b⇤2 b⇤3 . . .

�

A !

0

BBB@

A11 A12 A13 · · ·
A21 A22 A23 · · ·
A31 A32 A33 · · ·
...

...
...

. . .

1

CCCA

A =

0

B@
a b · · ·
c d · · ·
...

...
. . .

1

CA ! A† =

0

B@
a⇤ c⇤ · · ·
b⇤ d⇤ · · ·
...

...
. . .

1

CA

A = A† ) A =

0

B@
x z · · ·
z⇤ y · · ·
...

...
. . .

1

CA ; x, y 2 R; z 2 C

A =

0

BBBBBBBBB@

a1 0 0 0 0 · · · · · ·
0 a1 0 0 0 · · · · · ·
0 0 a1 0 0 · · · · · ·
0 0 0 a2 0 · · · · · ·
0 0 0 0 a2 · · · · · ·
...

...
...

...
...

. . . · · ·
...

...
...

...
...

...
. . .

1

CCCCCCCCCA

B =

0

BBBBBBBBB@

b111 b112 b113 0 0 · · · · · ·
b121 b122 b123 0 0 · · · · · ·
b131 b132 b133 0 0 · · · · · ·
0 0 0 b211 b212 · · · · · ·
0 0 0 b221 b222 · · · · · ·
...

...
...

...
...

. . . · · ·
...

...
...

...
...

...
. . .

1

CCCCCCCCCA

B =

0

BBBBBBBBB@

b1 0 0 0 0 · · · · · ·
0 b2 0 0 0 · · · · · ·
0 0 b3 0 0 · · · · · ·
0 0 0 b3 0 · · · · · ·
0 0 0 0 b4 · · · · · ·
...

...
...

...
...

. . . · · ·
...

...
...

...
...

...
. . .

1

CCCCCCCCCA

Todas as operações (produto escalar, elemento de matriz, atuação de 
operadores em kets e bras, etc.) se tornam multiplicações matriciais.

Bases na notação de Dirac:

Ortogonalidade:

Fechamento:

Caso discreto: Caso contínuo:

Ortogonalidade:

Fechamento:
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Aula passada
A conjugada Hermitiana de uma matriz é sua transposta complexa conjugada:
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Uma matriz Hermitiana tem sempre elementos diagonais reais e os fora da 
diagonal são complexos conjugados de seu espelhamento pela diagonal:
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Mudança de bases/representações
Sejam duas bases distintas (discretas):
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Auto-valores e auto-vetores
Equação de Schrödinger independente do tempo: equação de auto-valor
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Normalização dos auto-vetores
SE Y E AUTO VETOR COM AUTOVALOR I ENTAT

214 7 TAMBÉM É AHy THX
LEG

ARM x AIMS X AND

CONVENCIONAREMOS DE NORMAL ZAR OS AUTONETORES A

1550 DIMINUI A AMBIGU DADE MAS NAT A ELIMINA

894 7 14 tilt state'eity
til tale 4 14 7 2

1447 1014 7 I tilt 24 1102014,7 200 1

MAS VEREMOS OVE ESSA FASE NEO TEN CONSEQUENCIA
FISICA



Degenerescências
EXISTEM CASOS DE AUTO VETORES DIFERENTES

L I QUE TEM O MESMO AUTO VALOR NESSE CASO

O AUTO VALOR E DITO DEGENERADO

A 417 714 i 1,2 8a

14 23 E L I 7 I É DEGENERADO 8 71

COM GRAU DE DEGENERESCENCIAg

DADOS OS 14 7 OUALOUER COMBINAETO LINEAR

DELES É TAMBÉM AUTO VETOR COM AUTO VALOR I

A IIHS Éc alt Iic His

Ricin



NA VERDADE OS 1417 DEFINEM UM

AUTO SUB ESPAGO DE A DE DIMENSIO ga



Exemplos
PROJETOR Py 14 241 4147 1

QUA IS SEO SE US AUTO VALORES VETORES

Pyle 147447
1147

I 147 É AUTO VITOR COM AUTO VALOR I

NATO DEGENERADO

POR OUTRO LADO PARA OVALOUER 14 TAL QUE LIN

Pyle 147
0 019

197 É AUTO VETOR DE PA COM AUTO VALOR I

ALTAMENTE DEGENERADO
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Dois operadores nessa base: A e B

A TEM AUTO VALORES I 4 6 TODOS NEO
DEGENERADOS

1 1111 1
4 1 7 us 7 6 Eh us

B TEM AUTO VALORES Z L

RI E NIO DEGENERADO

Z E DUPLAMENTE DEGENERADO

4 2 1427 1437 SEO AUTO VETORES

a us Slu left bi I
TAMBÉME



Espectro de operadores Hermitianos
O espectro de operadores Hermitianos tem propriedades importantes:
a) Todos os auto-valores são reais.
b) Auto-vetores com auto-valores diferentes são ortogonais entre si.
c) Teorema espectral: Se o espaço é N-dimensional, existem N auto-vetores 

linearmente independentes, que geram o espaço todo (ou seja, são uma 
base do espaço).

d) Se um auto-valor ln tem degenerescência gn, então existem gn auto-vetores 
ortogonais entre si com esse mesmo auto-valor ln. 
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Espectro de operadores Hermitianos
Se o espaço é de dimensão infinita, a letra (c) não é sempre válida. Porém, 
existem operadores Hermitianos cujos auto-vetores geram todo o espaço 
(são uma base). Alguns dos auto-vetores podem formar uma parte contínua 
da base. Esses operadores serão chamados de observáveis.
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Kets generalizados (não normalizáveis, 
de quadrado não integrável)



Como achar os auto-valores/vetores
Exemplo:
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