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Aula passada
Mudança de base/representação: dadas duas bases
definimos a matriz unitária:
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Então, se as componentes de um ket nas duas bases são:

7

hw↵|w↵0i = � (↵� ↵
0)

X

↵

|w↵i hw↵| = 1

| i !

0

BBB@

c1

c2

c3
...

1

CCCA

h'| !
�
b
⇤
1 b

⇤
2 b

⇤
3 . . .

�

A !

0

BBB@

A11 A12 A13 · · ·
A21 A22 A23 · · ·
A31 A32 A33 · · ·
...

...
...

. . .

1

CCCA

A =

0

B@
a b · · ·
c d · · ·
...

...
. . .

1

CA ! A
† =

0

B@
a
⇤

c
⇤ · · ·

b
⇤

d
⇤ · · ·

...
...

. . .

1

CA

A = A
† ) A =

0

B@
x z · · ·
z
⇤

y · · ·
...

...
. . .

1

CA ; x, y 2 R; z 2 C

{|uii} , {|tii}

Sij = hui|tji
S
† = S

�1

ci = hui| i
di = hti| i

0

BBB@

c1

c2

c3
...

1

CCCA
=

0

BBB@

S11 S12 S13 · · ·
S21 S22 S23 · · ·
S31 S32 S33 · · ·
...

...
...

. . .

1

CCCA

0

BBB@

d1

d2

d3
...

1

CCCA

0

BBB@

d1

d2

d3
...

1

CCCA
=

0

BBB@

S
†
11 S

†
12 S

†
13 · · ·

S
†
21 S

†
22 S

†
23 · · ·

S
†
31 S

†
32 S

†
33 · · ·

...
...

...
. . .

1

CCCA

0

BBB@

c1

c2

c3
...

1

CCCA

Aij = hui|A |uji
A

0
ij = hti|A |tji

7

hw↵|w↵0i = � (↵� ↵
0)

X

↵

|w↵i hw↵| = 1

| i !

0

BBB@

c1

c2

c3
...

1

CCCA

h'| !
�
b
⇤
1 b

⇤
2 b

⇤
3 . . .

�

A !

0

BBB@

A11 A12 A13 · · ·
A21 A22 A23 · · ·
A31 A32 A33 · · ·
...

...
...

. . .

1

CCCA

A =

0

B@
a b · · ·
c d · · ·
...

...
. . .

1

CA ! A
† =

0

B@
a
⇤

c
⇤ · · ·

b
⇤

d
⇤ · · ·

...
...

. . .

1

CA

A = A
† ) A =

0

B@
x z · · ·
z
⇤

y · · ·
...

...
. . .

1

CA ; x, y 2 R; z 2 C

{|uii} , {|tii}

Sij = hui|tji
S
† = S

�1

ci = hui| i
di = hti| i

0

BBB@

c1

c2

c3
...

1

CCCA
=

0

BBB@

S11 S12 S13 · · ·
S21 S22 S23 · · ·
S31 S32 S33 · · ·
...

...
...

. . .

1

CCCA

0

BBB@

d1

d2

d3
...

1

CCCA

0

BBB@

d1

d2

d3
...

1

CCCA
=

0

BBB@

S
†
11 S

†
12 S

†
13 · · ·

S
†
21 S

†
22 S

†
23 · · ·

S
†
31 S

†
32 S

†
33 · · ·

...
...

...
. . .

1

CCCA

0

BBB@

c1

c2

c3
...

1

CCCA

Aij = hui|A |uji
A

0
ij = hti|A |tji

7

hw↵|w↵0i = � (↵� ↵
0)

X

↵

|w↵i hw↵| = 1

| i !

0

BBB@

c1

c2

c3
...

1

CCCA

h'| !
�
b
⇤
1 b

⇤
2 b

⇤
3 . . .

�

A !

0

BBB@

A11 A12 A13 · · ·
A21 A22 A23 · · ·
A31 A32 A33 · · ·
...

...
...

. . .

1

CCCA

A =

0

B@
a b · · ·
c d · · ·
...

...
. . .

1

CA ! A
† =

0

B@
a
⇤

c
⇤ · · ·

b
⇤

d
⇤ · · ·

...
...

. . .

1

CA

A = A
† ) A =

0

B@
x z · · ·
z
⇤

y · · ·
...

...
. . .

1

CA ; x, y 2 R; z 2 C

{|uii} , {|tii}

Sij = hui|tji
S
† = S

�1

ci = hui| i
di = hti| i

0

BBB@

c1

c2

c3
...

1

CCCA
=

0

BBB@

S11 S12 S13 · · ·
S21 S22 S23 · · ·
S31 S32 S33 · · ·
...

...
...

. . .

1

CCCA

0

BBB@

d1

d2

d3
...

1

CCCA

0

BBB@

d1

d2

d3
...

1

CCCA
=

0

BBB@

S
†
11 S

†
12 S

†
13 · · ·

S
†
21 S

†
22 S

†
23 · · ·

S
†
31 S

†
32 S

†
33 · · ·

...
...

...
. . .

1

CCCA

0

BBB@

c1

c2

c3
...

1

CCCA

Aij = hui|A |uji
A

0
ij = hti|A |tji

e



Aula passada
Para a transformação das componentes de um operador de uma base pra outra:
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Aula passada
Auto-valores e auto-vetores de um operador:
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gn: (grau de) degenerescência do auto-valor ln

Os gn auto-vetores          geram um auto-sub-espaço de dimensão gn.
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Aula passada
O espectro de operadores Hermitianos tem propriedades importantes:
a) Todos os auto-valores são reais.
b) Auto-vetores com auto-valores diferentes são ortogonais entre si.
c) Teorema espectral: Se o espaço é N-dimensional, existem N auto-vetores 

linearmente independentes, que geram o espaço todo (ou seja, são uma 
base do espaço).

d) Se um auto-valor ln tem degenerescência gn, então existem gn auto-vetores 
ortogonais entre si com esse mesmo auto-valor ln. 
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Aula passada
Se o espaço é de dimensão infinita, a letra (c) não é sempre válida. Porém, 
existem operadores Hermitianos cujos auto-vetores geram todo o espaço 
(são uma base). Alguns dos auto-vetores podem formar uma parte contínua 
da base. Esses operadores serão chamados de observáveis.
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Teoremas sobre operadores 
Hermitianos que comutam

Teorema 1: 
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Teorema 2: 
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Se [A,B] = 0 e A | i = a1 | i, então,
B | i também é auto-vetor de A com o mesmo auto-valor a1.
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Se [A,B] = 0 e A | i = a1 | i, então,
B | i também é auto-vetor de A com o mesmo auto-valor a1.
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Conjunto completo de observáveis 
que comutam (CCOC)

DADOS A B C Z TAIS QUE TODOS COMUTEM

ENTRE SI SE OS AUTO VALORES SIMULTANEOS

DESSES OPERA DORES IDENTIFICAM UNIVOCAMENTE

CADA ELEMENTO DA BASE DE AUTO VETORES

COMONS ESSE CONJUNTO DE OPERA DORES

FORMA UM CONJUNTO COMPEETO DE OPERADORE

QUE COMUTAM CCOC

NESSE CASO EXISTE UMA UNICA BASE DE

AUTO VETORES COMUNS A TODOS ILES



Exemplos
Sejam os seguintes operadores, na base:
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vp0 (r) =
e
ip0·r/~

(2⇡~)3/2
2 F ! |p0i 2 E

⇠r0 = � (r� r0) 2 F ! |r0i 2 E

hp|p0i = � (p� p0)

hr|r0i = � (r� r0)

Z
d
3
r |ri hr| = 1

Z
d
3
p |pi hp| = 1

| i =
Z

d
3
r (r) |ri

| i =
Z

d
3
p (p) |pi

 (r) = hr| i
 (p) = hp| i

X |ri = x |ri
Y |ri = y |ri
Z |ri = z |ri

Px |pi = px |pi
Py |pi = py |pi
Pz |pi = pz |pi

{|1i , |2i , |3i}

A =

0

@
4 0 0
0 �4 0
0 0 �4

1

A B =

0

@
3 0 0
0 0 �3i
0 3i 0
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a) São Hermitianos?
b) Comutam entre si?
c) Diagonalize B e encontre a base de auto-vetores simultâneos.
d) Formam um CCOC?
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a) São Hermitianos?
b) Comutam entre si?
c) Diagonalize A e escreva A e B na base de auto-vetores de A.
d) Formam um CCOC?
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