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Não cobrarei as listas, mas elas são parte importante da preparação para as provas.



“Highlights” de Mecânica Quântica I
O estado de um sistema é especificado por sua função de onda y(r,t).
Ela satisfaz a equação de Schrödinger:
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Para potenciais independentes do tempo:
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Equação de Schrödinger independente do tempo (ESIT): 
equação de auto-valores do Hamiltoniano.
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Notação de Dirac: independente de 
representação (base)
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Cada estado corresponde a um ket num espaço E:

Dentre várias representações ou bases possíveis, duas se destacam:

auto-estados de posição:

auto-estados de momento linear:
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As funções de onda são as componentes na representação de posição:
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As componentes na representação de momentos são a transformada 
de Fourier da função de onda:
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Postulados da Mecânica Quântica
Postulado 1: O estado de um sistema físico num instante t0 é determinado por 
um ket do espaço de estados E:
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Postulado 2: Toda quantidade física A é descrita por um operador A que age 
em E.   A é um observável, ou seja, um operador Hermitiano cujos auto-
estados formam uma base de E.

Postulado 3: Os únicos resultados possíveis de serem obtidos em uma medida 
de A são os auto-valores do operador A.
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ṙ

r�̇

d

dt

✓
@L

@�̇

◆
�
@L

@�
= 0 ) µr

2
�̇ = |l| = const.

µr̈ =
l
2

µr3
�

dV (r)

dr
= �

dVe↵ (r)

dr

Ve↵ (r) =
l
2

2µr2
+ V (r)

V (r) = �
k

r


�
~2
2µ

1

r

d
2

dr2
r �

~2
2µr2


@
2

@✓2
+

1

tan ✓

@

@✓
+

1

sin
2
✓

@
2

@�2

�
+ V (r)

�
' (r) = E' (r)


�
~2
2µ

1

r

d
2

dr2
r +

L
2

2µr2
+ V (r)

�
' (r) = E' (r)

11

P (an) = |cn|2

A
��ui

n

↵
= an

��ui
n

↵
, (i = 1, 2, . . . , gn)

⌦
u
i
m|uj

n

↵
= �mn�ij

| i =
X

n

gnX

i=1

c
i
n

��ui
n

↵
, c

i
n =

⌦
u
i
n| 

↵

P (an) =
gnX

i=1

��cin
��2 =

gnX

i=1

��⌦ui
n| 

↵��2



Postulados da Mecânica Quântica
Postulado 4 (Princípio da decomposição espectral): Se o estado do sistema é 
a probabilidade de se obter um determinado auto-valor de A é:
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a) Espectro de A é discreto:

b) Espectro de A é contínuo:
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Postulados da Mecânica Quântica
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| iPostulado 5 (Colapso da função de onda): Se o estado do sistema é 
e, na medida de um observável A obtém-se o auto-valor an, então, 
imediatamente após a medida o estado do sistema passa a ser

que é a projeção normalizada no auto-sub-espaço de an.CHAPTER III THE POSTULATES OF QUANTUM MECHANICS

0

Measurement giving
the result an

t0 t1

t

ψ (t0) ψ (0) 

un ψ (t1) 

Figure 1: When a measurement at time 0 of the observable gives the result , the
state vector of the system undergoes an abrupt modification and becomes . This new
initial state then evolves.

When the eigenvalue given by the measurement is degenerate, postulate (B-28)
can be generalized as follows. If the expansion of the state immediately before the
measurement is written, with the same notation as in section B-3-b:

=
=1

(B-29)

the modification of the state vector due to the measurement is written:
( )
=

1

=1
2 =1

(B-30)

=1 is the vector defined above [formula (B-8)], that is, the projection of
onto the eigensubspace associated with . In (B-30), we normalized this vector since it
is always more convenient to use state vectors of norm 1 [comment ( ) of § B-3-b above].
With the notation of (B-10) and (B-11), we can therefore write (B-30) in the form:

( )
= (B-31)

Fifth Postulate: If the measurement of the physical quantity on the system
in the state gives the result , the state of the system immediately after the

measurement is the normalized projection, , of onto the

eigensubspace associated with .

The state of the system immediately after the measurement is therefore always
an eigenvector of with the eigenvalue . We stress the fact, however, that it is not
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Postulados da Mecânica Quântica
Postulado 6: A evolução temporal do sistema é determinada pela equação de 
Schrödinger

onde H(t) é o Hamiltoniano do sistema (geralmente sua energia total).
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Momento angular
Definição geral de momento angular: 3 operadores tais que
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Módulo quadrado do momento angular:

Assim, escolheremos J2 e, por exemplo, Jz , para formar um par de operadores 
que comutam.

Também definimos os operadores “escada”:

19

'0 (x) =
⇣
m!

⇡~

⌘1/4
e
�m!

2~ x2

h'n|V (X) |'ni = h'n|
P

2

2m
|'ni

Hn (�x) = (�1)n Hn (x)


d
2

dx2
� 2x

d

dx
+ 2n

�
Hn (x) = 0

e
��2+2�x =

1X

n=0

�
n

n!
Hn (x)

H
0
n (x) = 2nHn�1 (x)

Hn (x) = 2xHn�1 (x)� 2 (n� 1)Hn�2 (x)

Hn (x) =

✓
2x� d

dx

◆
Hn�1 (x)

Z +1

�1
Hm (x)Hn (x) e

�x2

dx =
p
⇡2nn!�m,n

Lx = Y Pz � ZPy

Ly = ZPx �XPz

Lz = XPy � Y Px

[Lx, Ly] = i~Lz

[Ly, Lz] = i~Lx

[Lz, Lx] = i~Ly

[Jx, Jy] = i~Jz
[Jy, Jz] = i~Jx
[Jz, Jx] = i~Jy

J
2 = J

2
x + J

2
y + J

2
z⇥

J
2
, Ji

⇤
= 0

J± = Jx ± iJy

(J±)
† = J⌥

J�J+ = J
2
x + J

2
y � ~Jz

J+J� = J
2
x + J

2
y + ~Jz

J
2 =

1

2
(J+J� + J�J+) + J

2
z

[Jz, J+] = ~J+
[Jz, J�] = �~J�
[J+, J�] = 2~Jz⇥
J
2
, J±

⇤
= 0

19

'0 (x) =
⇣
m!

⇡~

⌘1/4
e
�m!

2~ x2

h'n|V (X) |'ni = h'n|
P

2

2m
|'ni

Hn (�x) = (�1)n Hn (x)


d
2

dx2
� 2x

d

dx
+ 2n

�
Hn (x) = 0

e
��2+2�x =

1X

n=0

�
n

n!
Hn (x)

H
0
n (x) = 2nHn�1 (x)

Hn (x) = 2xHn�1 (x)� 2 (n� 1)Hn�2 (x)

Hn (x) =

✓
2x� d

dx

◆
Hn�1 (x)

Z +1

�1
Hm (x)Hn (x) e

�x2

dx =
p
⇡2nn!�m,n

Lx = Y Pz � ZPy

Ly = ZPx �XPz

Lz = XPy � Y Px

[Lx, Ly] = i~Lz

[Ly, Lz] = i~Lx

[Lz, Lx] = i~Ly

[Jx, Jy] = i~Jz
[Jy, Jz] = i~Jx
[Jz, Jx] = i~Jy

J
2 = J

2
x + J

2
y + J

2
z⇥

J
2
, Ji

⇤
= 0

J± = Jx ± iJy

(J±)
† = J⌥

J�J+ = J
2
x + J

2
y � ~Jz

J+J� = J
2
x + J

2
y + ~Jz

J
2 =

1

2
(J+J� + J�J+) + J

2
z

[Jz, J+] = ~J+
[Jz, J�] = �~J�
[J+, J�] = 2~Jz⇥
J
2
, J±

⇤
= 0

A B AB BA

i 419,3

Jt CJ



Momento angular
Auto-vetores simultâneos de J2, Jz :
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onde k distingue entre os auto-vetores diferentes com mesmo (j,m).

Os valores possíveis de (j,m) são:
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Para cada j, há 2j+1 valores possíveis de m.

Ação universal dos operadores J:

20

J
2 |k, j,mi = j (j + 1) ~2 |k, j,mi

Jz |k, j,mi = m~ |k, j,mi

j = 0,
1

2
, 1,

3

2
, 2,

5

2
, . . .

m = �j,�j + 1, . . . , j � 1, j

x = r sin ✓ cos�

y = r sin ✓ sin�

z = r cos ✓

r =
p

x2 + y2 + z2

tan ✓ =

p
x2 + y2

z

tan� =
y

x

p
l (l + 1)~ m~

p
l (l + 1)�m2~

|k, j,mi

[k = 1, 2, . . . , g (j)] hk0, j0,m0|k, j,mi = �k,k0�j,j0�m,m0

X

j

+jX

m=�j

g(j)X

k=1

|k, j,mi hk, j,m| = 1

J
2 |k, j,mi = j (j + 1) ~2 |k, j,mi

Jz |k, j,mi = m~ |k, j,mi
J+ |k, j,mi =

p
j (j + 1)�m (m+ 1)~ |k, j,m+ 1i

J� |k, j,mi =
p

j (j + 1)�m (m� 1)~ |k, j,m� 1i

Lx = i~
✓
sin ✓

@

@✓
+

cos�

tan ✓

@

@�

◆

Ly = i~
✓
� cos ✓

@

@✓
+

sin�

tan ✓

@

@�

◆

L± = ~e±i�

✓
± @

@✓
+

i

tan ✓

@

@�

◆

Lz = �i~ @

@�

L
2 = �~2


1

sin ✓

@

@✓

✓
sin ✓

@

@✓

◆
+

1

sin2 ✓

@
2

@�2

�

�


1

sin ✓

@

@✓

✓
sin ✓

@

@✓

◆
+

1

sin2 ✓

@
2

@�2

�
 (r, ✓,�) = l (l + 1) (r, ✓,�)

�i
@

@�
 (r, ✓,�) = m (r, ✓,�)

 (r, ✓,�) = Rkl (r)Ylm (✓,�)

Ylm (✓,�) = Zlm (✓)
e
im�

p
2⇡



Momento angular orbital

20

J
2 |k, j,mi = j (j + 1) ~2 |k, j,mi

Jz |k, j,mi = m~ |k, j,mi

j = 0,
1

2
, 1,

3

2
, 2,

5

2
, . . .

m = �j,�j + 1, . . . , j � 1, j

x = r sin ✓ cos�

y = r sin ✓ sin�

z = r cos ✓

r =
p

x2 + y2 + z2

tan ✓ =

p
x2 + y2

z

tan� =
y

x

p
l (l + 1)~ m~

p
l (l + 1)�m2~

|k, j,mi

hk0, j0,m0|k, j,mi = �k,k0�j,j0�m,m0

X

j

+jX

m=�j

g(j)X

k=1

|k, j,mi hk, j,m| = 1

J
2 |k, j,mi = j (j + 1) ~2 |k, j,mi

Jz |k, j,mi = m~ |k, j,mi
J+ |k, j,mi =

p
j (j + 1)�m (m+ 1)~ |k, j,mi

J� |k, j,mi =
p

j (j + 1)�m (m� 1)~ |k, j,mi

Lx = i~
✓
sin ✓

@

@✓
+

cos�

tan ✓

@

@�

◆

Ly = i~
✓
� cos ✓

@

@✓
+

sin�

tan ✓

@

@�

◆

L± = ~e±i�

✓
± @

@✓
+

i

tan ✓

@

@�

◆

Lz = �i~ @

@�

L
2 = �~2


1

sin ✓

@

@✓

✓
sin ✓

@

@✓

◆
+

1

sin2 ✓

@
2

@�2

�

�


1

sin ✓

@

@✓

✓
sin ✓

@

@✓

◆
+

1

sin2 ✓

@
2

@�2

�
 (r, ✓,�) = l (l + 1) (r, ✓,�)

�i
@

@�
 (r, ✓,�) = m (r, ✓,�)

 (r, ✓,�) = Rkl (r)Ylm (✓,�)

Ylm (✓,�) = Zlm (✓)
e
im�

p
2⇡

Momento angular orbital: L = R x P 
Satisfazem as regras de comutação genéricas do momento angular.

Operadores L na representação de posição (em coordenadas esféricas r,q,f) 
só dependem dos ângulos:

Lx YPzJpy Ly



Auto-funções do momento angular 
orbital

Ortonormalização:
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Os Ylm(q,f) são chamados de harmônicos esféricos.
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Auto-funções simultâneas de L2 e Lz:

m e l só podem assumir valores inteiros.
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Exemplos de harmônicos esféricos



Força central
Força central: sempre na direção de um ponto fixo (a origem do sistema de 
coordenadas, por exemplo).
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Análise clássica
O momento angular é conservado.

O movimento se dá sempre no plano normal ao vetor momento angular.
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Análise clássica
Trabalhando com coordenadas polares no plano (r,f)
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O potencial efetivo
Se:
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Formalismo hamiltoniano
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