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Aula passada
Força central: sempre na direção de um ponto fixo (a origem do sistema de 
coordenadas, por exemplo).
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Aula passada

22

dP (r, t) = | (r, t)|2 d3r

| i 2 E

{|ri} !
Z

d
3
r |ri hr| = 1

{|pi} !
Z

d
3
p |pi hp| = 1

hr| i =  (r)

hp| i =  (p) =

Z
d
3
p hp|ri hr| i =

Z
d
3
p
e
�ip·r/~

(2⇡~)3/2
 (r)

F = F (r) r̂ = �@V (r)

@r
r̂

l = µr⇥ ṙ = const.
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Análise clássica:

• O momento angular é conservado.

• Utilizando coordenadas polares (r,f) no plano do movimento, a Lagrangiana é:

• Equações de Euler-Lagrange:

O movimento é confinado a 2D.
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l = µr⇥ ṙ = const.

r,v ? l

L =
µ

2

⇣
ṙ
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O potencial effetivo Veff(r) para:



Aula passada
O formalismo Hamiltoniano.
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@ṙ

◆
�

@L

@r
= 0 ) µr̈ =

l
2

µr3
�

dV (r)

dr
= �

dVe↵ (r)

dr

µr̈ =
l
2

µr3
�

dV (r)

dr
= �

dVe↵ (r)

dr

Ve↵ (r) =
l
2

2µr2
+ V (r)

V (r) = �
k

r

H =
p
2
r

2µ
+

l
2

2µr2
+ V (r) =

p
2
r

2µ
+ Ve↵ (r)

H =
p2

2µ
+ V (r)


�
~2
2µ

1

r

d
2

dr2
r �

~2
2µr2


@
2

@✓2
+

1

tan ✓

@

@✓
+

1

sin
2
✓

@
2

@�2

�
+ V (r)

�
' (r) = E' (r)


�
~2
2µ

1

r

d
2

dr2
r +

L
2

2µr2
+ V (r)

�
' (r) = E' (r)


�
~2
2µ

1

r

d
2

dr2
r +

l (l + 1) ~2
2µr2

+ V (r)

�
Rk,l (r) = Ek,lRk,l (r)


�
~2
2µ

d
2

dr2
+

l (l + 1) ~2
2µr2

+ V (r)

�
uk,l (r) = Ek,luk,l (r)

25

F = F (r) r̂ = �
@V (r)

@r
r̂

l = µr⇥ ṙ = const.
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Momentos canonicamente conjugados a r e f:

O Hamiltoniano é a energia mecânica total:



Análise quântica
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Momento angular orbital
Operadores L na representação de posição (em coordenadas esféricas r,q,f) 
só dependem dos ângulos:
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Quantidades conservadas
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Auto-estados de L2 e Lz
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A equação radial
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Números quânticos
Auto-funções genéricas para o potencial central:
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Auto-funções simultâneas de {H,L2,Lz}:
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