FI-193 - Segunda quantizacao

. |a) — base ortonormal de H, espaco de Hilbert de uma particula.

. Definicéo: |aj,ag,...an) = |a1)®|az)®. .. |ay) — base ortonormal em H y, espago de Hilbert de N particulas
(ainda nao simetrizados ou anti-simetrizados).

. Funcao de onda:

wahaz,...az\z (r17r2; MR rN) = (rla r27 ce arN |a17 0627 AR OZN)
(r1 Jag) (ra |ag) ... (rn |an)

¢041 (rl) ¢a2 (1‘2) s d)OLN (rN) :

. Overlap:
(aq,qa,...an |af,ab,...aly) = (a1 |a)) {az |ag) ... {ay |ay) .
. Completeza:

Z |041,OZQ,...O[N)(0417012,...011\[|21.

x1,02,...N

. Espagos de Hilbert (anti-)simetrizados: Dada uma fun¢do de onda qualquer de Hy, func¢oes de ondas fisicas
pertencem sempre aos sub-espacos de Hy definidos pelas projegoes

By = PpHnPs,
Fn = PrHnPr,

onde

1
P rlai,asz,...an) = ﬁch lap1,apa,...apn),
TP

e onde (P1,P2,... PN) é uma permutagao P de (1,2,...,N), { = 1 para bosons e { = —1 para férmions e o
P no expoente de ¢ é a paridade da permutagao P, ou seja, o niimero de transposi¢oes necessarias para levar
(1,2,...,N) a (P1,P2,... PN), sendo que uma transposi¢ao ¢ uma permutacao que envolve apenas a troca de
dois nimeros. Notar que P]237 r = Pp,r e Pp r ¢ hermitiano, o que faz com que sejam projetores.

. Base dos espagos simetrizados (ndo normalizada): As restrigoes definem uma base nos espagos By e Fn

1
|O(1,042,...04N} = —F CP |Oép1,0(p2,...apN) = \/N!PBJ? |O¢1,OQ,...O{N).
v/ NI
P

Completeza:
E PB’F|a17a2,...a]\7)(OZl,CVQ,...OéN'PB’F:1
x1,2,...N
1
iﬁ E ‘al,ag,...OéN}{O(l,OéQ,...O[Nl:1.
Dan,ag,.an
Overlap:

{a1,00,...ay |a],ah,...ay} = CPH(na!),
«

se (o, ab, ... ay) for uma permutagio de (a1, @z, ...an).



8.

10.

11.

Base ortonormal dos espagos simetrizados: Uma base ortonormalizada em By e Fn pode entao ser escrita

1

1
O(N> = W \oq,ozg,...aN} = W;CF ‘apl,apz,...ap]\/).

|017042,-~-

Completeza:

Z H]E] )|O‘1a0427~-04N><Oé1,a2,...aN|:1,

Q1,02,...,N

. Determinantes e permanentes: As funcoes de onda dos estados da base sao

(ri,12,...TN |1, Q2,...QN) = WZCP (ri|lap1) ... (rx|lapn)
M, (na!) 5

L Sprlinilar)],

NL, (na))

onde

SF [Mij] = Z C.PM17P1M27P2 ... MN,PN = det (MZJ)
P

é um determinante de Slater e

Sp [M;;] = ZMI,PIMQ,PQ ... My pn = per (M;;)
P

é chamado de permanente da matriz.

Espagos de Fock: Sao a soma direta dos espagos (anti-)simetrizados sobre todos os niimeros possiveis de particulas

B =By®B1dBs...
F = FoBF®F...

Os espagos com zero particulas By e Fy s@o gerados pelo estado de vacuo |0). Completeza:

0|+Z Z H (na)\al,ag,... ><C¥1,0[2,...OZN‘:1.

N=1a1,az,..

Operadores de criacio: Operadores de criacio num estado o sdo denotados por af, e sua acio na base nio

normalizada é
a}; lag, g, ...an} = |a,a1,a0,...an},

ou seja, acrescenta-se mais uma particula no estado « e (anti-)simetriza-se o resultado. Claro que

Sua atuagao na base normalizada é
a}; la, gy .. can) = Ve + 1a,aq, 0, ... an) .
Note que, pelo principio de exclusao de Pauli
aL lag, g, ...an) =0,

se « esta presente no conjunto {aq,...an}.



12.

13.

14.

15.

16.

17.

Todo estado da base e, portanto, todo estado do espago de Fock pode ser escrito com o estado de véacuo e
operadores de criacao:

lag, ag,...an}t = allal2...alN |0},

1
WGLI(LLQ T CLLN |O> .

\al,ag,...aN)

Algebra de operadores de destruicao:
t T] -0
a ) a - )
[ @B
onde
[A7B]C = AB — (BA,

ou seja, ¢ o comutador se ( = 1 e o anticomutador se { = —1. Note que, no caso de férmions, obtém-se uma
formulagao matematica do principio de exclusao

[a};, a};]_l = 2aLa]; =0= aLa}; =0.

Operadores de destruicao: Sao os adjuntos dos operadores de criagao a, = (aL)T. Sua atuacao na base é

ag o, g, ... an) = /Ng |a1,a2, AR =q,. ..aN>

para boésons, onde o chapéu em cima de um estado indica que ele foi removido do estado de muitas particulas e

— 1 k—1 T
Ay |1, o, ... ay) = (—1) ‘al,ag,...,ak—a7...a1v>
para férmions. No caso de férmions, se o estado a nao esta ocupado, a acao de a,, destroi o estado.

Algebra dos operadores de destruigao:

[aa, agl, = 0.
Algebra mista de operadores de criacao e destruicio:
[aa, GHC = a8

Mudanga de base: Seja uma segunda base ortonormal em #, |@). Tem-se que

@) =Y (al@)|a).

[0}

Segue que
al |a1,@s,... AN} = |&,a1,dz,...4n}
= ) (ala)|a,ay,d,...dx}
«
= ) (al@)al, @1, ds,...an},
«
donde

o —+

aL = Z (a|@) af,

«

> (dla) aq.

(63

ag
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20.

21.

Operadores de campo: Sao os operadores de criagdo e destrui¢ao na base |r)

ar = Y (r),
al = ¢ (r).

Nesse caso,

[ (). @) = [¥F@).9" ()], =0,
[ (), 9" ()], = 6@ -r).

Se |a) for uma base ortonormal qualquer de H,

Y (alr)al, =Y 0 (v) al,s
Y (rlayaa = b (r) da.

e [

PT (r)
W (r)

Operador namero: O seguinte operador “conta” o nimero de particulas no estado a (a “ocupacao” do estado «)

O operador ntmero total de particulas é
N =Y alao.
Em termos de operadores de campo
N = /d37“1/)T (r)¢(r).
Segue que o operador densidade de particulas em r é
pr) =97 (r) ¢ (r).

Operadores de um ou dois corpos: Operadores de um corpo sao aqueles que sao escritos como soma de operadores
que atuam cada um apenas em H, como a energia cinética ou a energia de um potencial externo V (r)

) N2
}(:Zb%
) N
Vet = YV (ri).

=1

Operadores de dois corpos sao escritos como uma soma de operadores que atuam cada um em H,, como a
energia de interagao coulombiana

N N

R 1
Ucoul = Z Ucoul (ri - rj) = 5 Z Ucoul (ri - rj) .

i<j=1 i#j=1

Operadores em forma segundo quantizada: Operadores de um corpo podem ser escritos de maneira simples em
termos de operadores de criacao e destruigao se usarmos a base que diagonaliza o operador em H. Nesse caso,
se em H

oW =% 0Ll (al,



onde 0L = (| O |a), entdo, em B e F

A1) — @),
o\ = Ohaalaq.
«@
Se quisermos usar uma base genérica, entao

0 = 3" 0akas,
aB

onde Ol(xlﬁ) = {(q| om |B). Ja para operadores de dois corpos, usando-se a base que o diagonaliza em Hs, sua
atuacao nesse espaco é

0@ =3 " (aB| 0P |aB) |aB) (af],
af

onde
(@810 a8) = [ @ris’ 60 (O 163 (&) O (r — )

Segue que em B e F

1

0P = =% " (ap| 0P |ap) alafapaa.

[e3%

O |

Para uma base genérica

. 1
0 =2 3" (ap| 0P |yd) alalasas,
afyo

onde
(B] 0P |y5) = /d37"d37"/¢21 (r) 65 (r') ¢y (r) g5 (r)) OP) (x — 1)

Note a ordem dos sub-indices no elemento de matriz em relacao aos operadores de criagao e destruigao.

. Exemplos: Energia cinética

Potencial externo

Interagao coulombiana

Ucoul = /d3Td3T/Ucoul (I‘ - rl) W (I‘) W (I‘/) (0 (I‘/) (] (I‘) :

DO =



