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Aulas passadas
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h�0| Ũ⌘ (0,±1) |�0i

=
| 0i

h�0| 0i

H0 |�0i = E0 |�0i

H | 0i = E | 0i
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Ũ (+1,�1) I1 

†
I2

iE

0D
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Ũ (+1,�1)

iE

0
=

1X

n=0

(�i)n

n!

ˆ +1

�1
dt1 . . . dtn hT [H1I (t1) . . . H1I (tn)]i0

1

Estados:
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Ũ (t, t0) = eiH0te�iH(t�t0)e�iH0t0

OI (t) = eiH0te�iHtOH (t) eiHte�iH0t = Ũ (t, 0)OH (t) Ũ (0, t)
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Operadores:
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Se H0 é quadrático, os operadores têm 
dinâmica simples:

Versão de 
interação
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0) Ũ (t0, t0) dt

0
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Ũ (+1,�1)

E

0
D
T
h
Ũ (+1,�1) I1 

†
I2

iE

0
=

1X

n=0

(�i)n

n!

ˆ +1

�1
dt1 . . . dtn

D
T
h
H1I (t1) . . . H1I (tn) I1 

†
I2

iE

0

D
T
h
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Os estados têm dinâmica complicada:
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O operador evolução temporal permite uma 
expansão perturbativa em H1



Teorema de Gell-Mann e Low
(Fetter & Walecka, Seção 6)
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Seja um autoestado de H0:
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| I (t)i = Ũ (t, t0) | I (t0)i
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h�0| Ũ⌘ (0,±1) |�0i
=

| 0i

h�0| 0i

H0 |�0i = E0 |�0i

H | 0i = E | 0i
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Se o seguinte limite existe
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0) Ũ (t0, t0) dt

0
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! � (En � E0) + i⌘
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Ũ (+1,�1) I1 

†
I2

iE

0
=

=
1X

n=0

(�i)n

n!

ˆ +1

�1
dt1 . . . dtn

D
T
h
H1I (t1) . . . H1I (tn) I1 

†
I2

iE

0

ˆ +1

�1
dt3H1I (t3) =

1

2

X

↵�

ˆ
d3r3d

3r4

ˆ +1

�1
dt3U (r3 � r4) 

†
↵I

(r3, t3) 
†
�I
(r4, t3) �I

(r4, t3) ↵I
(r3, t3)

=
1

2

X

↵�

ˆ
d3r3d

3r4

ˆ +1

�1
dt3

ˆ +1

�1
dt4U (r3 � r4) � (t3 � t4) 

†
↵I

(r3, t3) 
†
�I
(r4, t4) �I

(r4, t4) ↵I
(r3, t3)

ˆ +1

�1
dt3H1I (t3) =

1

2

ˆ
d3

ˆ
d4U34 

†
3 

†
4 4 3

iG33 ⌘ lim
t
0
3!t

+
3

D
T
h
 ↵I (r3, t3) 

†
↵I

(r3, t
0
3)
iE

0
=

1

2
n.

G (x) =

ˆ
d4k

(2⇡)4
e�ikxG (k)

G (k) =

ˆ
d4xeikxG (x)

k = (k,!)

kx = !t� k · r

GEX (!,k) = i
⇥
G(0) (!,k)

⇤2
ˆ

d4k1

(2⇡)4
ei!1⌘V (k� k1)G

(0) (!1,k1)

2



Teorema de Wick
Teorema de Wick: O valor esperado no estado fundamental não-
interagente de uma sequência de operadores de criação e destruição 
na versão de interação é dado pela soma de todas as contrações 
possíveis de pares, onde cada termo tem o sinal de +1 (-1) de acordo 
com o número de transposições necessárias de operadores 
fermiônicos para ir da ordem inicial até a ordem final ser par (ímpar).

Cada contração de um operador de destruição com um operador de 
criação (nessa ordem)  é igual à função de Green não-interagente. 



Aula passada
Regras de diagramas já vistas:

1. Contrações com tempos iguais são sempre dadas por 

2. Devido à integração simétrica sobre as variáveis internas de H1I , 
não distinguimos diagramas com intercâmbio de variáveis 3 e 4 (os 
vértices das “cobrinhas”) e suprimimos o fator de 1/2.
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(r3, t
0
3)
iE

0
=

1

2
n.

G (x) =

ˆ
d4k

(2⇡)4
e�ikxG (k)

G (k) =

ˆ
d4xeikxG (x)

k = (k,!)

kx = !t� k · r

GEX (!,k) = i
⇥
G(0) (!,k)

⇤2
ˆ

d4k1

(2⇡)4
ei!1⌘V (k� k1)G

(0) (!1,k1)

2

Ũ (t, t0) = eiH0te�iH(t�t0)e�iH0t0

OH (t) = Ũ (0, t)OI (t) Ũ (t, 0)

iG(0)
↵�

(x, y) =
D
T
h
 ↵I (x) 

†
�I
(y)

iE

0

�iU (x, y) ��,�0�µ,µ0

iG12 =

D
T
h
Ũ (+1,�1) I1 

†
I2

iE

0D
Ũ (+1,�1)

E

0
D
T
h
Ũ (+1,�1) I1 

†
I2

iE

0
=

1X

n=0

(�i)n

n!

ˆ +1

�1
dt1 . . . dtn

D
T
h
H1I (t1) . . . H1I (tn) I1 

†
I2

iE

0

D
T
h
Ũ (+1,�1)

iE

0
=

1X

n=0

(�i)n

n!

ˆ +1

�1
dt1 . . . dtn hT [H1I (t1) . . . H1I (tn)]i0

D
T
h
Ũ (+1,�1) I1 

†
I2

iE

0
=

=
1X

n=0

(�i)n

n!

ˆ +1

�1
dt1 . . . dtn

D
T
h
H1I (t1) . . . H1I (tn) I1 

†
I2

iE

0

ˆ +1

�1
dt3H1I (t3) =

1

2

X

↵�

ˆ
d3r3d

3r4

ˆ +1

�1
dt3U (r3 � r4) 

†
↵I

(r3, t3) 
†
�I
(r4, t3) �I

(r4, t3) ↵I
(r3, t3)

=
1

2

X

↵�

ˆ
d3r3d

3r4

ˆ +1

�1
dt3

ˆ +1

�1
dt4U (r3 � r4) � (t3 � t4) 

†
↵I

(r3, t3) 
†
�I
(r4, t4) �I

(r4, t4) ↵I
(r3, t3)
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dt3H1I (t3) =
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 ↵I (r3, t3) 

†
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d4k
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e�ikxG (k)
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⇥
G(0) (!,k)
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ˆ

d4k1
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ei!1⌘V (k� k1)G

(0) (!1,k1)
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Aula passada

H = H0 +H1

| I (t)i = eiH0t | S (t)i

OI (t) = eiH0tOSe
�iH0t

OH (t) = eiHtOSe
�iHt

| I (t)i = Ũ (t, t0) | I (t0)i

Ũ (t, t0) = eiH0te�iH(t�t0)e�iH0t0

OI (t) = eiH0te�iHtOH (t) eiHte�iH0t = Ũ (t, 0)OH (t) Ũ (0, t)

Ũ (t, t0) =
1X

n=0

(�i)n

n!

ˆ
t

t0

dt1 . . . dtnT [H1I (t1) . . . H1I (tn)]

H = H0 + e�⌘|t|H1
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⌘ ! 0+

⌘

lim
⌘!0+

Ũ⌘ (0,±1) |�0i
h�0| Ũ⌘ (0,±1) |�0i
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h�0| 0i

H0 |�0i = E0 |�0i

H | 0i = E | 0i

OH (t) = Ũ (0, t)OI (t) Ũ (t, 0)
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D
T

h
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†
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�iU (x, y) ��,�0�µ,µ0
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D
T
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Ũ (+1,�1)

E

0
D
T

h
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Aula passada
3.  O denominador cancela todos os diagramas desconectados. 

Apenas precisamos incluir os diagramas conectados. 

Denominador:

Numerador:

I
040 0



Diagramas em 1a. ordem



Regra do sinal

Ũ (t, t0) = eiH0te→iH(t→t0)e→iH0t0

OH (t) = Ũ (0, t)OI (t) Ũ (t, 0)

iG(0)
ωε

(x, y) =
〈
T
[
ωωI (x)ω

†
εI
(y)

]〉

0

→iU (x, y) εϑ,ϑ→εµ,µ→

iG12 =

〈
T
[
Ũ (+↑,→↑)ωI1ω

†
I2

]〉

0〈
Ũ (+↑,→↑)

〉

0
〈
T
[
Ũ (+↑,→↑)ωI1ω

†
I2

]〉

0
=

↑∑

n=0

(→i)n

n!

ˆ +↑

→↑
dt1 . . . dtn

〈
T
[
H1I (t1) . . . H1I (tn)ωI1ω

†
I2

]〉

0

〈
T
[
Ũ (+↑,→↑)

]〉

0
=

↑∑

n=0

(→i)n

n!

ˆ +↑

→↑
dt1 . . . dtn ↓T [H1I (t1) . . . H1I (tn)]↔0

〈
T
[
Ũ (+↑,→↑)ωI1ω

†
I2

]〉

0
=

=
↑∑

n=0

(→i)n

n!

ˆ +↑

→↑
dt1 . . . dtn

〈
T
[
H1I (t1) . . . H1I (tn)ωI1ω

†
I2

]〉

0

ˆ +↑

→↑
dt3H1I (t3) =

1

2

∑

ωε

ˆ
d3r3d

3r4

ˆ +↑

→↑
dt3U (r3 → r4)ω

†
ωI

(r3, t3)ω
†
εI
(r4, t3)ωεI

(r4, t3)ωωI
(r3, t3)

=
1

2

∑

ωε

ˆ
d3r3d

3r4

ˆ +↑

→↑
dt3

ˆ +↑

→↑
dt4U (r3 → r4) ε (t3 → t4)ω

†
ωI

(r3, t3)ω
†
εI
(r4, t4)ωεI

(r4, t4)ωωI
(r3, t3)

ˆ +↑

→↑
dt3H1I (t3) =

1

2

ˆ
d3

ˆ
d4U34ω

†
3ω

†
4ω4ω3

ˆ
d3

ˆ
d4U34ω

†
3ω

†
4ω4ω3 ↗

ˆ
d3

ˆ
d4U34ω

†
4ω4ω

†
3ω3

iG(0)
33 ↘ lim

t
→
3↓t

+
3

〈
T
[
ωωI (r3, t3)ω

†
ωI

(r3, t
↔
3)
]〉

0
=

1

2
n.

G (x) =

ˆ
d4k

(2ϑ)4
e→ikxG (k)

G (k) =

ˆ
d4xeikxG (x)

k = (k,ϖ)

kx = ϖt→ k · r

2

LOOPS ENVOLUEM POR MAIS COMPLICADOS DUE

SEJAM APENAI CONTRAGEES DE VARIAVEIS

INTERNIS 3,415,6 NUNCA E 2
PARA CADA INTERAGAS PODEMOS MUDAELA UM POUCO

LOOPS VIRAO DE

t.tt tfEtiT It t mCLAramENTE Had
APENAS UMI TRANSPO

SIGAO NESSA SERIE DE

CONTRAGES 1

CADA LOOP GANHA UM SINAL DE 1



O fator 1/(n!)
A PERMUTAGAO RAS

VARIAVEIS MUDAS DE

CADA COBRINHA COM OUTRA

COBRINHA DA 0 MESMO

VALOR

PARA COBRINHAS EM ORDEM HAM
POSSIVE'S PERMUTAGEES ENTAG PODEMOS

DEIXAR DE DISTINGUUR DIAGRAMAS OVE Sd
DFFEREM PELA PERMUTAGED DESSAS VARIA'VE S

E CANCELAR O FATOR 1



Regras dos diagramas em ordem n

1. Desenhe todos os diagramas conectados topologicamente 
distintos, começando no ponto do espaço-tempo (mais spin) y e 
terminando em x, com 2n+1 funções de Green (linhas contínuas 
orientadas) e n linhas de interação (“cobrinhas”).

2. Cada extremidade de uma “cobrinha” (vértice) é rotulado por 
um ponto no espaço-tempo (mais spin) (x3, x4, x5 ,…). A cada 
“cobrinha” com extremidades em (x3, x4) é associada a interação 
–iU(x3, x4).

3. Cada linha contínua começa em y e termina em x. A ela é 
associada a função de Green iG(0)(x,y).



Regras dos diagramas em ordem n
4. Integre/some sobre todos os pontos internos (x3, x4, x5 ,…) 

(incluindo spin).

5. Conserve spin em cada função de Green e em cada vértice 
(para interações que conservam o spin no vértice).

6. Multiplique o diagrama por (-1)L, onde L é o número de “loops” 
fechados fermiônicos.

7. Caso haja funções de Green com tempos iguais, a regra a ser 
usada é

ˆ +1

�1
dt3H1I (t3) =

1

2

ˆ
d3

ˆ
d4U34 

†
3 

†
4 4  3

iG33 ⌘ lim
t
0
3!t

+
3

D
T

h
 ↵I (r3, t3) 

†
↵I

(r3, t
0
3)
iE

0
=

1

2
n.

⇧0 (q) = �2i

ˆ
d3kd!

(2⇡)4
G(0) (k,!)G(0) (k + q,! + ⌫)

= 2

ˆ
d3k

(2⇡)3

"
✓ (kF � k) ✓ (|k + q|� kF )

⌫ + ✏k � ✏k+q + i⌘
� ✓ (k � kF ) ✓ (kF � |k + q|)

⌫ + ✏k � ✏k+q � i⌘

#

2



Diagramas em 2a. ordem
Quais são 
os sinais?

2 2

4 22 22

α
1 1

a
1 1

3 2

2 X2X2

x

1 1 1 1
1

4

2



Diagramas no espaço k,w
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Regra geral
G(0) (x� y) = �i

D
T
h
 I (x) 

†
I
(y)

iE

0
=

ˆ
d4k

(2⇡)4
e�ik(x�y)G(0) (k)

 †
I
(y) ! eiky

 I (x) ! e�ikx

G(1a) (!,k) = �2i
⇥
G(0) (!,k)

⇤2
V (0)

ˆ
d4k1

(2⇡)4
ei!1⌘G(0) (!1,k1)

G(1b) (!,k) = i
⇥
G(0) (!,k)

⇤2
ˆ

d4k1

(2⇡)4
ei!1⌘V (k� k1)G

(0) (!1,k1)

G(1) (!,k) = i
⇥
G(0) (!,k)

⇤2
ˆ

d4k1

(2⇡)4
ei!1⌘ [V (k� k1)� 2V (0)]G(0) (!1,k1)

A (k, ✏) =
1

⇡

�kZk

(✏� ✏k)
2 + �2k

�k ⌧ ✏k


�
~2r2

1

2m
+ U (x1)

�
'i (x1) +

X

j

ˆ
d3x2V (x1 � x2) |'j (x2)|

2 ✓ (EF � ✏j)

�
'i (x1)�

X

j

ˆ
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ˆ
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Ũ (t, t0) = eiH0te�iH(t�t0)e�iH0t0
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�1
dt3

ˆ +1

�1
dt4U (r3 � r4) � (t3 � t4) 

†
↵I

(r3, t3) 
†
�I
(r4, t4) �I

(r4, t4) ↵I
(r3, t3)

ˆ +1

�1
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1
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ˆ
d3

ˆ
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†
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iG33 ⌘ lim
t
0
3!t
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D
T
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 ↵I (r3, t3) 

†
↵I

(r3, t
0
3)
iE

0
=

1
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G (x) =

ˆ
d4k

(2⇡)4
e�ikxG (k)

G (k) =

ˆ
d4xeikxG (x)

k = (k,!)

kx = !t� k · r

GEX (!,k) = i
⇥
G(0) (!,k)

⇤2
ˆ

d4k1

(2⇡)4
ei!1⌘V (k� k1)G

(0) (!1,k1)
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ˆ +1

�1
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†
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ˆ
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h
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ˆ

d4k1
(2⇡)4

ei!1⌘V (k� k1)G
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G(1) (!,k) = i
h
G(0) (!,k)

i2
ˆ

d4k1
(2⇡)4

ei!1⌘ [V (k� k1)� 2V (0)]G(0) (!1,k1)

⇧0 (q) = �2i

ˆ
d3kd!

(2⇡)4
G(0) (k,!)G(0) (k + q,! + ⌫)

= 2

ˆ
d3k

(2⇡)3

"
✓ (kF � k) ✓ (|k + q|� kF )

⌫ + ✏k � ✏k+q + i⌘
� ✓ (k � kF ) ✓ (kF � |k + q|)

⌫ + ✏k � ✏k+q � i⌘
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†
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ei!1⌘G(0) (!1,k1)

G(1b) (!,k) = i
h
G(0) (!,k)

i2
ˆ

d4k1
(2⇡)4

ei!1⌘V (k� k1)G
(0) (!1,k1)

G(1) (!,k) = i
h
G(0) (!,k)

i2
ˆ

d4k1
(2⇡)4

ei!1⌘ [V (k� k1)� 2V (0)]G(0) (!1,k1)

⇧0 (q) = �2i

ˆ
d3kd!

(2⇡)4
G(0) (k,!)G(0) (k + q,! + ⌫)

= 2

ˆ
d3k

(2⇡)3

"
✓ (kF � k) ✓ (|k + q|� kF )

⌫ + ✏k � ✏k+q + i⌘
� ✓ (k � kF ) ✓ (kF � |k + q|)

⌫ + ✏k � ✏k+q � i⌘
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