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I. INTRODUCAO

Sistemas de muitas particulas apresentam-se na natureza, quando em equilibrio, em diversas fases termodinamicas. Exem-
plos familiares sdo as fases gasosa, liquida e s6lida das diversas substancias. Mas existem também outros exemplos:

(i) os compostos podem assumir varias fases magnéticas como paramagnetismo, ferromagnetismo (em que os spins se alinham
numa determinada direcdo dando origem a uma magnetizagdo liquida), antiferromagnetismo (em que os spins se alinham
de maneira alternada de modo que ndo haja magnetizacio liquida), ferrimagnetismo (em que hé tanto uma magnetizacao
liquida quanto uma alternada) e vidros de spin (em que os spins se congelam em direcdes aleatdrias);

(i) varios metais apresentam uma fase supercondutora a baixas temperaturas, em que o composto conduz corrente elétrica sem
dissipacao;

(iii) ferroeletricidade, em que existe uma polarizacéo elétrica (momentos de dipolo elétrico) permanente;

(iv) superfluidez a baixas temperaturas, fendmeno analogo a supercondutividade, em que alguns liquidos (geralmente, os is6to-
pos *He e *He, mas mais recentemente alguns gases armadilhados) fluem sem viscosidade por capilares;

(v) ondas de densidade de carga (“charge density waves” ou CDW’s), em que a densidade eletronica adquire um padréo periédico
incomensurado com a rede cristalina que quebra a simetria de translacdo.

(vi) cristais liquidos, cujas moléculas alongadas se alinham de modo a quebrar a simetria de rotacdo sem que haja quebra de
simetria de translacdo como num sélido.

Cada uma dessas fases apresenta uma fenomenologia bem caracteristica que as torna tnica e diferente das outras. Por isso, a
transicao entre uma fase e outra num mesmo sistema, quando mudamos parametros externos como temperatura, pressao, volume,
campo magnético ou elétrico, se dd geralmente de maneira abrupta, ou seja, num ponto, linha ou superficie bem definidos no
espago de fase. Em alguns casos, em que as duas fases tém simetrias distintas, a transi¢@o € necessariamente abrupta, ja que uma
simetria ou estd presente ou ndo estd. Um exemplo tipico de uma transicdo acompanhada de mudanca de simetria € a transi¢@o
de solidificacdo ou fusdo. Enquanto o liquido € invariante por uma translacdo qualquer do sistema de coordenadas, o sélido
cristalino quebra a simetria de translagao (um vidro como o “vidro de janela” é uma excecdo pois € um sélido amorfo, em que
nao ha quebra de simetria translacional, embora ele compartilhe com os sélidos cristalinos a propriedade de oferecer resisténcia
ao cisalhamento - médulo de cisalhamento finito -, sendo, portanto, diferente dos liquidos). Sempre que a passagem de uma
fase a outra ocorra de maneira abrupta, ou seja, para valores bem definidos dos pardmetros externos (temperatura, pressao, etc.)
dizemos que se trata de uma transicao de fase. Um contra-exemplo ocorre na transi¢do liquido-gds, em que se pode fazer a
transformag@o de um em outro com ou sem a ocorréncia de uma transi¢@o de fase. Isso ocorre porque ndo hd uma distin¢éo entre
essas duas fases em termos de simetria.

Transi¢des de fase podem ser classificadas como sendo continuas ou descontinuas, conforme as primeiras derivadas da
energia livre sejam continuas ou descontinuas, respectivamente. Lembrando que,

g _ OF(T.V.N) _ 9G(T,P.N)
- oT VN oT PN
y _ 9G(T.PN) |
oP TN
v _ _ OF(T.HN) |
OH TN

onde F (T,V,N) e G (T, P,N) sdo as energias livres de Helmholtz e Gibbs, respectivamente, jd escritas como func¢des de
suas varidveis naturais, vemos que uma transicdo de fase descontinua é acompanhada de um salto descontinuo da entropia,
que € o calor latente, e de uma variagdo descontinua do volume (como nas transi¢des sélido-liquido ou liquido-gds) ou da
magnetizacdo, no caso de sistemas magnéticos. Segue, portanto, que uma transicéo de fase continua ndo apresenta calor latente
ou descontinuidades de volume (ou, equivalentemente, densidade) ou magnetizacdo. Na nomenclatura antiga, devida a Ehrenfest,
as transi¢des de fase eram classificadas como sendo de ordem N, caso a N-ésima derivada da energia livre apresentasse uma
descontinuidade. Nesse caso, transicdes descontinuas seriam de primeira ordem e, acreditava-se, as transi¢cdes continuas seriam
de segunda ordem. Entretanto, estas ultimas, na verdade, apresentam uma divergéncia nas derivadas segundas (como o calor
especifico C = —T9*F/0T?, a compressibilidade k = — (1/V) 92G/OP? ou a susceptibilidade magnética y = —9?F/0H?)
e nio uma descontinuidade. Por isso, a nomenclatura de Ehrenfest ndo é a mais adequada, embora até hoje se use o termo
“transicdo de fase de segunda ordem” para se referir as transi¢cdes continuas.



Nesse curso, estaremos particularmente interessados no caso das transi¢des continuas. Estas apresentam um comportamento
universal (como veremos a seguir), em contraste com as transi¢des descontinuas. Comportamento universal aqui quer dizer
que sistemas muito diferentes se comportam da mesma maneira na regido préxima a uma transi¢do de fase continua (desde que
algumas caracteristicas simples como a dimensionalidade e o nimero de componentes do parametro de ordem sejam as mesmas,
COMo Veremos).

Vamos olhar com mais detalhes alguns sistemas paradigmaticos.

II. A TRANSICAO FERROMAGNETICA

Virios sistemas com elementos dos metais de transicdo ou das terras raras apresentam uma magnetizacio espontanea abaixo
de uma temperatura critica 7., chamada de temperatura de Curie. Os exemplos mais familiares entre os elementos sdo Fe, Co
e Ni. Em alguns desses compostos a magnetiza¢do tem sua origem no alinhamento dos momentos magnéticos (geralmente de
spin) de elétrons que residem em orbitais localizados nas proximidades dos sitios da rede (magnetismo localizado). Esse ndo é o
caso de Fe, Co e Ni, pois nesses materiais 0 magnetismo ocorre nos elétrons itinerantes. Sabemos que um modelo microscépico
importante para a descri¢do de vérios desses compostos é o modelo de Heisenberg

Hy = —ZJZ-jSi-Sj, @D
i

onde as constantes de troca J;; sdo positivas, favorecendo o alinhamento dos spins. Efeitos relativisticos (interag@o spin-Orbita)
podem fazer com que os spins tendam a se alinhar ao longo de direcdes preferenciais do cristal. Em particular, em alguns
compostos, como YFeOgs, CrBrs ou LiHoFy, os spins s6 podem apontar em uma dire¢do, digamos z, no sentido de z positivo
ou negativo (ferromagnetos uniaxiais ou de eixo facil). Nesse caso, o modelo de Heisenberg simplifica-se e se torna o modelo
de Ising

Hp=— Z Ji5 82555 2.2)
]

Em outros casos, os spins podem apontar em qualquer direcdo num plano, digamos xy, e temos entdo o chamado modelo XY
(mais corretamente, o modelo X X, pois as duas direcdes no plano sdo equivalentes)

Hxy = — Z Jij (SMSQW + SUZSUJ) . (2.3)

4,J

Em todos esses casos, abaixo de T, o sistema apresenta uma magnetizacio espontanea

M=) (S;)#0seT <T,,

para os valores esperados das componentes apropriadas do spin. A magnetizagdo de um ferromagneto ¢ um exemplo de um
parametro de ordem, cuja caracteristica principal € ser nulo acima da temperatura critica e ndo-nulo abaixo dela. O conceito
do parametro de ordem (introduzido por Landau, ver Secdo IX) é extremamente importante na teoria das transi¢des de fase. Ele
representa uma nova variavel termodindmica necessdria para a descri¢do da fase ordenada (ferromagnética no caso acima).

Note que a transi¢do ferromagnética € acompanhada por uma quebra da simetria de reversdo temporal (lembre que S; — —S;;
sob reversdo temporal). Esse € um exemplo de uma quebra espontinea de simetria, pois os Hamiltonianos (2.1-2.3) sdo
invariantes sob reversdo temporal. O estado termodindmico do sistema abaixo de 7', € que ndo € simétrico sob essa operagdo de
simetria (M — —M). Discutiremos brevemente mais adiante o importante conceito de quebra espontinea de simetria.

A medida que a temperatura vai se aproximando de T, a partir de valores mais baixos, a magnetizacdo esponténea vai di-
minuindo até que ela se anula exatamente em 7, (Fig. 1). E exatamente o fato de que M cresce a partir de zero para T' < T,
que caracteriza a transi¢do como continua. Se M tivesse um salto em 7. a transi¢@o seria de primeira ordem ou descontinua.
Préximo de T, o comportamento de M tem a seguinte forma

M ~ (T, —T)", (2.4)

onde o sinal ~ deve ser lido como “vai com a temperatura da seguinte forma” (ou seja, estamos mais interessados na lei de
poténcia que no coeficiente do termo do lado direito). O expoente 3 é um exemplo de um expoente critico. Para sistemas com
simetria Ising, o valor experimental 3 ~ 0.31 — 0.33. O conceito de universalidade vem do fato de que o valor de (3 parece
ser o mesmo (dentro da incerteza experimental) para fodos os sistemas magnéticos com simetria Ising! Como veremos a seguir,



(b)
I M>0

MM,

=0 ® Critical point B

M<0 M=0

Figura 1: (a) Magnetiza¢do de um ferromagneto como fun¢@o da temperatura; (b) Diagrama de fase do ferromagneto no plano H —T'. A linha
vermelha representa magnetizagdo expontanea.

até sistemas ndo-magnéticos, como a transi¢ao liquido-gds, parecem apresentar o mesmo expoente critico. J4 se o sistema for
melhor descrito pelo Hamiltoniano de Heisenberg, Eq. (2.1), o expoente serd diferente (embora no caso particular de 3 o valor
ndo seja tdo diferente).

Consideremos agora outras quantidades fisicas. Préximo de 7%, tanto acima quanto abaixo desse valor, o calor especifico
apresenta uma fraca divergéncia

C(T) ~t, 2.5)

onde introduzimos a notacio conveniente t = |T' — T.| /T.. E comum também fazer a distin¢iio entre os expoentes criticos
acima () e abaixo (') de T, embora os valores sejam iguais dentro da resolugdo experimental, o ~ 0.1 (para simetria Ising).

A dependéncia da magnetizacdo com o campo magnético aplicado (suposto pequeno) exatamente em 7' = 7', também define
um expoente critico

M (H,T =T,) ~ H?, (2.6)

Experimentalmente, para simetria Ising, § = 5.
A susceptibilidade critica, medida com H — 0, também € divergente

=, T > 1T,
X (1) ~ { =7 T < T 27

Para sistemas Ising, observa-se v ~ 7' ~ 1.23 — 1.25.
Mais dois expoentes criticos podem ser definidos. Eles envolvem o comportamento da fungdo correlacio entre spins distantes
entre si. Podemos definir a fun¢io correlacio (conectada) da seguinte maneira

G (r) = ([S(r) = (S(x)]-[S(0) = (S(O))]), (2.8)

onde usamos a coordenada continua r para rotular a posi¢do do spin. Note que os valores esperados (S (r)) = (S (0)) sdo nulos
para T > T, e ndo nulos do contrério. Claramente, G (r) mede a correlagéo entre spins distantes de r e deve ser uma funcdo
decrescente do médulo de r, pelo menos para |r| suficientemente grande. Observa-se que, se T # T existe um comprimento
caracteristico £ (T'), chamado de comprimento de correlacdo, que determina a escala de decaimento de G (r) para longas
distancias (d € a dimensionalidade do sistema, ndo do parimetro de ordem)

| emr/Em)
G(r) ~ gd—2 (r/g)(d—l)/Q

(r>¢). 2.9)

Dessa forma, spins separados de uma distancia > £ estardo descorrelacionados. Exatamente em 1" = T, a funcdo de correlagdo
obedece uma lei de poténcia

(2.10)



que define o expoente critico 7, também chamado de dimensao anémala. A forma da funcio de correlacdo (2.10) também é va-
lida suficientemente proximo de 7. se 7 < £. A funcgéo de correlacdo pode ser medida através de experimentos de espalhamento
de néutrons. Para sistemas Ising, o valor de n ~ 0.01 — 0.04. Seu pequeno valor faz com que ele seja extremamente dificil de
ser determinado. Observa-se também que

t7v, T >T,,
£(T)~{t,/, T<T. @.11)

O expoente v = v’ ~ 0.63 para sistemas Ising. Exatamente em T = T, o comprimento de correlacdo € infinito. A divergéncia
do comprimento de correlacdo € uma das caracteristicas principais das transi¢des de segunda ordem, pois ele ndo diverge nas
transicdes de primeira ordem. Veremos mais adiante que isso estd intimamente ligado ao fend6meno da universalidade.

Definimos, portanto, 6 expoentes criticos diferentes. Veremos adiante que eles ndo sdo todos independentes e existem 4
relagdes entre eles, de modo que hé apenas 2 expoentes a determinar. Em todos os casos acima, observa-se o mesmo valor
dos expoentes em diversos sistemas fisicos. Estes parecem depender apenas do nimero de componentes do pardmetro de
ordem e, como veremos, da dimensionalidade do sistema (todos os sistemas magnéticos acima sdo tri-dimensionais; entretanto,
comportamento bi- ou uni-dimensional pode ser observado em sistemas fortemente anisotrépicos). O objetivo de uma teoria
geral dos fendmenos criticos € entender a origem da universalidade, do que ela depende e calcular os valores dos expoentes
criticos.

III. A SOLUCAO DE ONSAGER

E interessante observar os resultados obtidos em um dos poucos sistemas em que existe solucdo exata: o modelo de Ising
bi-dimensional, cuja solug¢do por Onsager em 1944 (para H = 0) é um dos maiores feitos de fisica teérica do século XX. Nesse
caso, obtemos

a = 0(log),

g = 1/8,

0 = 15,

v =T/ 3.1)
v = 1,

n = 1/4.

O expoente o = 0 significa que o calor especifico diverge logaritmicamente, como indicado, pois

lim <i> =Int.
a—0 [e%

E interessante notar que os expoentes criticos sao todos niimeros racionais. Isso ndo se repete (aparentemente) para outros
sistemas.

IV. A TRANSICAO LIiQUIDO-GAS

Outra transi¢do de fase importante € a transicdo liquido-gds. O diagrama de fases tipico de uma transi¢do como essa € o
da 4gua (Fig. 2). No plano P — T' (Fig. 2(a)), ao longo da linha de coexisténcia liquido-gds, para uma dada pressdo e uma
dada temperatura, hd varios volumes possiveis para o sistema (considerando N fixo), correspondentes as fracdes volumétricas
varidveis de liquido e gds. O que € importante notar é que a linha de transi¢des de fase termina em um ponto bem definido
(T., P., V), chamado de ponto critico, em que os volumes do gés e do liquido sdo idénticos. O entendimento pode ser mais
aprofundado com a andlise no plano P — V. O diagrama de fases correspondente no plano P — V' (Fig. 2(b)) mostra claramente
que, ao longo da linha de transicdes, existe uma diferenca entre os volumes da dgua liquida e do vapor d’dgua para um nimero
fixo de moléculas, ou seja, uma diferenca de volumes especificos ou de densidades. Essa diferenga, como ja dito, se anula no
ponto critico.

Pode-se tomar a diferenca entre a densidade do gés p, (ou do liquido p;) e p. = N/V, ao longo da linha de coexisténcia como
pardmetro de ordem da transicéo. Ela diminui a medida que 7" — T e € zero exatamente em 1’ = T,.. Dessa forma, as transi¢des
ao longo da linha sdo todas de primeira ordem, enquanto que exatamente em 1’ = 7. a transi¢@o € continua. Isso € confirmado
pela presenca de calor latente ao longo da linha de coexisténcia, que se anula no ponto critico.

Vale ressaltar aqui que a evolucdo do sistema a partir de seu estado liquido até seu estado gasoso pode se dar continuamente,
sem nenhuma transi¢ao de fase, como se pode observar no diagrama de fases no plano P — T'. Isso acontece porque ndo ha



Figura 2: Diagrama de fases da dgua, nos planos (a) P —T" e (b) P — V/, mostrando a transi¢do liquido-gés. A linha de transi¢cdes de primeira
ordem termina num ponto critico de segunda ordem (transi¢@o continua).

| Quantidade fisica |fndice | d=2 (exato) | d=3 |Camp0 médio || Heisenberg
Calor especifico « 0(log) 0.104 O(descont.) -0.1
Parametro de ordem Jé] 1/8 0.325 172 0.33
Susceptibilidade 04 /4 1.234 1 1.33
Parametro de ordem é 15 5.2 3 4.2
Comprimento de correlagdo| v 1 0.625 172 0.7
Funcdo de correlacio n 1/4 0.024-0.028 0 0.067

Tabela I: Valores dos expoentes criticos para a classe de universalidade de Isingemd =2ed = 3.

uma diferenca de simetria entre essas duas fases, ao contrdrio da fase sélida, em que had quebra da simetria de tranlacdo. Como
j4 foi dito, uma simetria ou estd presente ou ndo estd e ndo se pode ir de uma situacdo a outra “gradualmente”. Nesse sentido, a
transi¢do liquido-gds ¢ diferente da transicio ferromagnética.

A maneira segundo a qual a diferenga de densidades vai a zero a medida que 7. se aproxima define o expoente /3

pL— pe X pe — pg ~ 1. (4.1)
Analogamente, o calor especifico a volume constante em V' = V. diverge com a aproximagdo de T, definindo o expoente «
Cy (T)~t™. 4.2)
O andlogo da susceptibilidade magnética é a compressibilidade isotérmica

19V 10°%G

- - _ = 4.3
"TTTvor T T vor? )
Ela diverge no ponto critico (note a tangente horizontal no ponto critico no plano P — V'), definindo o expoente y
R ~ t. (44)
E interessante notar que
aP\?* ov
Cp—Cy=-T|=—) == 4.5
p—Cv ( 8T> 9P (4.5)

Portanto, a diferenca entre C'p e Cy € proporcional a compressibilidade. Como o expoente v > «, a divergéncia da compressi-
bilidade € dominante e determina a divergénciade C'p. Ao longo da isoterma critica " = T, temos que

pL— pe~ (P —P)"°. (4.6)

A funcio de correlacdo densidade-densidade, é definida como

G () = = (1o (x) = ][ (0) = 1) @)
A partir dela, definem-se os expoentes restantes v e 77 em total analogia com o caso ferromagnético (ver Secdo II).

O mais interessante é que os valores observados experimentalmente para os expoentes «, (3, 7, d, 7 € v s20 0s mesmos, dentro
da resolugd@o experimental, que os observados em sistemas ferromagnéticos de simetria Ising. Isso sugere uma forte analogia
entre esses dois sistemas e uma universalidade ainda maior do que se pudesse supor, pois engloba néio apenas diferentes sistemas
magnéticos, mas até transicoes de fase diferentes.

V. OUTRAS TRANSICOES E UNIVERSALIDADE

Outras transicdes de fase foram estudadas em seu comportamento critico. Dignas de nota sdo a transicdo superfluida do
1He, transi¢des antiferromagnéticas, transicdes de ordenamento em ligas bindrias, etc. Observa-se nelas também o fendmeno



da universalidade, ou seja, sistemas muito diferentes apresentam o mesmo comportamento critico. Sabe-se hoje (e veremos
adiante) que o comportamento critico depende apenas de algumas poucas propriedades da transicao, como a dimensionalidade
do sistema, o nimero de componentes do pardmetro de ordem e se as interacdes sao de longo ou de curto alcance. Todos os
outros detalhes, como o tipo de rede cristalina, as interagdes microscépicas (desde que sejam todas de igual alcance), e outras
ndo afetam o comportamento critico, ou seja, s@o irrelevantes para a determinacdo dos valores dos expoentes criticos. Foi um
dos grandes triunfos do grupo de renormalizagdo explicar a origem dessa universalidade.

Os exemplos dos modelos de Heisenberg, XY e Ising € interessante como ilustragdo de trés situa¢des que diferem pelo nimero
de componentes do parametro de ordem. Cada um desses modelos, em um dada dimenséo, é caracterizado por um conjunto
de expoentes criticos. O fato da transi¢@o liquido-gds ser descrita por um escalar e, portanto, por um parametro de ordem com
apenas uma componente explica, atavés do grupo de renormalizacao, porque os expoentes criticos de Ising sdo os mesmos dessa
transicdo. Analogamente, a transiciio superfluida do “He (e também a supercondutora) é descrita por um parimetro de ordem
complexo, essencialmente o valor esperado do operador de destrui¢do bosdnico em k = 0

¥ = (br=o) - D

Como ele tem duas componentes, segue que a transi¢do superfluida tem os mesmos expoentes criticos que o modelo XY tridi-
mensional. No jargéo, diz-se que pertencem a mesma classe de universalidade.

Vale a pena também chamar a atenc@o para o fato de que um outro tipo de transi¢do de fase continua tem atraido muito a
atencdo dos pesquisadores nos ultimos anos. Trata-se da chamada transicao de fase quantica. Sdo transi¢oes de fase que
acontecem em sistemas a I' = 0 como func¢do de um parimetro externo como a pressdo ou o campo magnético. Como o
sistema estd em seu estado fundamental em 7' = 0, trata-se de transi¢des entre estados fundamentais do sistema a medida que
o parimetro externo é variado. E claro que o zero absoluto de temperatura nunca é atingido, mas vimos que grande parte do
interesse das transi¢cdes continuas estd na vizinhanca do ponto critico e € esse que é estudado nas transi¢des quanticas.

Vale a pena tentar explicar a razdo do nome. Uma das caracteristicas mais importantes das chamadas transi¢des continuas tér-
micas (ou seja, aquelas que acontecem a uma temperatura finita) € a presenca de um comprimento de correlacio divergente. Isso
quer dizer que os graus de liberdade importantes para a transiciio sdo aqueles correspondentes a comprimentos de onda longos
e, conseqilientemente, baixas energias. A uma temperatura finita, a ocupacio desses modos de baixas energias é essencialmente
classica (Maxwell-Boltzmann). J4 no caso das transicdes a T’ = 0, esses modos obedecem a uma estatistica intrinsecamente
quéantica (Bose-Einstein ou Fermi-Dirac), dai o nome da transi¢do. As transi¢des quanticas ainda ndo sdo totalmente compreen-
didas e sdo objeto de intensa investigacao.

Finalmente, deve-se mencionar a questdo da desordem. A presenga de desordem é quase sempre inevitdvel nos sistemas e sua
influéncia na natureza do comportamento critico pode ser dramdtica. Em particular, alguns tipos de transi¢do sao geradas pela
desordem. Um exemplo importante e central sdo os sistemas chamados de vidros de spin. Trata-se de sistemas magnéticos que
apresentam o que parece ter todas as caracteristicas de uma transi¢do de fase continua, mas em que os spins na fase “ordenada”
ndo assumem nenhum padrao ordenado espacialmente, mas apenas “se congelam” numa configuracdo aleatéria. O entendimento
desses sistemas também € bastantes controverso e eles representam um campo de fronteira na pesquisa em matéria condensada.

VI. A TEORIA DE WEISS DO FERROMAGNETISMO

O estudo de fendmenos criticos é fortemente baseado no estudo de modelos. Embora esses possam parecer super-
simplificados, o fendmeno da universalidade sugere que ndo importa muito qual modelo ¢ utilizado pois ele deverd levar aos
expoentes criticos corretos (claro, desde que “ndo se jogue fora o bebé com o banho™). Ao final da andlise, esperamos poder
justificar a utilizag@o de modelos simplificados.

O modelo mais importante que estudaremos é o modelo de Ising. Como dissemos, ele deve ser capaz de descrever o com-
portamento critico de ferromagnetos uniaxiais (de “eixo féacil””), assim como o ponto critico da transi¢do liquido-gds. Vamos
reescrevé-lo aqui, supondo apenas intera¢do entre primeiros vizinhos

Hr=-JY_S:S;, (6.1)
(id)

onde o simbolo (ij) indica primeiros vizinhos. Por simplicidade, omitimos o sub-indice z. Vamos tentar supor por enquanto
que a rede é uma rede hiper-ctibica (quadrada em 2D, cibica em 3D, etc.).

Um importante tratamento do modelo de Ising é a teoria de campo médio de Weiss. Cada spin da rede interage apenas com
seus z = 2d primeiros vizinhos (nfo confundir com a dire¢do 2). A teoria de Weiss parte da suposi¢do de que cada spin pode
ser escrito como seu valor médio mais flutuagdes em torno da média

S; = (S;) + 65, (6.2)
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Figura 3: Solucdo gréifica da equagdo da teoria de campo médio de Weiss (h = 0) para (a) T' > T. = zJ (uma solucdo estdvel em m = 0) e
(b) T' < T, (duas solugdes estiveis com m # 0 e uma instdvel em m = 0).

Cada par de primeiros vizinhos ¢ e j, portanto, interagira através de
SiS; = [(Si) + 685 [(S;) + 6551 = (Si) (S;) + 65 (S;) + (Si) 6S; + O [657] (6.3)
e desprezam-se os termos quadraticos na interacio. Re-escrevendo a Eq. (6.3) em termos das varidveis de spin originais
SiSj = — (8i) (S5) + 5i (Sj) + (i) 5

Vamos nos concentrar primeiramente no caso uniforme, em que (S;) = m, independente do sitio j. Nesse caso,

Jz
Hyw N7m2 — hw Z S, 6.4)

hw = zJm. (6.5)
Fisicamente, a magnetizacdo média dos vizinhos age como um campo magnético efetivo hyy, chamado de campo efetivo de

Weiss. Se existe um campo magnético externo Hy — Hy — h Zl S;, o campo de Weiss € acrescido dele hyy = zJm + h. O
Hamiltoniano (6.4) é agora de trivial solugdo

Z(T,h) = Tr[ePHW] = ¢ NOTzm* /29N coshN (Bhy) (6.6)
f(T,h) = _BLN InZ(h) = ng - %m [2 cosh (Bhw )], (6.7)

onde a segunda expressdo nos dd a energia livre por spin, segundo a formulacio usual de mecanica estatistica. O préximo passo
consiste em achar a magnetizagao por sitio

m (T, h) = % Z (S;) = —W = tanh (Bhw ) = tanh [Bh + BzJm (T, h)], (6.8)
que é uma equacdo auto-consistente para a magnetizacdo m. Note que a mesma equacdo pode ser obtida, supondo m um
pardmetro variacional e minimizando a energia livre em relacdo a m (ver adiante mais detalhes). O método mais facil de solucdo
dessa equagdo é o método grifico. Basta plotar as curvas y = m e y = tanh (6h + fzJm) como fungdes de m e procurar
pela(s) intersecao(des), ver Fig. 3

O caso h = 0 € bem simples. Se 5zJ < 1, ouseja, ' > zJ = T,, a inclinacdo da tangente hiperbdlica em m = 0 € menor
que 1 e ha apenas uma solu¢do: m = 0. Essa solugdo € estdvel, no sentido de que ¢ um minimo da energia livre (prove isso). Ja



se BzJ > 1ouT < T, 3 solugdes aparecem: a solugdo m = 0, que passa a ser instavel, e duas solu¢cdes em m = tmyy # 0,
que sdo estdveis. Isso parece ter a fenomenologia correta de um ferromagneto. A medida que 7" — T'.", as 3 solugdes acima se
juntam em m = 0. Podemos expandir a Eq. (6.8) para m pequeno, ainda em i = 0, usando

3

tanhx ~ x — %, (6.9)
obtemos
(Tc — T) 1/2

Assim, a teoria de Weiss prevé § = 1/2. Analogamente,em T = T, (8 = 3. = 1/ (zJ)) para h e m pequenos
m (T, h) = tanh [Bch +m (T, b))
1
Beh +m (Te, h) = 2 [Beh +m (T, DIk

(38ch)"% — Boh = (33:h)"* ~ B2, (6.11)

m (Te, h)

Q

=m (T, h)

Q

Obtemos assim § = 3 pela teoria de Weiss. A susceptibilidade € obtida diferenciando a Eq. (6.8) em relagdo a h e fazendo
h = 0, sem esquecer da dependéncia implicita de m com h

o om| | Bt Ex
X (Lh=0)= Fp| = et (Bm/p)’
BBe
) ' 6.12
X B, cosh? (Bm/B.) — 3 o

ParaT > T,, m =0, e como (3. — 3 =~ (.t

x(T7h:O)z%, (6.13)
ey =1.ParaT < T, usando a Eq. (6.10)
m2 2
cosh? (Bm/B,) ~ (1 + 7) ~14+m?~1+3t, (6.14)
ecomo 3. — B~ —(.t
2
X (T,h =0) =~ B Lo _ B (6.15)

B.(1+3t)— B 2B 2t

que nos dd v/ = v = 1. O célculo do expoente do calor especifico dd uma descontinuidade em 7. (o« = 0) e é deixado como
exercicio. Assim, obtemos os 4 primeiros expoentes da Tabela I.

Para obtermos os expoentes 7 e v € preciso introduzir flutuagdes espaciais. Essas podem ocorrer devido a flutua¢des térmicas
ou devido a um campo externo varidvel no espaco

Hp — Hy =Y hiSi. (6.16)

Nesse caso, devemos admitir a possibilidade de que (S;) = m; varie no espago. Assim

haw = J Y _mj + hi, (6.17)
j=1
€
m; = tanh [ B m; + phi | . (6.18)

j=1
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Vamos tentar uma abordagem no continuo, em que as variacdes espaciais na escala do parametro de rede sdo muito pequenas.
Nesse caso, 7 — X €

m (x) = tanh ﬁJZm(x—l—Jj)—i—ﬁh(x) ) (6.19)
Jj=1
onde os unitdrios d; conectam o sitio ¢ aos seus z primeiros vizinhos. Expandindo nas derivadas espaciais
1
m(x+8;) = m(x) + 0o Vam (x) + §5ja5jﬁvav5m (x) + O (6%). (6.20)

Os termos de primeira ordem em ¢ e os termos cruzados de segunda ordem se anulam por simetria na soma sobre primeiros
vizinhos e obtemos

im (x +8;) = zm (x) + 62V?m (x),

donde
m (x) = tanh (BJzm (x) + BJ6>V?m (x) + Bh (x)) . (6.21)
Expandindo para pequenos valores do argumento
(BzJ —1)m — % (BzJm)® + BJ6*V?m (x) + Bh (x) = 0. (6.22)

Vamos explorar essa equagdo mais tarde em conex@o com a teoria de Landau (Se¢do IX).

VII. MODELO DE ISING DE ALCANCE INFINITO

A teoria de campo médio de Weiss pode ser obtida rigorosamente em dois limites equivalentes:
1. No limite que a dimenséo da rede vai a infinito.
2. No limite em que cada spin interage igualmente com todos os outros da rede (alcance infinito).

Fica claro porque esses limites fazem a aproximacgdo de campo médio exata. Em ambos os casos, cada spin vé um nimero
infinito de outros spins. Pelo teorema do limite central, as flutuacdes em torno da média de uma soma de N termos aleatdrios
cresce com VN e, portanto, a variacdo relativa cai com N ~1/2 gendo desprezivel quando o nimero de termos vai a infinito. E
interessante averiguar em detalhe como isso acontece no modelo de Ising. Vamos considerar o caso 2 acima. Nesse caso

J
Hfz—ﬁ;&sj—hzi:si, (7.1)

em que dividimos pelo niimero total de spins N para que Hamiltoniano seja extensivo (a soma tem N ? termos) ou, equivalente-
mente, para que o campo efetivo de Weiss seja intensivo. A fungdo particio é

Z(T,h) =Tr (e FH1),

Considere agora a seguinte identidade

exp( ) / \/Tﬁ‘] < Jy +5Jzy> (7.2)
{/ \/Wd exp [ y+ﬁ(Jy+h ZSH
NBJ [ ;6’ } {Hexp (Jy + h) sl-]}

/.
/ F [_—Jy}{Qcosh[ﬁ(Jy+h)}}N
N

dyexp [-NBL (y)], (7.3)

Segue que

Z (T, h)
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onde

Ly) = % _ %1n{2cosh 18 (Jy+ )]} (7.4)

A integral na Eq. (7.3) pode ser calculada pelo método do ponto de sela no limite N — oo. Para isso, precisamos achar o ponto
yo de derivada nula da funcéo L (y). Derivando, obtemos

yo = tanh [3 (Jyo + h)], (7.5)

que é a equacio da teoria de campo médio de Weiss, se identificarmos yg — m. A temperatura critica é T, = J (o reescalamento
com N no Hamiltoniano modifica ligeiramente a expressdo de 7, em relacdo a teoria da Secdo VI). A expressdao da fungdo
particdo é dada por

Z (Ta h) ~ exp [_NﬂL (yO)] ) (76)
onde y( é o ponto de minimo global de L (y). A energia livre por spin é
f(T,h) = L(yo) - (1.7

Compare com a Eq. (6.7). Note, como antecipamos na Se¢do VI, que a teoria pode ser obtida por minimiza¢do em relagdo a m,
tomado como parametro variacional. A magnetizag@o por spin é

7_% _ _3L(?J0)
-~ 0h oh

que ¢ o resultado antecipado. Os outros resultados sdo imediatos.

= tanh [3 (Jyo + )] = yo, (7.8)

VIII. TEORIA DE VAN DER WAALS DA TRANSICAO LIQUIDO-GAS

A teoria de Van der Waals para a transi¢@o liquido-gds tem o mesmo papel que a teoria de Weiss do modelo de Ising. Ambas
representam teorias de campo médio para as respectivas transicdes. Vamos recordar os principais elementos da teoria de Van der
Waals.

A equacdo de estado dos gases ideais € uma boa aproximacao para gases reais a altas temperaturas e baixas densidades

p-L 8.1)
v
onde v = V/N é o volume especifico (lembrando que usamos unidades tais que k5 = 1). Se nos referirmos a Fig. 2(b), veremos
que a Eq. (8.1) aproxima bem as isotermas hiperbdlicas a altas temperaturas. A baixas temperaturas, discrepancias comegam a
aparecer. Van der Waals propds as seguintes modificacdes para a equag@o dos gases ideais (elas podem ser justificadas a partir
da expansdo virial: para maiores detalhes, ver Statistical Physics, L. D. Landau and E. M. Lifshitz, 3rd. Edition, Pergamon,
Oxford, 1980, Cap. 76):

1. Fazer v — v — b, devido ao “volume excluido” resultante da repulsdo de curto alcance entre os 4tomos.

2. Adicionar um termo —a/v? ao lado direito da Eq. (8.1), devido a atra¢do de longo alcance entre os dtomos (interagio de

Van der Waals).
A justificativa para o segundo termo vem de supor uma diminui¢do da energia livre por particula, devido a atrag@o, proporcional
a densidade (“campo médio”): —Af « 1/v. Como P = —9f/0v, temos o segundo termo. A equacio de Van der Waals fica
entao
T a
P= - —. 8.2
v—>b w2 (8.2)

Vamos analisar as conseqii€ncias imediatas da equacdo de Van der Waals. Ela fornece uma equagao de terceiro grau em v

T a T a ab
20, gyt .2 @ . 3_ Ly 2 a ab_
v? (v —0>) v (v=">0)=v (b—i— )v +—=v 0. (8.3)

Essa equacgdo tem, em geral, 3 solucdes. Para temperaturas suficientemente altas, apenas uma solu¢do € real, enquanto que para
temperaturas mais baixas, as 3 solugdes sdo reais (ver Fig. 4). Quando hé 3 solugdes reais, na regido entre a primeira e a segunda
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— T=075T,
— T=0875T,
T=T, ]

c
— T=1I125T,

o 5

P/P

Figura 4: Isotermas derivadas da equagdo de Van der Waals (8.2), para vérios valores de 7.

a pressdo aumenta com o aumento do volume. Isso implica uma compressibilidade negativa, o que é termodinamicamente
proibido. Obviamente, isso ocorre porque a fungdo P (v) para T fixa derivada da Eq. (8.2) é analitica e ndo é capaz de gerar o
comportamento ndo analitico da regido de coexisténcia liquido-gas da Fig. 2(b). Isso pode ser remediado através da chamada
construcio de Maxwell: a regidio de coexisténcia, em que P permanece constante entre v; € v, € determinada de tal forma que
a diferenca entre o segmento horizontal e a equacdo de Van der Waals tenha drea total nula (contando a drea abaixo do segmento
horizontal como sendo negativa). Essa constru¢@o pode ser justificada através da imposi¢ao do equilibrio térmico, mecanico e
de troca de particulas entre as fases (ver Statistical Physics, L. D. Landau and E. M. Lifshitz, 3rd. Edition, Pergamon, Oxford,
1980, Cap. 84).

O ponto critico da transi¢io ocorre quando as 3 solucdes reais coalescem numa so raiz tripla. Nesse caso, a Eq. (8.3) se reduz

a
T a ab
3 — — 2 —) — — = — 3 =
v (b—i— P) ve + 7' P (v—2v.)” =0. (8.4)

Como isso ocorre em 1, e P,., obtemos

T a ab
c = b —C 2 = — 3 = —. .
3v + P 3v; P v, 7. (8.5)
Resolvendo as 3 equagdes para 3 incognitas
a 8a
c = b PC = =159 Tc - . *
ve = 3b, 2702 27b (5:6)
Uma das conseqiiéncias de (8.6) é que
P.v,. 3
=-. 8.7
T. 3 (8.7

A concordancia dessa razdo universal com a experiéncia ndo é de todo ruim, pois os valores ficam em torno de 0.3, o que é
surpreendente ja que se trata de uma descricdo tdo simples. Além disso, podemos reescrever (8.2) em termos de quantidades
adimensionais

I

P= 5 (8.8)

T

T = — .
T (8.9)

7= 2 (8.10)
Ve
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e obtemos uma equacio universal
_ 8T 3
P=——-—=. 8.11
3v—1 2 ( )
Essa € a chamada lei dos estados correspondentes.
O comportamento critico pode também ser extraido da equag@o de Van der Waals. Expandindo (8.11) quando suas varidveis

sdo proximas de 1 e definindo

T = 1+t, (8.12)
o= 1+06, (8.13)
obtemos
— 3
P =1+4t —6t0 — 593, (8.14)

onde levamos a expansio até O (t3/ 2), supondo que 6, ~ /|| como € o resultado de campo médio e como serd mostrado a
seguir. Note the ¢ 2 0 se T' 2 T.. Os volumes do gis e do liquido coexistentes, 0, > 0 e 6; < 0, sdo obtidos pela construcdo de
Maxwell parat < 0

?{vdP —0. (8.15)

Podemos ver que as isotermas obtidas a partir da Eq. (8.14), correspondem a uma fungdo fmpar de ¢ em relagdo ao ponto
Py =1+ 4t. Portanto, a construgiio de Maxwell fornece volumes 6, e 0; localizados simetricamente em relagio a zero, ou seja,
0y = —01.

Além disso

P(6,) =P (6,) = P(~6,), (8.16)
donde, usando (8.14),
62 — —at, (8.17)

que nos dd o expoente 3 = 1/2 e confirma o comportamento de campo médio assumido no inicio. Na temperatura critica t = 0
ede (8.14)

_ 3 P-P. 3(v—-u)\"
P-1=30"=— _§<”U”), (8.18)

que nos dd 6 = 3, também tipico de campo médio. A divergéncia da compressibilidade isotérmica pode ser obtida de

1 v 1 06
TS LoP T b 0P &1

De (8.14),

oP 9
— = —6t— =0°. 8.20
a0 2 (8.20)
Tanto para T' > T (ao longo de 6 = 0), quanto para T' < T, (02 = —4t)

Ky ~t7 8.21)

que dd v = +' = 1, de novo confirmando a natureza de campo médio da teoria. O célculo do calor especifico requer suposi¢oes
sobre a dependéncia da entropia com a temperatura e vai além da mera equacdo de Van der Waals, assim como os outros
expoentes que dizem respeito as variacdes espaciais das correlagdes. Esses ficardo mais claros a partir da teoria mais geral de
Landau.
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IX. TEORIA DE LANDAU DAS TRANSICOES DE FASE CONTINUAS

A natureza das transicdes de fase continuas € posta em bases mais sélidas e gerais pela teoria de Landau. A filosofia dessa
teoria € escrever um funcional (funcional de Landau) do parametro de ordem, cujo mimino funcional nos dé o valor de equilibrio
do parametro de ordem e a energia livre do sistema. O funcional de Landau pode ser deduzido no caso de teorias de campo médio
especificas, como a teoria de Weiss, Van der Waals ou BCS da supercondutividade. No caso geral, ele deve ser encarado como
uma descri¢do dos graus de liberdade de longos comprimentos de onda de uma teoria, uma vez que a fisica de curto alcance
(curtos comprimentos de onda) tenha sido “integrada”. Nesse sentido mais amplo, em que ndo estamos interessandos apenas na
minimizag¢do do funcional mas incorporamos também suas flutuagdes, a teoria de Landau vai além da teoria de campo médio e
define uma teoria de campos que servird como base para os nossos desenvolvimentos futuros do grupo de renormalizacio.

O funcional de Landau € construido, supondo-se a proximidade do ponto critico de tal modo que o pardmetro de ordem seja
pequeno em algum sentido. Nesse caso, podemos tentar expandir o funcional em poténcias do pardmetro de ordem e/ou de suas
derivadas. O funcional deve ser consistente com as simetrias do problema. No caso, vamos supor por simplicidade que haja
simetria de rotacao (tratamento do continuo, em que desprezamos efeitos de rede) e translagdo. A expansdo se fard em termos
de poténcias inteiras do parAmetro de ordem e de suas derivadas, de forma a preservar a natureza analitica do funcional. Assim,
para um parametro de ordem ¢, que supomos um vetor de n componentes, o funcional de Landau pode ser expandido como

2 2
L {60060 00i60.-} = [ ax { L) [r— v 60+ Ld () S () —h(x)- (x) + } o
A expressdo acima retém os termos principais para obtermos uma teoria compativel com as teorias das SecOes anteriores, mas
em outras situa¢des pode ser necessdrio manter outros termos. O ultimo termo quebra a simetria de rotag@o e deve ser encarado
como andlogo ao campo magnético. Vamos calcular a derivada funcional de L com relagdo ao campo ¢,

oL
5o (x)
Essa é a mesma Eq. (6.22) que obtivemos na teoria de Weiss generalizada para situagdes com dependéncia espacial (para o caso

de um pardmetro de ordem escalar). O minimo do funcional quando o campo aplicado é uniforme h (x) = hej, ocorre para um
parametro de ordem uniforme

=(r=v*) ¢ +uld(x) ¢ (x)]¢(x)—h(x)=0. (9.2)

@ (x) = doen, 9.3)
tal que
réo + ugy = h, 9.4)
que € o minimo do potencial
r U
V(9)=5¢6(x) ¢x)+ [0 d®] —h(x) ¢x). 9.5)
O caso h = 0 € instrutivo. Nesse caso, se 7 > 0, ¢g = 0. Entretanto, se r < 0,
r
Py = —— 9.6)
U

Note que necessariamente devemos ter u > 0, do contrario o potencial (9.5) é ilimitado inferiormente. Estd claro que para fazer
contato com as teorias de campo médio anteriores, precisamos supor que (a > 0)

r = at. 9.7

Dessa forma, da Eq. (9.6) segue que 8 = 1/2, como queremos. O potencial V (¢) para um pardmetro de ordem escalar e vérios
valores dos pardmetros r e h € mostrado na Fig. 5.
Os outros expoentes também sdo imediatos. Fazendo r = 0 na Eq. (9.4), obtemos

do = ~hV/3, 9.8)
u

e 0 = 3. Inserindo ¢ no funcional obtemos a (densidade de) energia livre de Landau

L
[ =3 =598+ 68— hov. 9.9)



v

Figura 5: Potencial de Landau V' (¢) (Eq. 9.5) para um parAmetro de ordem escalar e para (a) h = 0,7 > 0er < 0e(®)r <0, h > 0¢e

h < 0.

A susceptibilidade e o calor especifico podem ser obtidos das derivadas segundas em relacéio a h e T" (ou t) da energia livre. Os
pardmetros r e u tem dependéncias com h e ¢, mas a unica dependéncia importante € a de  com ¢: as outras sdo supostas suaves

e ndo criticas. Assim, para h = 0,

0 t>0
t,h=0)= ’
A ) { —%ﬁ t <0,
e o calor especifico apresenta uma descontinuidade em 7.
0 t>0
c ( t) _ P >0,
ol t <0,
dando o = 0. Analogamente,
_OF _y — 9 99
oh 07 D¢ Oh

Oh  dpodh dh 2 \ Oh

2f 9y Of by O*f (Do’
- Oh? Oh  dpodh Oh IR <_)

jadque 8f/0¢py = 0. Derivando (9.4) em relagéio a h

o 2000 0N 1 L t>0
— 3 — = 1 e at ’
Ton TR =T o T i sus |~k t<o.
Além disso,
ﬁ -1
Opooh
e
0% f at t>0
ZJ 3 2 _ )
lolor r ot 3udp { —2at t < 0.
Assim

0% f 1 { L ¢>0,
X:——_ a
Oh? L

T tdugl | - t<o.

(9.10)

©.11)

9.12)

(9.13)

9.14)

(9.15)

(9.16)

9.17)
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Obtemos, portanto, v = v' = 1.

Note que o funcional de Landau € perfeitamente analitico e as ndo-analiticidades da transi¢do de fase aparecem da condicao
de minimizagao.

Vamos analisar agora as flutuacdes espaciais da teoria. Para isso, voltemos a Eq. (9.1), especializada para o caso de um
pardmetro de ordem uniforme. Podemos expandir o integrando até ordem quadrética em torno do minimo ¢ (x) = ¢¢ + ¢ (x),
supondo que o campo externo € nulo

¢ (x) = [d0+3 (X)) = 5 + 2006 (x) + 8% (x), (9.18)
6 (x) V¢ (x) = ¢o V0 (x)+3(x) v (x), (9.19)
' (x) = [po+0 (x)]" = ¢ + 4670 (x) + 6658° (x) + O [6* (x)] (9.20)
de tal forma que L = f dx f (x), onde (o termo de primeira ordem em ¢ é nulo no minimo funcional)
£ ~ Lot Loga oo | UoT) 200 g
T270 g 2 2
1
= fo(T)+50(x) (€72 = v*)d(x), 9:21)
onde
-2 2 T t> 07
& =r+3ugy = { or £ <0, (9.22)
A razdo para a defini¢@o de ¢ ficard mais clara a seguir. Assim
Z[T,j(x)] = e @ +/’D6exp/dx [—%5(x) (E7=vH)ox) +i(x)d(x)|, (9.23)

que deve ser entendida como uma integral funcional sobre as flutuagdes J (x) do parAmetro de ordem e onde introduzimos um
termo de fonte j (x) & (x) que é 1til para tomar derivadas funcionais. A funcéo de correlagdo do pardmetro de ordem é

G(x) = (¢(x)(0) — ¢

G(x) = (5(x)5(0)). ©.24)
E fécil ver que
SInZ[T,j(x)] 1 . _
ST = 7o T @I=(60), ©.25)
PRI 1 g R
67 (x) 47 (0) §(x)=0 - ZI[T,j (x)]T [0(x) 6 (0)] (=0 72T, (x)] {Tr[0(0)]} S0 (9.26)
= (65(0) =G ). 027

E conveniente trabalhar no espaco de Fourier devido a invariancia translacional do funcional (d é a dimenséo do sistema)

§(x) = / dkdeik'xs(k), etc., (9.28)
(2m)

onde usaremos o mesmo simbolo para uma funcio e sua transformada de Fourier, a distingdo ficando ébvia pelo argumento.
Obtém-se

o[ L e e o
L_/(%)d {2 (E2+ K216 &)+ ( k)d(k)}, (9.29)

onde usamos que § (—k) = §* (k) para § (x) € R. Segue que, para j = 0 (ver Se¢do XI)

66 (@) = 6@ (k+a) (|8 0)°) 9.30)
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1
G (k) = o <|5(k)|2>. 9.31)

O valor esperado acima provém de uma integral gaussiana simples e

1

(9.32)

Esse € o resultado central procurado. Ele é conhecido pelo nome de funcio de correlagdo de Ornstein e Zernicke. Para analisd-lo
melhor é importante transformar de volta para o espago real

dk eik-x
G = | ——. 9.33
&) / (2m) €2+ k2 039
A integral acima pode ser feita analiticamente (ver o livro do Goldenfeld) e obtemos (para d > 2)
(1-d)/2 1 —-r/¢
T e
G(x) = STz g2 (r/g)(d‘l)/2’ T#T,, (9.34)
r(42) 1
Gx) = — =5 o T=Te (9.35)

que € o resultado anunciado anteriormente nas Egs. (2.9) e (2.10). Da comparagdo pode-se ver que a teoria de campo médio
de Landau prevé n = 0. Além disso, confirmamos que o simbolo ¢ é realmente o comprimento de correlagdo como definido
anteriormente. De (9.22), obtemos finalmente que v = 1/2. Isso completa a determinagéio dos expoentes criticos de campo
médio anunciados na Tabela I. E interessante notar e fica como exercicio derivar a fungdo de correlagio (9.33) diretamente da
Eq. (9.37) (ou equivalentemente de (6.22)) através de derivacao funcional

9
oh (0) h(x)=0 ’

(ver Egs. (9.25-9.27)). Isso ilustra também porque G (x) é também chamada de fungéo de Green.

G (x) (9.36)

A. Derivacio alternativa

Vamos rederivar a expressio acima, usando derivacio funcional e gereralizando para o caso de um parametro de ordem real
com n componentes. Vamos primeiro re-escrever a equacio de Landau em componentes

(r=v?) ¢i (x) +u zn: o (X)] @i (%) — hi (x) =0 (9.37)
=
e vamos definir
Gij (%) = 2;’; ((’(3 oo (9.38)
Derivando implicitamente a Eq. (9.37) em relagéio a /2 (0) temos
(r = %) Gij (x) +u i i (x)| Gij (%) +ug; (x) lQ zn: ok (x) G (X)] = 6,6 (x). (9.39)
k=1 k=1

Quando h (x) = 0, para T > T, ¢; = 0 enquanto que paraT < T,
¢i (x) = ¢00i1, (9.40)

onde escolhemos arbitrariamente a direcdo ¢ = 1 como sendo aquela em que pardmetro de ordem se congela. Assim

(T + ’U,(Z% + 2U¢36i)1 — V2) Gij (X) = (Sij5(d) (X) . (941)
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Como a matriz que multiplica G;; (x) € diagonal, sua inversa também é. Assim obtemos no espaco de Fourier

Gij (k) = (Sij [61')1(;1 (k) —+ (1 — (5@1) Gt (k)] , (942)
onde
1
Gi(k) = T 9.43)
l
1
Gilk) = =7 (9.44)
t
(]
&2 = r+3ugl = { o izg (9.45)
&2 —r+u¢§—{gizg’ (9.46)

O resultado para a fung@o de correlag@o longitudinal € o mesmo obtido anteriormente no caso n = 1, mas a funcéo de correlacio
transversal € um resultado novo. Embora &, = £, para T" > T, o comprimento de correlagdo transversal € nulo para 7' < 7.
Esse resultado, especifico de pardmetros de ordem continuos (n > 1), reflete o fato de que as flutuacdes transversais do parametro
de ordem com comprimentos de onda A — oo tém energias nulas (teorema de Goldstone).

X. FLUTUACOES E CRITERIO DE GINZBURG

Podemos determinar a validade da teoria de campo médio dentro da prdpria teoria. Vamos fazer isso de duas maneiras. Vimos
que a hip6tese basica da teoria de campo médio estd em desprezar as flutuagdes em torno do valor médio do pardmetro de ordem.
Podemos usar a fungdo de correlacdo para estimar essas flutuagdes. Sabemos que

G (x) = (¢ (x)$(0)) — ¢ (10.1)

e que, pela Eq. (9.34), o comprimento de correlacéo £ determina a escala além da qual o pardmetro de ordem se descorrelaciona.
Assim, estimamos a variincia de ¢ como

03 = G (|x| =€) ~ 274~ D2, (10.2)

Devemos compard-la com ¢3 ~ t e exigir que as flutuagdes sejam pequenas

0.2
L @2 (10.3)
%

Esse é o chamado critério de Ginzburg. Ele é extremamente importante porque ele determina a regido de validade da teoria
de Landau. Vejamos suas conseqiiéncias. Para d > 4, o critério (10.3) é sempre satisfeito suficientemente préximo da transi¢do
(t < 1). A teoria de Landau, portanto, descreve bem o comportamento critico. Para d < 4, entretanto, a variagao relativa do
parametro de ordem diverge a medida que nos aproximamos do ponto critico. Isso mostra que a teoria de Landau € invalida
como descri¢do do comportamento critico para d < 4. Os resultados da teoria, no entanto, podem ainda ser utilizados para
d < 4, fora da chamada regido critica, ou seja, para

Hd=0/2 5 1, (10.4)

E importante notar que ainda assim é possivel satisfazer a condi¢io de que ¢ = /—7 /u = y/at/u < 1, necessdria para a
validade da expansdo do funcional de Landau. A dimenséo d,. = 4, acima da qual a teoria de Landau é vélida mesmo na regio
critica € chamada de dimensao critica superior. Nossa tarefa serd tentar ir além da teoria de Landau em dimensdes abaixo da
dimensdo critica superior.

A divergéncia das flutuacdes abaixo de 4 dimensdes pode também confirmada através do célculo das corre¢des do calor
especifico devido as flutuagdes. A correcdo a energia livre devido as flutuagdes € obtida diretamente de (9.29) (ver Secdo XI)

IR R 1 [ dk 1 1 [ dk
Af =—In(detG 1) :—§Tr1nG:—§/(27T)dln TR =3 Wln(at+/€2), (10.5)
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onde a pode ser obtido de (9.22). Note que estamos desprezando a dependéncia com 3 ~ (., que é uma quantidade ndo critica.
Assim

AC x —

2 ~2 A
’Af @ / dk 1 (106)
0

oz X2 (27T)d (€2 + k;2)2’

onde introduzimos um “cutoff” para vetores de onda grandes, que reflete o pardmetro de rede. Para analisar essa integral, vamos
escrever a variavel de integragdo como uma quantidade adimensional q = ¢k

~2  rAE
ACO<§4_da—/ dqd%. (10.7)
2 Jo @2 (1+¢?)

Quando T" — T, o comprimento de correlacdo diverge e com ele o limite superior da integral em (10.7). O integrando nessa
regido se comporta como

AE qdfl ded
| e~ a9 (10.8)
que converge quanto £ — oo se d < 4. Nesse caso,
AC o £ 4 == d)/2, (10.9)

Vemos assim que as correcdes devido as flutuacdes divergem na regido critica e mostram que as flutuagdes invalidam a teoria
de Landau para d < 4. E interessante notar que, tomado como um modelo da transi¢cdo, o modelo acima (chamado de modelo
gaussiano, por incorporar apenas as flutua¢des quadraticas) fornece o expoente critico

a:2—g. (10.10)

Note que se d > 4, a integral ndo converge no limite superior, o que apenas nos diz que ndo podemos fazer a troca de variaveis
k — q = k. De fato, podemos fazer =2 = 0 em (10.6) e

A 7.d—1
k d_alA
/0 Sk~ R (10.11)

que converge no limite inferior se d > 4. E importante notar que a divergéncia de AC para d < 4 ocorre devido ao limite
inferior da integral em (10.6), apesar de sua aparigao no limite superior da integral re-escalada. Isso fica claro fazendo £ =2 = 0

em (10.6) e notando que a integral diverge no limite inferior. As flutuacdes divergentes sdo flutuagdes de longos comprimentos
de onda.

XI. INTEGRACAO GAUSSIANA

Vamos fazer uma digressdo matemdtica para estabelecer as férmulas das integrais gaussianas, que aparecem freqiiéntemente
em nosso desenvolvimento. Consideremos primeiramente uma varidvel apenas. Nesse caso

[ee] (e’ .\ 2 .9
) = A2y ): S A R
! (a7j) B / de P ( 2x * I / dr P 2 (w a) + 2a‘|

. o0 . 2
_ ef/za/ dvexp (~5a?) = &'/ [, (1L.1)

0o 2] ;
/ dza? exp (—g:cQ —|—jz) = %

Segue que

(11.2)

— 00

Jj=0

Considere agora que hd N coordenadas z; e que

N
e 1
T =1
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onde A;; é uma matriz real simétrica positivo-definida (seus autovalores sdo positivos) e onde usamos a convengao de Einstein
de que indices repetidos sdo somados. Seja S;; a matriz ortogonal (S~! = = 87 que diagonaliza Ayj

SikAszIEI = a;0;5, (11.4)

onde a; > 0 sdo os auto-valores de A;;. Se y; = Si;jx;, entdo x;A;;2; = yiSikAlel;lyj = a;y?. Além disso, jz; =

JiSs; Yy; = hjy;, onde h; = S;;7;. Levando em conta que o Jacobiano da troca de varidveis 2; — y; é det.S = 1, entio
I[Aij, 5] = Hd exp [ —Saiy? + h
ijy Jil = Yi €Xp 5 Zyz iYi

— H h2/2a1\/i

onde
Assim
. (27T)N/2
I[Ay,5i] = ijwk- (11.5)
vdetA J)k 1

Generalizando para integrais funcionais, onde : — x, etc., temos

[ Pocoes [—3/dx/dy¢>(x>A< )+ [ axi ().

—mmwylem{/ﬂ/@j nm} (11.6)

Z1j (%)]

Em (11.6), o determinante geralmente é calculado depois de diagonalizado o “operador” A (x,y). O operador inverso de
A (x,y)é, por defini¢do

/dz/rl (x,2) A(z,y) = 0D (x —y). (11.7)
Note que, se definimos

[ Do (x)O (x)exp [—% [dx [dyd (x) A(x,y) ¢ (¥)]

O = D) W exp [ [ dx [dys () Ak y) 0 (3)] e

onde O (x) é qualquer operador local, entdo
(6(x)) = %Wm_o (119
L = (1110
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onde (AB) = (AB) — (A) (B). Segue que

con

(p(x) = /dyA*l(x,yM(y) (11.11)
() (Y))eon = A (xy)- (11.12)

XII. TEORIA DE ESCALA

Antes do desenvolvimento da teoria do grupo de renormalizacdo, alguns pesquisadores perceberam que na regido critica as
quantidades fisicas tinham um comportamento mais simples como fun¢do dos pardmetros externos, como temperatura e campo
magnético no caso dos ferromagnetos. Um dos primeiros a notar essa simplificacio foi Ben Widom"? (outros também per-
ceberam, como Patashinskii e Pokrovskii’). Essa simplificacdo leva o nome de teoria de escala (ou de escalamento, “scaling
theory”). Uma das conseqiiéncias mais importantes da teoria de escala € mostrar que os expoentes criticos ndo sdo independen-
tes, mas satisfazem algumas relacdes (leis de escala). Partindo de consideragdes termodindmicas, essas relagdes haviam sido
demonstradas antes da teoria de escala como desigualdades. Por exemplo, mostrou-se que

a+28+vy>2. (12.1)
A teoria de escala demonstrou que elas eram satisfeitas como igualdades, ou seja, que
a+28+y=2. (12.2)

A teoria do grupo de renormalizagdo ird demonstrar a validade da teoria de escala.

A teoria de escala pode ser escrita em vdarias formas. Vamos considerar primeiro a densidade de energia livre de um ferro-
magneto, na regido critica, como fungéo de h e T, mais precisamente sua parte singular. A teoria de escala parte da suposicio
simples (hipétese de escala) de que f depende de h e 7' numa combinagdo bem definida

f(T,h) =t>"® (%) , (12.3)

onde o expoente A é chamado de “expoente do gap”. Os expoentes o e A e a fun¢do ¢ (chamada de funcio de escala) sio
todos universais (mas que variam com a dimensao e o nimero de componentes do parametro de ordem, ou seja, com a classe de
universalidade). Vamos examinar as conseqiiéncias da hipétese de escala.

O calor especifico é dado por

DY ALY o [ h hA o . [ h
=T e [@‘O‘” ‘P(ra)‘wlt ¢ (t_A)]
) . hA h
— (2-0&)(1-0{)t @(t—A>—(2—a)tl tA+1(I)/ (t_A)

tA t2(A+1) tA

i

~ = (2—a)(1—a)®(0)t7, (12.4)

em que fizemos h = 0 ao final. Obtemos assim a divergéncia esperada do calor especifico com o expoente adequado, que foi a
razdo para a escolha do coeficiente de ®. Se agora derivarmos em relagdo a h podemos obter a magnetizagdo

__g_ 2—a—A g/ i
m= -z =t o (5 ) (12.5)

Tomando h — 0 devemos obter a magnetiza¢do expontinea para T’ < T, (supomos que ¢ = |T' — T,| /T, acima). Assim,
m e~ @ (0)t27 A ~ 1P, (12.6)
Assim, deduzimos que

B=2—a-A. (12.7)
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Derivando (12.5) mais uma vez em relacdo a h obtemos a susceptibilidade

x="m ) (1258)
donde se deduz

N =2A+a—2. (12.9)
Podemos agora eliminar a varidvel desconhecida A de (12.7) e (12.9) para obter

a+28+~=2, (12.10)

que ¢ a relacdo de Rushbrooke (ou Essam-Fisher), j4 mencionada. Além disso, podemos fazer t — 0 em (12.5) para obter a
equacdo de estado no ponto critico e com isso o expoente §. Entretanto, parece haver um problema nesse caso, pois o argumento
de ® tende ao infinito. Nesse ponto, precisamos perceber que, para que a equacio nao dependa de ¢ ao final, é preciso que
quando x — oo

P () ~ g2 A/A (12.11)
de tal forma que os fatores de ¢ se cancelem. Nesse caso,
m o~ hEma=R)/A /s (12.12)
Assim
d2—a—-A)=468=A. (12.13)
De (12.7),A=2—a—fFede (12.2),a+ 3 =2 — v — 3, donde
A=08+7. (12.14)
Finalmente, de (12.13) e (12.14)
B =B+, (12.15)

que ¢é a segunda igualdade de expoentes que obtemos.
Para derivarmos as outras leis de escala precisamos analisar a funcéo de correlagdo. Sabemos que na regido critica, ela depende
de r e £. Assim a hipdtese de escala pode ser escrita

G (r) ~ r— (@240 <§> 7 (12.16)

onde introduzimos uma nova fungéo de escala I". Claramente, I" (z) ~ const. quando z — 0, a fim de recuperarmos a expressdo
critica da fungdo de correla¢do. Para relacionar essa expressdo com outros expoentes é preciso lembrar que a integral de G (r)
sobre todo o espaco nos da a susceptibilidade

X ~ /de (r) ~ /OO ri=ldrG (r). (12.17)
0

[T e (g [T (T dr~ e [ () d (12.18)
X o rdT2rm ¢ 0 3 0 Y v '

onde re-escalamos a varidvel de integracdo r = y&. Como § ~ ¢ =%

Assim

Y~ t—(2—77)1// Yy () dy ~ £, (12.19)
0

donde

y=v(2-n). (12.20)
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E importante frisar que essas leis de escala envolvendo os expoentes sdo independentes da dimensio (embora os valores dos
expoentes variem com a dimensdo). De fato, além de valerem em 3 dimensdes, é fécil checar a partir da Tabela I que elas
também sdo vélidas em 2 dimensdes. Existe uma ultima lei de escala, entretanto, que depende da dimensionalidade e tem, por
isso, um status ligeiramente diferente. Ela parte da suposi¢do (como sempre, a ser justificada mais adiante com o grupo de
renormalizacdo) de que a divergéncia da densidade de energia livre € uma conseqiiéncia direta da divergéncia do comprimento
de correlagdo. Na verdade, fodas as divergéncias criticas t€ém essa origem. A densidade de energia livre se relaciona com a
funcdo parti¢do através de

1
f~ 7a nZz (12.21)
e tem, portanto, dimensdo de L~ j4 que Z é adimensional. Segue que a dependéncia singular de f na regido critica serd
governada por ¢ da seguinte forma

fred (12.22)
Parah =0,& ~t77, logo
[t (12.23)
onde, na dltima passagem, utilizando a Eq. (12.3) para h = 0. Assim obtemos uma lei de hiper-escala (“hyperscaling law”)
2 —a=uwvd, (12.24)

que € a ultima relagdo procurada e que depende diretamente da dimensdo d. Observe como também ela é obedecida pelo modelo
de Ising bi-dimensional. As leis de hiper-escala sdo obedecidas por sistemas que se encontram abaixo de sua dimensao critica
superior (d,. = 4 para as classes de universalidade de Ising, XY e Heisenberg), mas sio violadas acima dessa dimensao. Com
efeito, os expoentes de campo médio, que sdo sabidos exatos para d > 4, ndo obedecem a Eq. (12.24) (¢« = 0, v = 1/2 e d
varidvel) , exceto exatamente em d = 4. E interessante perguntar como e se a Eq. (12.3) é compativel com a hipétese subjacente
a lei de hiper-escala. A resposta é que ela é compativel sim, ji que o préprio comprimento de correlagdo obedece a uma relagao
de escala como fungdode T e h

Ent VX (t%) , (12.25)

donde a Eq. (12.3) segue de (12.22) com ® (z) = X ~¢ (z).

Um comentdrio adicional deve ser feito. Ja frisamos anteriormente que os expoentes que podem ser definidos acima e abaixo
do ponto critico (e e o, v e v'e v e V') sdo na verdade iguais. N6s fomos um tanto descuidados com a regido acima e abaixo de
T, na discussdo acima e a priori deveriamos ter definido funcdes de escala acima e abaixo de 7}, como, por exemplo, (usando
agorat = (T —T,) /T¢)

oot (L), t>0,

C 12.26

f(T=h):{(

Entretanto, pode-se mostrar que (ver Modern Theory of Critical Phenomena, Shang-Keng Ma, Westview Press, Colorado, 2000,
pp. 112-113), como nfo existe singularidade em f (T, h) em T' = T, para h # 0, as fungdes P+ e &~ podem ser analiticamente
continuadas uma na outra, permitindo provar que a = o/, v = ' e v = v/. Além disso, isso nos permite mostrar que a razdo
dessas quantidades fisicas acima e abaixo de 7. € universal.

As 4 Egs. (12.10), (12.15), (12.20) e (12.24) para os 6 expoentes criticos definem uma teoria a 2 parametros independentes.
Assim, com a demonstracdo a ser feita da validade da teoria de escala pelo grupo de renormalizacdo, tudo que restard serd a
determinacdo de 2 entre os 6 expoentes.

A. Expoentes criticos e analise dimensional

E interessante se perguntar que tipo de informag@o a andlise dimensional nos fornece no contexto de fendmenos criticos.
Vamos considerar primeiramente a funcio de correlacdo critica

1
~—
rd*2+7l

G (x) (T=T.). (12.27)



24

Vimos que a teoria de Landau nos fornece

GLandau (X) ~ rd—2 (T = Tc) . (1228)

O resultado da teoria de Landau pode ser intuido por andlise dimensional. Com efeito, o funcional de Landau é uma quantidade
adimensional, pois ele aparece num expoente no célculo da fun¢do parti¢do, como na Eq. (9.23). Portanto, do termo que envolve
o Laplaciano, vemos que

6 ()] = LG9/, (12.29)

onde [O] denota a dimensé&o o campo O. Da mesma maneira, podemos deduzir que
] = L7, (12.30)
[u] = L4 (12.31)

Da prépria defini¢cdo da fun¢do de correlacio, esperamos portanto que
(G] = L* . (12.32)

Realmente, da Eq. (9.33) ou da Eq. (9.41) esse € o resultado esperado. Assim, a dependéncia obtida no ponto critico (12.28) é a
mais natural. Entretanto, a dependéncia realmente observada é a da Eq. (12.27), onde aparentemente hd uma violagdo da andlise
dimensional (daf o nome dimensao anémala). A explicacéo desse aparente paradoxo estd em que outra escala de comprimento
deve necessariamente estar envolvida. Como o comprimento de correlacdo € infinito no ponto critico, ele ndo pode fornecer a
escala procurada. A unica saida € apelar para um comprimento de onda microscopico, como o pardmetro de rede, que ja entrou
na teoria quando introduzimos o cutoff 1/A = a. Assim, a Eq. (12.27) deve na verdade ser escrita

a’

G(X)Nm (

T="T.,), (12.33)
de tal forma que ela tenha a dimensdo esperada. Vemos assim que as chamadas dimensdes andmalas sé podem aparecer devido a
uma combinacao especial envolvendo um comprimento microscopico. Note que na regido critica pode haver uma larga separacao
entre as escalas de a e £, de vdrias ordens de grandeza. Normalmente em Fisica, quando hd uma grande separagdo de escalas
as quantidades fisicas tém uma dependéncia simples, pois geralmente podemos desprezar a menor delas. Entretanto, fendmenos
criticos fornecem um contra-exemplo importante desse tipo de raciocinio, pois ndo podemos simplesmente fazer a — 0 na
teoria critica. Na verdade, toda a riqueza e a prépria existéncia de expoentes criticos nio triviais provém justamente dessa
impossibilidade.

Note que ao deduzirmos as leis de hiper-escala, implicitamente utilizamos a andlise dimensional ingénua (ver as Eqgs. (12.21)
e (12.22)), enquanto que ndo o fizemos em (12.16). Em fend6menos criticos, € necessdrio ficar atento para a possibilidade de
quantidades fisicas adquirirem dimensdes andmalas. Saber se e quando uma determinada quantidade adquire ou ndo dimensao
andmala é também uma pergunta respondida pela teoria do grupo de renormalizag@o.

XIII. TEORIA FENOMENOLOGICA DE LANDAU

O modelo de Landau foi motivado por nés através da teoria de campo médio. Além disso, vimos que era natural considerar
flutuagdes em torno do campo médio como sendo governadas pela acdo que é obtida da teoria de Landau através de sua expan-
sdo até ordem quadratica. A agdo quadratica define o chamado modelo gaussiano, que serve de ponto de partida para nossa
exponsicdo. Existe, entretanto, uma outra maneira de motivar o modelo de Landau que serd ilustrativa e importante para nossos
desenvolvimentos. Ela consiste na introducao de novas varidveis de configuracdo.

Seja, por exemplo, o modelo de Ising. A generalizacio para parametros de ordem com mais componentes € trivial. Sabemos
que préximo do ponto critico, o comprimento de correlagdo ¢ é muito longo. Portanto, regides R de dimensio linear menor que
¢ estardo fortemente correlacionadas, ou seja, o valor da varidvel de spin .S; assumird, com grande probabilidade, valores que
ndo variardo muito dentro da regido R. Isso nos motiva a introduzir varidveis de “grossa granulacdo” (‘“‘coarse-grained”) que
nos dardo o valor médio ou mais provével de S; parai € R. Seja R (x) uma regido hipercibida de lado ba centrada em x, onde
a € o parametro de rede e b € um niimero inteiro maior que 1. Entdo, definimos

¢ (x) = Fx ({Si}), (13.1)
onde F' é uma fungéo das varidveis .S; tais que ¢ € R (x). Existe uma certa liberdade na defini¢do de F'. Uma escolha possivel é

a média em R (x)

1
Fix({Si) =15 D S (13.2)

1€ R(x)
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Essa escolha ndo preserva a normalizaco original dos spins .S; = +1. De maneira geral, a fim de se “controlar” (ndo deixar que
ela divirja ou se anule) a normaliza¢@o das novas varidveis ¢ (x), usa-se

Fay <{Si}>=% > s (13.3)

i€R(x)

Outra possibilidade € a chamada “regra da maioria”

Poc(x)=sgn| Y S, (13.4)

1€ R(x)

que preserva a normalizagdo original. Se o niimero de spins em R (x) é par é preciso uma regra para “quebra de empates”, em
que a soma dos spins na regido da zero. Uma possibilidade é tomar o valor de um dos spins da regido tomado aleatoriamente, ou
entdo, tomar o valor de um spin numa posigéo fixa na célula (no canto [1, 1, - - - 1], por exemplo). O importante é perceber que
existe uma grande arbitrariedade na escolha da fungdo F. Uma vez feita essa escolha, definimos a agdo com granulacéo grossa
(“coarse-grained action”) ou agdo efetiva L [¢ (x)] como sendo

e AL = Trg, ¢ e PHISIT T 5 (¢ (x) — Fe ({Si})] ¢ » (13.5)

onde o sub-indice do trago denota a varidvel sobre a qual a soma é feita. Claramente, a nova ac¢do L [¢ (x)] tem configura¢des
definidas numa rede cujo pardmetro de rede é agora ba > a. A fun¢do parti¢do é dada por

Z = Tryp {e—ﬁL[¢(X)]} : (13.6)

que € idéntica a funcdo particio obtida através do trago sobre os spins com o Hamiltoniano original, como pode ser facilmente
comprovado da Eq. (13.5) e das propriedades da fun¢do delta. Assim, o funcional de Landau pode ser entendido a partir da
suposicdo de que a agdo efetiva L [¢ (x)] tem uma expansdo, préximo o suficiente do ponto critico, da forma que postulamos
na teoria de Landau. Nesse caso, o status da teoria de Landau fica claro. Trata-se de uma aproximagdo em que calculamos a
fungdo partigdo através da acdo efetiva L [¢ (x)] pelo método do ponto de sela. A teoria das flutuacdes que definimos (modelo
gaussiano), por outro lado, pode ser compreendida como derivada da expansdo da acdo efetiva em torno do ponto de minimo
até ordem quadrética. No entanto, a teoria completa, que deve descrever corretamente a transi¢ao de fase continua, inclusive os
expoentes criticos, provém de um trago completo sobre a acdo efetiva de Landau, que re-escrevemos aqui

L] = [ { Lo [r— 7709+ £lot0 ~n0 . (137)

Essa acdo define uma teoria de campos em dimensdo d que é equivalente a uma teoria quantica de campos em d — 1 dimensdes
espacias mais uma dimensdo temporal no espaco Euclideano (em que o tempo entra simetricamente em relagdo as outras dimen-
sdes espaciais, diferentemente do espaco de Minkowski, em que a “assinatura” da dimensao temporal tem sinal trocado). Essa
teoria € uma teoria “interagente” no sentido de que o termo qudirtico em u introduz interacdes entre os modos livres do modelo
gaussiano, descrito essencialmente por uma teoria em u = 0, e que é exatamente soltivel (ver Secdes IX e X).

Outra maneira de definirmos a teoria efetiva é no espago de momentos. Essa forma serd especialmente importante mais
adiante. Nesse caso, definimos as transformadas de Fourier como antes e escrevemos

e PH = Trg, § em IS TT 010 (k) = B ({Sih)] ¢ (13.8)
k| >A
onde
1 .
Fc({Sih) = Z emkRig, (13.9)

Note que nesse caso, introduzimos um corte nas somas sobre momentos A, que é o cutoff natural da teoria. Para que a trans-
formada de Fourier faca sentido, é preciso trabalhar com “spins” que assumam qualquer valor real € (—o00,00). Para isso,
geralmente € preciso adicionar ao Hamiltoniano original, uma “funcdo peso” que “controle” o tamanho de .S;. Uma possibili-
dade que é muito usada € um termo qudrtico

H[S)) = H (S + Y 75 (13.10)
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que tem uma inspirag¢do parecida com o termo qudrtico do funcional de Landau. O cutoff A na Eq. (13.8) “soma” sobre as
configuragdes de curtos comprimentos de onda (A < 27/A) de tal forma que a agdo efetiva L [¢ (k)] é definida para modos
k| < A

Z = Trygq,men {10} (13.11)

Supde-se (¢ muito dificil provar exatamente isso, mas as conseqiiéncias dessa suposi¢do sdo todas comprovadas na pratica) que
a acdo efetiva L [¢ (k)], quando devidamente transformada de volta para o espago real (ou seja, quando escrita em termos de
¢ (x)), também tenha a forma de Landau, Eq. (13.7).

E interessante examinar essa teoria mais detalhadamente. Nossa primeira tentagdo seria resolvé-la através de teoria de pertur-
bacdo em u. Entretanto, € interessante re-escrever a teoria em termos de quantidades adimensionais. Vimos na Secdo XII A, as
dimensdes das vérias quantidades que aparecem na acio efetiva. Como [r] = L2, podemos usar /2 como unidade de escala
de comprimento e definir novas varidveis adimensionais

y = r/%x, (13.12)
ply) = r* 9 (x), (13.13)
g = rld=9/2y, (13.14)
72
2
vy = — (13.15)
H(y) = r®9/4 (x) (13.16)
de forma que
1 2 g 4
Llpl= [ dy 5o [ =7]e M+ T —H @ ¢ () ¢ (13.17)
O termo de interagdo tem g = (4~4/2y como constante de acoplamento. Lembrando que o ¢, vemos que
gox 9N/ 2y 00 sed < 4. (13.18)

Vemos assim que a constante de acoplamento da teoria re-escalada tende a infinito a medida que nos aproximamos do ponto
critico, se d < 4. Af reside a dificuldade da regido critica: trata-se de uma teoria de acoplamento forte abaixo da dimenséo
critica superior.

XIV. SOMAS PARCIAIS E VARIAVEIS DE BLOCO

Vamos agora introduzir a idéia do grupo de renormalizacdo através das chamadas varidveis de bloco. Essas varidveis foram
introduzidas por L. P. Kadanoff*. Kadanoff fez algumas suposi¢des simples partindo das mesmas somas parciais que apareceram
na teoria fenomenolégica da Landau. A idéia principal consiste em abdicar de fazer uma soma completa sobre as varidveis de
configuracdo ¢ (x). Ao invés disso, iremos realizar uma “granula¢do” adicional da agdo efetiva (Egs. (13.5) ou (13.8)) para
varidveis definidas com uma resolucao ainda menor e descobrir como a a¢do efetiva muda sob essa transformacao.

Portanto, seja uma teoria definida numa rede de pardmetro a governada pela agdo efetiva de Landau, Eq. (13.7) (redefinimos a
rede da Se¢do XIII, de tal forma que o pardmetro agora € a). A agdo (13.7) é caracterizada pelos parAmetros (7, u, h) (Supomos
um campo magnético uniforme). Vamos fazer a “granulagdo” para uma nova rede de pardmetro ba, b > 1. Isso pode ser feito
através de qualquer uma das prescri¢des descritas na Se¢do XIII. Por exemplo, podemos usar a média na regido R (x)

_ T (x _ 1
A I VD Pt ) A )= D o) ¢ (14.1)
x YER(x)

Como explicado antes, existe uma grande arbitrariedade na defini¢io dessa fungdo de “granulagio”. E importante que ela nio
viole nenhuma simetria do problema e que represente uma espécie de média do pardmetro de ordem numa regiao de dimensao
linear ba. Estamos também assumindo que o pardmetro de ordem assume valores no intervalo (—oo, c0). A nova teoria é escrita
em termos de “variaveis de bloco” ¢’ (x), sendo que a nova rede é definida nos pontos espaciais x = (n1ba, naba, - - - , ngba).
Gostarfamos de definir uma teoria numa rede igual a rede original. Para isso, fazemos uma mudanca na escala de comprimento

x — x =x/b, (14.2)
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de tal forma que a rede dos pontos x’ continua a ter o parAmetro de rede anterior. Se a rede inicial tinha um total de N sitios,
a nova rede tem N/b? sitios. Além disso, para compensar a “perda de resolu¢io” muitas vezes é importante também re-escalar
0 novo parametro de ordem por um fator Af (voce pode imaginar que o novo campo precisa ser “intensificado” para que o nao
haja perda de qualidade na “imagem”). Esse fator de re-escalamento ja apareceu anteoriormente na Sec¢do XIII (Eq. (13.3)),
onde dissemos que ele é importante para “controlar” a distribuicdo das varidveis com nova granulagdo. Esse fator deverd ser
escolhido apropriadamente, como veremos a seguir. Assim, o novo campo € redefinido segundo

¢ (x) = AP (x) = AL o (x/b), (14.3)

onde revertemos para a notacdo anterior do pardmetro de ordem. Note que nem sempre esse fator € necessario ou sequer
apropriado. Em particular, no caso do uso da regra da maioria (13.4) os novos spins t€m o mesmo tamanho que os spins
originais e ndo se deve re-escald-los. Ao final, a nova teoria estd definida em termos das mesmas varidveis de configuracdo
¢ (x) numa rede de mesmo pardmetro de rede a. Entretanto, a nova teoria descreve a fisica numa escala de comprimento maior.
Escalas de comprimento [ na nova teoria correspondem a comprimentos bl na teoria anterior.

Vamos fazer agora a suposicdo de que a nova teoria também tem a forma de Landau. Entretanto, os pardmetros da nova teoria
serdo diferentes

/

Vot = [ {0 [ - 7o)+ S oG - W ()} (144

Assim, o procedimento descrito acima, define um mapeamento no espaco de funcionais de Landau
(ryu,h) — Rp (r,u,h) = (r',u',h'). (14.5)

Essa transformagdo é um exemplo de uma transformagdo do Grupo de Renormalizacdo. No caso em que os spins sdo re-
escalados como na Eq. (14.3), o grupo € chamado de linear. Ele é um grupo (mais corretamente um semi-grupo, porque nao
existe uma inversa) porque podemos compor duas transformacdes para obter uma terceira

Rb’Rb = Rb’b' (146)

Na verdade, o mapeamento gera outros termos nao presentes na ac¢do inicial, ou seja, a forma de Landau ndo é preservada
exatamente pelas transformacdes. Por enquanto, no entanto, vamos ignorar essas diferencas e voltaremos a elas mais tarde.

Veja que a funcdo parti¢@o calculada com a acdo original ou com a a¢do transformada deve ser a mesma (essa propriedade é
as vezes chamada de unitariedade)

Z (r,u,h) = Tryx) {675”‘;5(")]} =Z (' W) = Try {e_ﬁL/[¢(x/)]} : (14.7)
Como a densidade de energia livre é dada por

f= —%mz (14.8)

onde N é o niimero total de sitios e N’ = N/b?, segue que
fO' o ) =blf (r,u,h). (14.9)

Vamos examinar as conseqiiéncias das hipéteses acima. Suponhamos que escolhemos (7, u, k) na a¢do original de tal forma
que o sistema esteja muito préximo do ponto critico. Em varidveis fisicas, sabemos que num sistema ferromagnético, temos ao
nosso dispor apenas a temperatura e o campo magnético. O ponto critico corresponde a 7" = T, out = 0 e h = 0. Assim, a
regido préxima ao ponto critico corresponde at < 1 e h < 1. A nova agdo efetiva L’ corresponde a um sistema com outros
valores dos pardmetros de Landau (', u’, h’), ou equivalentemente, ¢’ e h'. Isso é intuitivo pois, o0 comprimento de correlagéo
¢ da agdo original é encolhido na descri¢do da nova agdo £’ = &/b, jd que re-escalamos os comprimentos pelo fator b. Um
comprimento de correlacdo menor corresponde a um sistema “mais longe do ponto critico” e, portanto, com valores diferentes
dos parimetros fisicos tais que |t'| > |t| e |h/| > |h|. Assim, podemos escrever

' = Ryt=fu(t), (14.10)
' = Ryh = fio (h). (14.11)

O ponto critico é caracterizado por £ — oo, de tal forma que os pardmetros da teoria ndo mudam. Em termos das varidveis fisicas
t e h isso implica que fy1 (0) = 0 e fi2 (0) = 0. Dizemos que o ponto critico é um ponto fixo do grupo de renormalizaggo.
Fisicamente, o ponto critico é caracterizado pela invariincia de escala (nio existe uma escala de comprimento caracteristica).
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Como o GR é, na realidade, uma mudanca de escala de comprimento, ele ¢ um ponto fixo da transformacdo. Linearizando as
Egs. (14.10) e (14.11) em torno do ponto critico, temos

t' = Ryt = Alt, (14.12)
h' = Ryh = Alh, (14.13)

onde A} = f, (0) > 1e A? = f/, (0) > 1. Finalmente, da propriedade de grupo, Eq. (14.6), fazendo b’ = 1 temos que
Ri=1= A, =1, (14.14)

onde i = t, hou¢. Para valores muito grandes de b podemos trata-lo aproximadamente como varidvel continua. Nesse caso,
derivando em relacéo a b’ a Eq. (14.6) aplicada as Egs. (14.12-14.13)

AA = bAG, (14.15)
onde AY = dA}/db. Fazendo b’ =1

din Al AY o
Zb b= =L InAj =AYb, (14.16)

onde usamos a condicdo inicial (14.14). Segue que

AL = b, (14.17)

onde d; = AY.
Em resumo, préximo do ponto critico podemos re-escalar as distincias por um fator b, x — x/b. Sob esse re-escalamento,
todas as relagdes permanecem invariantes, desde que um re-escalamento correspondente seja feito das varias quantidades fisicas

t — t =tb%, (14.18)
h — h' = hb, (14.19)
¢ — ¢ = pb™. (14.20)

Em outras palavras, o re-escalamento x — x/b pode ser “compensado” pelo re-escalamento de ¢, h, ¢ acima. Os expoentes d,
dp, dg, etc. sdo as chamadas dimensdes anomalas da temperatura reduzida, campo magnético, etc. E claro que o comprimento
de correlagdo também deve ser re-escalado pelo mesmo fator § — &' = £/b. Como

Emt ™V == (14.21)

dy’
que relaciona a dimensdo da temperatura reduzida com o expoente do comprimento de correlagdo. Vamos considerar agora

a densidade de energia livre. O re-escalamento da Eq. (14.9) em termos das varidveis fisicas que se re-escalam como nas
Egs. (14.18-14.19)leva a

bef (¢, h) = f (tb%, hb™) . (14.22)

Se essa relacio é valida pra qualquer b, podemos tomar b = byt~ /% de tal forma que

h h
_ 4d/dy dy 7dn _ vd
f(t,h) =ty (bo ,bohm> =t (TA) (14.23)
que € a forma da teoria de escala (12.3) se usarmos a relagdo de hiper-escala 2 — o = vd, e identificarmos
d
dt 1%

A funcio de correlacdo pode ser analisada de maneira andloga. Ela deve ser re-escalada por um fator b2%¢, pois é obtida pelo
produto de dois campos ¢. Assim (abaixo, r € o médulo de r, ndo o parametro de Landau)

G(rt,h) = Trop {e*ﬁL[¢<xﬂ¢(x+r)¢(x)} (14.25)
1 _ TENIS & NS
= Wﬂds'(xf){e Pl ()] ( ; )¢> (3)} (14.26)
1 T,
- Z)Q—d¢G(g,t,h). (14.27)
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Fazendo h = 0 por simplicidade
b G (r,t) = G (% tbd‘) . (14.28)

No ponto critico, podemos fazer t = 0 e b = byr, de tal forma que

G(r,t=0)=by "r2q ( blo 0) (14.29)
Comparando com a expressdo esperada
G(r,t=0) d712+n (14.30)
r
obtemos
2dy =d—2+n. (14.31)

Além disso, se escolhermos bt = by e lembrando que d; = 1/v segue que b = byt~ e

1 r
G(1t) = 15 (E,tbl/l’) (14.32)
1 rby ¥

= T 2+n)G< = ,b0> (14.33)
v(d—2+n) - —v

by ro\d+2-n b,

= T dren (p) G ( i ,bo> (14.34)
1 r

= (F/) (14.35)

que tem a forma (12.16) se usarmos que £ ~ t~" e donde deduzimos que

T () = (by )" G (b Y, bo) - (14.36)

Assim, deduzimos todas as relagdes da teoria de escala, das quais as 4 relacdes entre expoentes criticos podem ser derivadas.
Portanto, a origem da teoria de escala vem da possibilidade de re-escalamento expresso nas Eqs. (14.18-14.20), que formam a
base do grupo de renormalizag@o.

XV. SOLUCAO EXATA DO MODELO DE ISING UNIDIMENSIONAL

Vamos aplicar as idéias do GR ao modelo de Ising uni-dimensional. Antes, vamos resolver exatamente o modelo para obter-
mos um termo de compara¢do. Embora essa modelo ndo apresente uma transi¢ao de fase a temperatura finita como desejariamos,
ainda assim ele serve de guia facil para a introducdo do grupo de renormaliza¢do. O modelo é definido como

L L
Hr=-JY 8;Si1—h> S (15.1)
=1 i=1

Vamos supor, por simplicidade, condi¢des periddicas de contorno, tais que Sy11 = S1, ou seja, a rede tem uma geometria de
anel. A funcdo parti¢do do modelo pode ser escrita como

Z (T, J,h) = Tr {e PH1} = Z Z {[6K5152+H(51+S2)/2} {6K52s3+H<52+53>/2} [eKsle+H<sL+sl>/2”,
=+1

(15.2)
onde K = (3.J e H = [$h. Percebe-se claramente que temos uma estrutura de produto de L matrizes idénticas

eK+H efK
T_< k xn | (15.3)
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onde os elementos da matriz sdo rotulados pelos valores possiveis dos spins. A matriz T é conhecida como matriz de trans-
feréncia, pois ela “transfere” o efeito de um sitio ao préximo. Ela tem uma grande importancia em varios contextos de fisica
estatistica. Assim, a fun¢@o particao pode ser imediatamente escrita como o trago (por causa das condi¢des periddicas de con-
torno) da matriz transferéncia elevada a poténcia L

Z (T, J,h) =Tr (T*). (15.4)

O traco acima pode ser facilmente calculado apds a diagonalizagdo de T que é uma matriz simétrica e, portanto, pode ser
diagonalizada por uma transformacao ortogonal. Chamando os auto-valores (reais) de T de t;e t2, podemos escrever

Z(T,J,h) =tk L. (15.5)
Os auto-valores de T sdo
to =K (coshH +/sinh? H + 6*4K) . (15.6)
No limite termodindmico L — co, podemos escrever

L
Z(T,J,h) =tk |14 <§—2) ] =ty [1+e ], (15.7)

1

onde a = In (¢1 /t2) > 0, jd que ¢1 > to. Vemos assim que a fun¢io parti¢do é determinada exclusivamente pelo maior autovalor
da matriz de transferéncia. Finalmente, obtemos a energia livre por spin

T
f(T.0.h) = Jim | ~ZWZ (T, J, h)] =-Thnt;=—J Tl (coshH + V/sinh® H + e*4K) , (15.8)

— 00

que ¢ o resultado procurado.
Virias quantidades importantes podem ser calculadas. Quando h = 0, temos

f(T,J.h)=—J—Th(1+e %), (15.9)
donde a entropia por spin é
of oK e 2K 2J

enquanto que o calor especifico é
) 1 2.J 2K 27\ 1 2.J
7S L S A BN 7 RS Sy AT
or 142K\ T (142K \ T 1+e2K\ T

IN° (T
<T> sech (T) (15.11)

2
c(T) — <¥> e 2T . (15.12)

Q
—~

S
N—

Il

Quando T — 0,

A magnetizagdo por spin é dada por

sinh H 4 sinh H cosh H

Y L A ysinh? Hie v sih A (15.13)
, oh TOH  cosh H + \/sinh2 H + e 4K \/sinh2 H + e 4K .

Note que m (T, h — 0) — 0, mostrando que ndo h4d magnetiza¢do espontinea em qualquer temperatura 7' # 0, como jd
haviamos antecipado. Entretanto, quando 7" — 0

sinh H

T—0,h —
m (T =0, )_)|sinhH|

=sgn(H), (15.14)



31

mostrando que hd magnetizacio (saturada) em 7" = 0. Podemos dizer, portanto, que o modelo de Ising unidimensional tem
T. = 0. Note como a ndo analiticidade da magnetizacdo aparece em h = 0, por causa do limite termodinamico. Finalmente, a
susceptibilidade magnética é dada por

T — aom 1 e K cosh H B e2J/T 5
X ( )—% T —a7\3/2 T (15.15)
h=0 (smh H+e 4K) o

que diverge exponencialmente quando 7' — 0. Assim, vemos que embora possamos falar de uma transi¢do de fasea 7. = 0, o
comportamento critico € diferente do convencional, pois as divergéncias sdo exponenciais. Essa é uma caracteristica da chamada
dimensao critica inferior, que ¢ a dimensdo limitrofe abaixo da qual nio ha transi¢do de fase em uma temperatura finita. A
dimensao critica inferior da classe de universalidade de Ising é d; = 1.

Queremos agora calcular a funcdo de correlagdo. Tomemos primeiramente o valor médio de um spin qualquer .S;, que sabemos
ser igual a expressdo na Eq. (15.13). Podemos escrever

1
<Sl> = E Z o Z {T5152T5253 e .Tsi—lsi SiTSiSH»l o TSle}
Si1==%1 ==+1

1
=7 Z Z Z {Ts 5, sy, Ts,_,s, [551»5431'} ngsm"'Tsle}
Si=%1  Sp=+1 \§/=+1
1
- E Z o Z Z {TS152T52S3 o TSFlSi [0215{} TSQSHl e TSle} ) (15.16)

Si1=%1 Sr=%1 S;::I:l

onde 0; é a matriz de Pauli

od = ((1) 01 ) . (15.17)

1 i— —1
ETI‘{T 10'3TL +1}

Segue que

(Si)
1
onde usamos a propriedade ciclica do traco. Analogamente (r > 0)
1 ) ‘
<SiSi+T> = ETI' {T1_103TT03TL—1—T+1 }
1
= 7T {e" T (15.19)

As expressdes (15.18) e (15.19) podem sTer calculadas apds a transformacdo ortogonal que diagonaliza T. Nesse caso, precisa-

mos encontrar a matriz em que o se transforma. Se S € a transformagao ortogonal, definimos
3q-1 a b
So°S™ = , (15.20)
cd
de tal forma que
1 a b th o
Si = —-Tr 1
s g{(0) (0]
th + dtk
- aydady (15.21)

L L
ty +ty
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onde tomamos o limite L — oo na tltima passagem. Analogamente

1 a b tr 0 a b tk=m 0
SiSiyr) = T ! !
. Zr{<cd><0t5><cd>< 0 t5>}
- lTr at] bt} attT" btk
Z cth dth cthmr ke

_lg < a®th + beththT abtith T + bath )

Z acty + cdtht ™" bet[th T + d?th
o aPtE 4 be (thty TN ) + dPth
B th +tk
t K
— a®+be <t—2) . (15.22)
1
O valor da fung@o correlac@o conectada é
t2)" —r/
G (T) = <S151+T> — <S1> <Si+7~> =bc t_ = bece %y (1523)
1
onde
1

S 15.24
€ /) (15.24)

que nos dd uma expressdo exata para o comprimento de correlagdo. Usando as expressdes anteriores para os auto-valores da

matriz de transferénciaem h = 0
1 —2K J
¢l=In (%) — Incoth (T) . (15.25)
—e

No limite em que 7' — 0,

e2J/T

~
~

- . (15.26)

Vemos novamente que a divergéncia de £ € exponencial a medida que a temperatura decresce, caracteristica da dimens@o critica
inferior.

XVI. APLICACAO DO GRUPO DE RENORMALIZACAO AO MODELO DE ISING UNI-DIMENSIONAL

Devido & simplicidade do modelo de Ising uni-dimensional, a transformac¢do do grupo de renormaliza¢do pode ser obtida
exatamente. Isso ndo acontecerd em modelos mais complexos. E importante ter em mente também que o modelo de Ising
uni-dimensional ndo tem uma transi¢do de fase em temperatura finita, pois encontra-se em sua dimensao critica inferior. Como
vimos, T, = 0 e as divergéncias sdo tipicamente exponenciais. A generalizacdo dos conceitos relativos a transi¢des de fase a
temperatura finita tem que ser feita com cuidado, como veremos. Mais detalhes sobre as aplicagdes dessa Se¢do e a respeito de
outros modelos uni-dimensionais podem ser encontrados na Ref. 5.

A idéia € usar varidveis de bloco correspondentes a blocos de 2 spins. Se hd inicialmente L spins, faremos uma soma parcial
sobre blocos de 2 spins ficando ao final com um nimero L /2 de blocos. Essa tarefa é enormemente facilitada pelo uso da matrix
de transferéncia. Assim

L/2

Z(T,h) =TrT" = Tr (T?) (16.1)

Assim, vemos que a nova matriz de transferéncia das varidveis de bloco é simplesmente o quadrado da matriz T dos spins
originais, Eq. (15.3). Definimos, por conveniéncia, as varidveis auxiliares

u=ef=eP"cl01), (16.2)
v=et=ePrecl01), (16.3)
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onde restringiremos a discussdo a h > 0 devido a simetria h — —h. Nesse caso

1 2 1 1
— U u v =
T<uv v>:‘T2—< +ufvz 2+22>, (16.4)
Queremos que o sistema mantenha a mesma forma que ele tinha inicialmente. Assim, impomos que
1 / 2 1 1
T/ — OI uw'v’ U, — u + u2v2 v + 52 , (165)
(T v+l WP+ %

onde somos obrigado a introduzir uma nova constante C’ (inicialmente, C' = 1), pois a Eq. (16.5) corresponde a 3 equacdes e
precisamos de 3 incégnitas. Resolvendo as 3 equagdes acima obtemos

(u* +0v?) 1/2

o
v = e (16.6)
Y (vt 1) (16.7)
(ut + L + 02+ )
1/2 1/4
1 1 1
' = (v + ;) (u4 + v +02 + v_2> ) (16.8)

Note que nesse caso, os spins mantém seus dois valores originais. E facil ver que essas equagdes tem um ponto fixo no plano
(u,v) em

ut = 0, (16.9)
vt = 1, (16.10)

que corresponde a J/T = oo e h = 0. Claramente, esse é o ponto critico a temperatura zero. Outro ponto fixo ocorre em

Wt o= 1, (16.11)

vF

qualquer, (16.12)

correspondente a J/T = 0 e h qualquer. Esse é o ponto fixo de alta temperatura, correspondente ao estado paramagnético forte-
mente desordenado. O primeiro ponto fixo (u*,v*) € instdvel, pois pontos ligeiramente afastados dele tendem a se distanciarem
indefinidamente dele sob o fluxo do GR.

Vamos analisar a vizinhanga do ponto (0, 1). Fazendou < 1ev = 1—w, onde w < 1, podemos linearizar as Egs. (16.6-16.7)
para obter

1—w)?+ ut
Vo= 1-w = ( ) ~(1—2w)? (1+2w) " ~ 12w, (16.13)
(1—w) > + ut
S = 2u, (16.14)
€
l—w+(1—w)"" 2+ 0 (w2)]Y?
o V 1-w POl savow), a6l

[u4+u—4+ (1—w)?+(1—w)"> YUt w424 0 (w?)]

=u = V2u. (16.16)

Assim, em termos das varidveis u e w, obtemos (lembrando que b = 2)

AY = V2, (16.17)
AY = 2, (16.18)
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donde
InAy 1
d, = 2 3 (16.19)
In AY
dy = 2 —1. 16.20
In2 ( )

Vemos assim que as dimensdes procuradas sdo todas maiores que zero, o que implica que o ponto fixo (u* = 0,v* = 1) é insté-
vel, pois as perturbagdes em torno dele crescem com o fluxo do GR. A partir dessas dimensdes e dos resultados da Secdao XIV
podemos calcular os expoentes criticos em termos das variaveis u e v, que ndo sdo as variaveis originais. Uma aplicaggo cega
das relagdes entre os expoentes e as dimensdes nos da (lembrando que u estd ligado a temperatura e w, através de v, estd ligado
ao campo magnético)

1
= — =2 16.21
v= =2 (16.21)
A = Z—” =2, (16.22)
a = 2—-—vd=0, (16.23)
v =204+a—-2=2 (16.25)
5 = %:oo, (16.26)
n=2-2=1 (16.27)
1%

Vamos examinar um pouco mais detalhadamente esses valores. Vdrios deles sdo obtidos a partir da fung@o parti¢do. Usando o
resultado exato, Eq. (15.8), podemos escrever a parte singular da energia livre parau < lev =1 —-wcomw < 1

1 1 1 1\? V2
fo = —Thn{=|(v+=-)+|=(v—=) +u*

2 v 4 v
~ —Tln{l—i— [wz—I—uﬂl/Q}
~ _T [w2+u4]1/2

271/2
~ —Tu? {1+w—4]
u
— W2 (Ez)’ (16.28)
U

onde usamos que, na regido critica, w é da mesma ordem que u? (ver Egs. (16.19-16.20)) e que T ~ 1/Inu ~ u° na precisdo
em que trabalhamos. A forma (16.28) € do tipo usado na teoria de escala (14.23) onde

& (z) = 1+ a2, (16.29)

eonde o = 0 e A = 2, como tinhamos obtido nas Egs. (16.22) e (16.23). Note que sdo as varidveis

w=e""T, (16.30)
h
= 1 WT 2 16.31

w ¢ 7 (16.31)
que aparecem na forma de escala, o que € peculiar ao caso da dimensdo critica inferior. Da forma (16.28), seguem os expoentes
B, v e 0, ver Secdo XII. Note que o« = 0 é compativel com a ndo divergéncia do calor especifico quando 7" — 0, 5 = 0 é
compativel com o salto do pardmetro de ordementre T = 0e T # 0e 1/6 = 0 é compativel com o salto da magnetiza¢do de
h <Oparah >0em7T = 0. O valory =2nos da

1
X~ =~ e/, (16.32)

que é compativel com a Eq. (15.15) (com precisdo logaritmica).
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Figura 6: Modelo de Ising na rede triangular. Cada tridngulo hachurado azul forma um bloco de 3 spins. A rede de blocos tem parametro de
rede igual a /3 vezes o pardmetro original.

Os expoentes v e 1) estdo ligados a fungdo de correlagdo. Da Eq. (15.23) e dos valores de t1,2 com h = 0

tio=ef e K =yt +u, (16.33)
obtemos
tl 1-— ’LL2 2
- = ——=1-2 16.34
ty 1+ u? us ( )
=G (r) ~ (1-2u?)" ~e /5, (16.35)
onde
1
E~ g™ 2T (16.36)

como j4 havia sido obtido e que nos dd v = 2 em termos da varidvel u, como antecipado na Eq. (16.21). Além disso, comparando
com a Eq. (12.16), vemos que a auséncia de um pré-fator da exponencial de G (r) com comportamento de lei de poténcia nos
did—-24n =mn—-1 =0, que finalmente nos leva = 1, como obtido na Eq. (16.27). Vemos assim que, propriamente
reinterpretadas em termos da varidvel exponencial u = e~7/7 as relagdes da teoria de escala e suas conseqiiéncias podem ser
aplicadas a dimensdo critica inferior.

XVII. APLICACAO DO GRUPO DE RENORMALIZACAO AO MODELO DE ISING BI-DIMENSIONAL

Vamos mostrar agora uma aplicagdo do GR ao modelo de Ising bi-dimensional. Nesse caso, a transformagdo do GR nédo
pode ser obtida exatamente. Entretanto, o modelo agora € mais nao trivial, pois tem uma transicao de fase “regular” a uma
temperatura critica finita 7, # 0 e a aplicag@o torna-se muito mais interessante. Além disso, temos a solugdo exata de Onsager
que serve como termo de comparag@o para a precisdo do método. Varios GR’s diferentes foram testados para os modelos de
Ising bi-dimensionais,® em redes quadradas’ e triangulares.'®"'> Nosso tratamento é baseado na Ref. 11.

Considere o modelo de Ising com interagdes entre primeiros vizinhos na rede triangular com N sitios. Vamos formar blocos
de 3 spins, localizados nos vértices dos tridngulos que formam a rede (ver figura 6). A nova rede de blocos também serd uma
rede triangular com N/3 sitios. Seu novo pardmetro de rede é v/3 vezes o pardmetro inicial (tomado como igual a 1). Assim,
b = /3. Nosso grupo serd definido a partir da regra da maioria

Sp =sgn (S + Sr2 + S13) (17.1)

onde Sy; sdo os 3 spins que formam o bloco I e Sy é o spin de bloco da nova rede (usaremos sub-indice maidsculo I, J, etc.
para os spins de bloco). Note que a regra da maioria nesse caso nao produz “empates”, pois o nimero de spins por bloco € impar.
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snsi| 1] 2] 3
1 11

1 |-1/1]1
1 | 1)-1]1

—_
—_
—_
I
—_

Tabela II: Tabela de correspondéncia entre as configuragdes dos spins originais da rede de Ising triangular e as configuragdes dos spins de
blocos, a partir da regra da maioria 17.1.

Antes de acharmos a transformacéo do GR, vamos determinar os auto-valores esperados baseado na solucéo exata de Onsager.
O auto-valor da temperatura é obtido a partir de v = 1 = 1/d;, donde

Al g =352 =312 = /3~ 1.73. (17.2)

O auto-valor do campo magnético por sua vez pode ser encontrado a partirde dj, = (8 +7) /v = % + % = %, donde
Al = 39n/2 = 315/16 ~ 9 0. (17.3)
Cada bloco de 3 spins tem 23 = 8 configuracdes, 4 das quais geram S; = +1 e as outras 4 geram S; = —1. A correspondéncia

estd na Tabela II.
O Hamiltoniano transformado H’ é obtido a partir de

o~ BH'[S1] _ Trg, {eﬁH[Si] H5 [Sr —sgn (Sy1 + Spa + 513)]} . (17.4)
I

E util separar o Hamiltoniano original em 2 termos: o primeiro, que tomaremos como “Hamiltonian ndo perturbado” Hg, contém
apenas pares de spins em que ambos pertencem ao mesmo bloco e o segundo, o “Hamiltoniano de perturbagdo” V', contendo
pares de spins tais que um spin pertence a um bloco e o outro pertence ao bloco vizinho

Hy = K S1iSu, (17.5)
T G)

K> SuSs;, (17.6)

(17) (ig)

v

onde K = (3. (tomaremos o campo magnético como nulo inicialmente). Podemos agora escrever, definindo o projetor

P[S;, 8] =[] 6[Sr —sen(Sn + Srz + Sr)] (17.7)
I

Trsi {eHOGVP [S[, SZ]}
TI‘Si {GHOP [S[, Sl]}

e PH'[SI) Trg, {eHOeVP [St, Sl]} = Trg, {eHOP [S1, Si]} =27 <ev>0, (17.8)

onde, para um operador qualquer O

TI“Sl. {GHOP [S], Sl] O}

Trs, {¢M0P[S1, S} (17.9)

(O) =

O trago em Z se desacopla em tragos sobre os IN/3 blocos independentes. O trago de cada bloco é obtido usando-se a Tabela II
e é independente do valor de Syno bloco

Zy = B TEHE 4 3o~ K-K+K _ 3K | 3,=K (17.10)
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Figura 7: Acoplamentos entre dois blocos adjacentes I e J em primeira ordem em teoria de perturbagio (ligacdes em vermelho).

donde
Zy =73, (17.11)

Assim,

—BH'[S] = gln Zy+1n(e") (17.12)

0"

Precisamos agora calcular In <eV> o- Para isso, vamos fazer teoria de perturbacdo em V. Uma alternativa um pouco mais
complicada é calcular exatamente o valor esperado acima considerando um cluster de 2 blocos de spin adjacentes I e J e igualar
o resultado a

SIS = (V) (17.13)

Vamos nos concentrar apenas no cdlculo perturbativo. Nesse caso,
(€)y = 1+ (V) +0(V?), (17.14)
In(e"), = (V) +0(V?), (17.15)

onde usamos que In (1 +z) =z + O (ZCQ) E facil ver que em (V') o S0 ha acoplamentos entre blocos vizinhos (ver figura 7).
Considere um par I e J desses blocos. Os tinicos termos de (V) , relevantes sao

<V>O e <KSJ3 (S[1+S]2)>0 =2K <SJ35[1>0, (17.16)
onde, no ultimo passo, utilizamos a simetria do problema. Como o Hamiltoniano Hy ndo acopla os blocos, segue que
<SJ35[1>0 = <SJ3>O <S[1>0. (1717)
O célculo restante € facil. Temos que
1
<SH>O = ?TTS“ {SIleK(SIl512+311513+312513)P [Sb Sh]} . (1718)
b

Fixando S7 = 1, temos as 4 primeiras configuracdes da Tabela II, donde

(Si)y = Zib (3K 4 (141 -1)e K}

3K 4 oK
= ————— (Sr=1). 17.19
e3K 4 3e~K (Sr=1) ( )
Analogamente, para S; = —1, considerando as outras 4 configurag¢des da Tabela I temos

(Sn)y = Zib [ 4 (1-1-1)eK)

e3K_i_efK
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Portanto, podemos escrever de maneira geral

3K
+e”
(Sr)o 81731( TR (17.21)
e das Egs. (17.16) e (17.17)
(V)o=K'S1Sy, (17.22)
onde
83K+67K
K' — 9K (W) = £, (K). (17.23)

Da Eq. (17.12) segue que nessa ordem de aproximagao

—BH' = % In (*F +3e™ %) + K’ Z S1Sy. (17.24)
(1)

Essa € a transformacdo completa do GR que procurdavamos. Percebe-se que ha um termo independente dos spins de blocos, que
¢ importante para o cdlculo da fungdo parti¢do ou da energia livre (correspondente ao termo C’ no modelo uni-dimensional). O
segundo termo nos mostra como a constante de acoplamento entre primeiros vizinhos se transforma.

Vamos agora procurar os pontos fixos da transformagdo do GR. Chamando-os de K*, temos que K* = f; (K*), donde
obtemos imediatamente os dois pontos fixos K; = 0 e K} = oo, correspondentes as fases paramagnética e ferromagnética,
respectivamente. Além desses, existe um terceiro ponto fixo nao trivial

3T e KT | 1 AK* 1
_ L — 1422 = K= -1 (1 2 2)z0.34. 17.25
R 13K k13- 3¢ +2V2 = 7 (1+2v2 (17.25)

Compare esse valor com o valor exato K. = (In3) /4 = 0.27. Linearizando em torno desse ponto fixo da maneira usual

FIK*) =1+2 (8 ) K*~1.62=A"0. (17.26)

Essa derivada estd ligada ao auto-valor da temperatura A . Ele ndo est4 tdo longe do valor exato 1.73, em vista da simplicidade

3
da aproximagdo. O célculo em segunda ordem fornece AY \/g ~ 1.77.

Podemos também estimar o auto-valor do campo magnético. Para isso, basta um célculo perturbativo em A, pois o ponto fixo
é h* = 0. Podemos incluir o termo do campo magnético em H

Hy— Ho—h>» > Sn. (17.27)

O Hamiltoniano transformado receberd uma contribui¢cdo semelhante

H' — Hy— 1Y Sr, (17.28)
I

onde chamamos de H{, o Hamiltoniano transformado na auséncia de campo magnético. Assim

e—BH=W S, 81) _ 7. <eﬁh PN sn-QV> , (17.29)
0

Expandindo em h e //,

e~ PHo <h’ > SI> = hZo <eV 3 sh-> . (17.30)
1 I 0

Usando agora a Eq. (17.8) temos finalmente

14 S
h’ZSI=h<e 21251 (17.31)
I

<€V>0
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Vamos trabalhar em ordem O na perturbacio. Nesse caso,

h’ZSI:h ZZSH . (17.32)
I 1 7 0

O trago do lado direito € facil de calcular. Temos, usando a Eq. (17.21),

3K 4 oK
<Z Sli> =3(Sn)y = 3SIW, (17.33)
i 0
que nos da
= fn (K)h. (17.34)

Calculando no ponto fixo K™,

ho) _ L Y
A\/g = fn(K*) = E ~ 2.12. (17.35)
Compare com o valor exato 2.80. O célculo em primeira ordem fornece A}f/(gl) ~ 3.06 e em segunda ordem A}\l/(;) ~ 2.76.

XVIII. OUTROS RESULTADOS E OPERADORES IRRELEVANTES

Os resultados apresentados na Se¢do XVII sdo bastante primitivos. Entretanto, calculos bastante mais acurados podem ser
feitos. Em primeiro lugar, pode-se estender a teoria de perturbacao para ordens superiores, como ja mencionado naquela Secéo.
Alternativamente, um outro método poderoso consiste em encontrar numericamente a transformagdo para o Hamiltoniano re-
normalizado, analisando-se pequenos aglomerados com um nimero finito de spins (aproximacao de aglomerados). Em ambos
0s casos, a principal modificagdo encontrada com relacdo aos resultados da Se¢do XVII consiste no aparecimento de novos
acoplamentos entre spins que nao estavam presentes no Hamiltoniano original. O GR gera, em principio, um nimero
infinito de novos termos (consistentes com a simetria do sistema original) envolvendo acoplamentos entre pares de spins com
separagdes arbitrarias (segundos vizinhos, terceiros vizinhos, etc.) e também termos de interagio entre 3 ou mais spins. E por
isso que devemos encarar o fluxo do GR como um fluxo num espaco de Hamiltonianos de dimensio infinita, cujos eixos
s@o os coeficientes dos varios termos passiveis de serem gerados e consistentes com as simetrias do problema. Note que esses
novos termos foram ignorados por Kadanoff em seu tratamento original, que introduziu o conceito fundamental de varidveis de
bloco. Embora um grande nimero desses novos termos possa ser levado em conta num cdlculo numérico, pode-se questionar a
utilidade do método, que aparentemente se torna infinitamente complicado. Entretanto, vamos mostrar que, embora importantes
para a obten¢do de valores numéricos precisos, a influéncia desses infinitos termos pode ser muito bem controlada.

Como exemplo, tomemos os resultados em segunda ordem em teoria de perturbagio para h = 0 para a rede triangular.!! Em
segunda ordem em teoria de perturbacéo, acoplamentos entre segundos (L) e terceiros vizinhos (M) sdo gerados

K = fl (KaLaM)a (181)
L' = fo(K,L,M), (18.2)
M' = f3(K,L,M). (18.3)

Note que uma aplicac@o consistente deve incluir o efeito da presenga de L e M no Hamiltoniano original, pois uma segunda
iteracdo do GR ja contard com esses termos como sendo ndo nulos. Os resultados da andlise das Eqs. (18.1-18.3) fornecem um
ponto fixo trivial ndo trivial em

K* = 0.28, (18.4)
L* = —0.014, (18.5)
M* = —0.015. (18.6)

A primeira coisa a notar é o pequeno valor dos acoplamentos adicionais no ponto fixo, indicando sua importancia secunddria.
Além disso, calculando as derivadas no ponto fixo (na verdade, as derivadas cruzadas sdo ndo nulas e é necessario encontrar seus
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auto-valores; discutiremos isso mais adiante) obtém-se, respectivamente

A‘i%) = 1.78, (18.7)
Af/(;) — 0.23, (18.8)
A?jg’) - —0.12. (18.9)

O ponto importante a ser notado aqui € que, excetuando-se o acoplamento de primeiros vizinhos, os outros dois tem ’Al\/g‘ <1,

ou seja, sob a iteragdo sucessiva do GR, os pequenos desvios em relagdo ao ponto fixo desses acoplamentos decaem rapida-
mente a zero (chamando-os coletivamente de g;)

Ri (9:) = (A}) gi — 0, (18.10)
quando ¢ — oco. Equivalentemente, os acoplamentos em questdo tem dimensao negativa d; < 0
Ry (9:) = b"igi — 0. (18.11)

Esses acoplamentos com dimen@o negativa, por diminuirem sob a iteracdo do GR, sdo chamados de operadores ou variaveis
irrelevantes e, em contrapartida, aqueles que tém dimenséo positiva sdo chamados de relevantes. No caso do modelo de Ising,
apenas o “operador de temperatura” (K) e o campo magnético externo (h) sdo relevantes. Referindo-nos a discussdo geral da
Secdo XIV, podemos escrever a transformacdo da energia livre sob o GR na presenca de vdrias varidveis irrelevantes como

bdf (tv h7917927 . ) = f (tbdtv h’bdhaglbdlngbdzv .- ) . (1812)

Assim como antes, podemos tomar b = bgt /% ¢

pd/de h
fthg,g2,.) = = f (béabé‘fﬁtdh/d,bglglt'dl/df,b?gztdz'/dt,...) (18.13)
0
tvd h
~ b_df <bgt,bght_A,o,0,...) , (18.14)
0
h
_ qvd
— g <t_A) (18.15)

para ¢ suficientemente pequeno. As mesmas consideragdes se aplicam as outras formas de escala. Portanto, mesmo no caso em
que o Hamiltoniano ndo mantém sua forma original simples sob a transformag¢@o do GR, a presenca de um nimero grande de
varidveis irrelevantes ndo altera a forma de escala assintdtica, em que aparecem apenas as varidveis relevantes. Todos os estudos
feitos, numéricos ou analiticos, confirmam a existéncia de apenas duas varidveis relevantes, essencialmente ¢ e h, no fluxo do GR
da classe de universalidade de Ising. Isso é compativel com a existéncia de apenas dois pardmetros que precisam ser ajustados
para colocar o sistema no seu ponto critico, a saber, a temperatura e o campo magnético externo. Esse detalhe final fornece a
justificativa geral da teoria de escala em todos os seus pontos (existe um importante detalhe, a ser visto mais adiante, referente
aos chamados operadores perigosamente irrelevantes).

Retornando ao modelo de Ising na rede triangular, cdlculos na aproximacio de aglomerados fornecem valores para o ponto
fixo e as derivadas em crescente grau de precisdo a medida que o aglomerado cresce. Os calculos mais precisos reportados na
Ref. 10, feitos num aglomerado de 7 tridngulos fornecem os seguintes valores para os auto-valores relevantes

A’i%d) ~ 1.7590, (18.16)
A’jgc” ~ 2.8024, (18.17)

que devem ser comparados com os valores exatos At\/5 =1.73205e A" 5= 2.80092. A concordancia é excelente.

Para a rede quadrada, os resultados na aproximagdo de aglomerados de 16 spins, separados em 4 quadrados de 4 spins cada
um, fornecem acoplamentos entre primeiros e segundos vizinhos e acoplamentos entre 4 spins, K1, K5 e K3, respectivamente,
tais que o ponto critico se localiza em”3

K4 = 0.307, (18.18)
K3UD = 0.084, (18.19)
K34 = —0.004, (18.20)
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mais uma vez confirmando a predominancia dos acoplamentos entre primeiros vizinhos. Os 3 auto-valores da matriz de derivadas
sdo

AL = 1914, (18.21)
AZ4D = 0,248, (18.22)
ASEeD = 0137, (18.23)

confirmando que, para h = 0, ha apenas uma varidvel relevante. O expoente v obtido a partir de (18.21) é 0.937 (v = 1 da
solugdo de Onsager ou A = 2). Na presenga de um campo magnético, o expoente do gap A também foi calculado nessa
aproximacio e obteve-se’

AU = 19519, (18.24)

a ser comparado com o resultado exato A = 15/8 = 1.875.

XIX. CONSIDERACOES GERAIS SOBRE OS FLUXOS DO GR

Através de exemplos resolvidos e de resultados numéricos, pudemos obter uma idéia geral sobre a natureza das transformacdes
geradas pelo GR. Vamos agora tentar sistematizar o que nds ja aprendemos.

Vimos que, de modo geral, uma transformagdo do GR gera um Hamiltoniano de forma arbitrdria, contendo em principio um
ndmero infinito de termos. O Unico requisito desses termos € que tenham uma natureza local, isto €, possam ser escrito como
uma soma extensiva sobre x (por todo o sistema) de termos que dependem apenas de uma vizinhanga limitada do ponto x (no
caso Ising que tratamos, isso significava termos gerais com a forma de produtos de spins numa regido compacta do espaco), e
que ndo violem simetrias bdsicas do sistema. Assim, em principio, todos os termos compativeis com essas “regras” sao gerados
por uma transformagdo do GR. Mesmo que o Hamiltoniano inicial ndo contenha todos esses termos, algumas poucas iteragdes
do GR acabardo por gerar rapidamente um nimero infinito desses termos. A iteracdo do GR pode ent@o ser vista como uma
trajetoria nesse “espaco de Hamiltonianos”, cujos eixos sio os varios coeficientes dos possiveis termos gerados. E iitil escrever
coletivamente K = (K1, K2, K3, ...), onde os vdrios K; sdo os coeficientes dos vdrios termos do Hamiltoniano (vamos usar
Ky = h, correspondente ao campo magnético). No caso do GR que definimos, em termos de um re-escalamento finito por
uma contante fixa b, os pontos dessa trajetéria sdo discretos K (bz) = K. Mas podemos imaginar que exista uma continuacao
analitica para um fluxo continuo nesse espago, caso em que teriamos uma trajetéria continua K (b) , b € R. Alternativamente,
para b muito grande, a separacdo entre os pontos da trajetoria € tdo pequena em termos relativos que podemos fazer um tratamento
continuo. Falamos, portanto, do fluxo do grupo de renormaliza¢ido como o conjunto de todas as trajetdrias possiveis geradas
pelo GR, a partir de todas as “condic¢des iniciais” (ou seja, de todos os Hamiltonianos iniciais) possiveis.

Depois de um nimero infinito de itera¢oes, geralmente tende-se a um ponto fixo K (b — co) — K*. A possibilidade de haver
ciclos limites ou comportamento caético parece ndo se realizar, embora haja alguns exemplos um pouco artificiais com esses
comportamentos. Devemos sempre lembrar que a cada iteragdo £ — ¢’ = £/b, ou seja, o comprimento de correlagdo diminui
de um fator de b. Assim, o ponto fixo corresponde a £* = £* /b, cujas unicas solugdes sdo & = 0 ou £ = co. O primeiro caso
corresponderd a uma fase termodinamica estdvel do sistema com comprimento de correlacao finito, enquanto o segundo caso
corresponde a um ponto critico, como ja vimos.

Se comecarmos a iterar o GR para um Hamiltoniano inicial que difere ligeiramente de um ponto fixo K = K* + 0K, ha
duas possibilidades: ou a trajetdria levard o Hamiltoniano de volta ao ponto fixo ou ela ird se afastar cada vez mais do ponto
fixo, indo terminar em um outro ponto fixo. Assim, podemos caracterizar os pontos fixos como instdveis ou estdveis em relacio
a pequenos desvios a partir dele. Na verdade, pode haver direcdes estdveis e diregcdes instdveis nas proximidades dos pontos
fixos. A situag@o lembra em vdrios aspectos a andlise de estabilidade de pontos de equilibrio de potenciais na Mecéanica. Mais
precisamente a situag¢do corresponde a uma dindmica puramente dissipativa, descrita por um sistema de equagdes dindmicas do
tipo

K,

A B (K), (19.1)

K,

o B2 (K), (19.2)
: (19.3)

em que podemos encarar a variavel £ = In b, como uma varidvel “temporal” da dindmica.
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Vimos anteriormente que podemos analisar o fluxo do GR linearizando as equagdes de transformagdo em torno de um ponto
fixo. Suponhamos que

K| = f(K), (19.4)
K, = f2(K), (19.5)
: (19.6)

e vamos linearizar em torno de K*. Escrevendo K; = K 4+ 0K,; e K| = K 4+ 0K|

5K = fi (K +0K) - f, (K) = 3 2K

0K; = M;;6K;. (19.7)
0K ‘K* J ; OB

De modo geral, a iteragio “mistura” os vérios coeficientes. E interessante tentar “diagonalizar” a matriz de derivadas M. ij-
Entretanto, como M;; ndo €, de maneira geral, uma matriz simétrica, ndo hd garantias de que a matriz seja diagonalizdvel,
ou seja, que haja uma transformacdo linear ortogonal que traga a matriz para uma forma diagonal. Portanto, precisaremos
distinguir, no caso genérico, entre auto-vetores a direita e a esquerda (vamos supor que os auto-valores sejam reais). Sejam e,

os autovetores a direita e efE os autovetores 2 esquerda e A%, e A% seus respectivos auto-valores tais que
M-ep = Apeh, (19.8)
e, M = Ael, (19.9)
em notacio matricial usual. Tomando a transposta da Eq. (19.9) temos
M7T . el = A el (19.10)

Comparando as equagdes seculares correspondentes a (19.8) e (19.10) e lembrando que o determinante de uma matriz € o mesmo
que o de sua transposta, segue que os auto-valores a esquerda sdo os mesmos que os a direita Ay = A’ = A*, embora os auto-
vetores correspondentes possam diferir. Entretanto, podemos generalizar a ortogonalidade entre auto-vetores correspondentes a
auto-valores diferentes. Tomando o produto escalar pela esquerda de e, com a Eq. (19.8) e pela direita de €%, com a Eq. (19.9)
obtemos

e, -M-e, = Alel,-eb, (19.11)
e, M-e, = ANe),-eb,. (19.12)

Subtraindo (19.12) de (19.11)
(AP = AT) e} el =0, (19.13)

donde vemos que €7, - el = 0sei # j. Logo, podemos escrever

K = Z hieb, (19.14)
hi = ey 0K, (19.15)

e analogamente para 6 K’, tal que
> hieh =0K' =M 0K = > hiN'ep, = h = A'h;. (19.16)

Ja vimos que para uma transformagao que envolve o parimetro de re-escalamento b, a propriedade de semi-grupo do GR impde
que

AP =bh = h, =bdip,, (19.17)

onde d; € a dimensao do pardmetro h;. O coeficiente h; é chamado de campo de escala. Ele aparece como coeficiente de uma
combinacdo linear de operadores obtida a partir de (19.14-19.15).
Os auto-vetores podem ser classificados segundo o sinal de suas dimensdes:
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Fluxo tipico do Grupo de Renormalizacdo

Superficie Critica E,=oo

Figura 8: Representac¢do esquematica do fluxo do grupo de renormalizacdo. Existem nesse caso dois pontos fixos: um trivial ({ = 0) em K*
e um ponto fixo critico K, com & = co. Pontos na superficie critica (verde) sdo todos levados ao ponto fixo K e ttm & = co. A direcdo azul
que leva de K a K™ representa uma direc@o relevante na vizinhanga de K. A trajetéria em vermelho representa um sistema ligeiramente
ndo-critico. O transiente permanece por muitas iteragdes préximo a superficie critica e é governado por K mas acaba por finalmente se
desviar em direcdo a K™.

1. Se d; > 0, o auto-vetor é chamado de relevante. Nesse caso,
iteracdo do GR.

Ai} > 1 e o campo de escala correspondente cresce sob a

2. Se d; < 0, o auto-vetor é chamado de irrelevante. Nesse caso,

Ai‘ < 1 e o campo de escala decresce sob o fluxo do GR.

3. Ocaso d; = 0, implica que em ordem linear o campo correspondente ndo muda sob o fluxo do GR. O operador é chamado
de marginal.

E importante lembrar que a classificagio em termos de relevéncia diz respeito a vizinhanga de um ponto fixo dado. Um mesmo
operador pode ser relevante num ponto fixo e irrelevante em outro. Depois de vdrias iteragdes, se permanecermos na regiao
linear, o efeito dos operadores irrelevantes desaparece e os operadores relevantes se tornardo dominantes. Se os coeficientes
iniciais dos operadores relevantes forem diferentes de zero, o fluxo se distanciard do ponto fixo. Caso esses coeficientes sejam
zero (e ndo haja operadores marginais), o fluxo trard o Hamiltoniano de volta ao ponto fixo. O nimero de auto-valores relevantes
de um ponto fixo é chamado de sua codimensao. Uma das propriedades mais importantes dos pontos fixos de vdrias teorias,
como a classe de universalidade de Ising, é que a codimensao dos pontos fixos criticos € um ntimero finito pequeno (2 no caso
Ising).

As dire¢des correspondentes aos campos de escala irrelevantes de um ponto fixo critico geram a chamada superficie critica.
Todos os pontos da superficie critica sdo levados ao ponto fixo critico. Segue que todos os Hamiltonianos na superficie critica
t&m £ = oo. Se o sistema comecar o fluxo muito préximo da superficie critica, ou seja, se os campos de escala relevantes forem
pequenos, o fluxo se desenrolard préximo a superficie critica por um longo “tempo” (ou seja, por muitas iteracdes) e o fluxo
serd durante esse transiente indistinguivel de um fluxo na superficie critica. Ao final, os campos de escala relevantes crescerdo
o suficiente para que o fluxo se distancie significativamente da superficie critica e se desvie do ponto fixo critico (ver figura 8).
Nesse caso, dizemos que o fluxo é governado pelo ponto fixo critico, pois vimos na Se¢do XVIII que todos os expoentes da
regido critica correspondente a esse ponto fixo sdo obtidos a partir das dimensdes dos operadores relevantes.

Pontos fixos completamente estdveis, ou seja, que ndo t€m direcdes relevantes representam fases termodinamicas do sistema.
Todos os Hamiltonianos na sua vizinhanca sdo levados a ele e estdo na mesma fase do sistema. O conjunto de todos os pontos
no espago de Hamiltonianos que sdo levados a um ponto fixo € chamado de sua bacia de atracao.

Ja vimos que a classe de universalidade de Ising apresenta 2 operadores relevantes, um associado a temperatura reduzida ¢
e outro associado ao campo magnético h. Fisicamente, precisamos ajustar 2 parametros externos, a temperatura € 0 campo
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. Direcao relevante
Superficie critica

<— Direcdo relevante

K

1

Figura 9: Corte no espaco de pardmetros de um Hamiltoniano geral no plano K1, K2 (acoplamentos entre primeiros e segundos vizinhos,
respectivamente). O ponto fixo critico (K7, K3 ) € a intersegéo entre a superficie critica (curva azul, diregdo irrelevante) e a dire¢do relevante
(curva verde). As linhas vermelhas representam fluxos quaisquer. Todos os ponto na curva azul sdo atraidos para o ponto critico. Os
outros pontos estdo na bacia de atragdo dos pontos fixos de alta temperatura (fase paramagnética) K1 = K2 = 0 e de baixa temperatura
K1 = K2 = oo (fase ferromagnética). A bolinha amarela marca o ponto critico do modelo de Ising com interagdo entre primeiros vizinhos
apenas, em que K> = 0 e a bolinha vinho marca o ponto critico do modelo de Ising com interadio entre segundos vizinhos apenas, onde
K, =0.

magnético para colocarmos o sistema no ponto critico. Sistemas diferentes corresponderdo a Hamiltonianos iniciais diferentes.
Se todos pertencerem a mesma classe de universalidade e forem ajustados aos seus pontos criticos respectivos, eles correspon-
derdo a pontos diferentes na superficie critica. Pequenos desvios do ponto critico serdo governados por um mesmo ponto fixo e,
portanto, terdo os mesmos expoentes criticos. Essa € a origem do fendmeno da universalidade.

Pontos tri-criticos (como no problema da lista) sdo caracterizados pela presenca de 3 direcdes relevantes, pois € necessdrio
ajustar 3 pardmetros externos para atingirmos o ponto critico.

Vimos na Se¢do XVIII que o ponto fixo critico do modelo de Ising bi-dimensional € caracterizado por varios operadores K.
Podemos exemplificar melhor as considera¢des acima se fizermos um corte no plano (K1, K2), onde K7 e Ko correspondem a
acoplamentos entre primeiros e segundos vizinhos. Nesse caso, o ponto fixo critico corresponde a K| e K5 (ver figura 9). A
superficie critica € a linha azul da figura. Todos os pontos nessa linha estao na bacia de atracio do ponto fixo critico. A linha verde
representa a direcdio relevante, que leva aos pontos fixos estdveis de alta e baixa temperaturas (K; = Ko =0e K1 = Ky = o0,
respectivamente). Existe uma outra dire¢do relevante, ao longo do eixo h, que sai do plano da figura. O ponto representado pela
bolinha amarela, com K> = 0 representa o modelo de Ising com interacdo entre primeiros vizinhos apenas, no seu ponto critico.
Ja o ponto em vinho, com K; = 0 representa o modelo de Ising com interagdo entre segundos vizinhos apenas, também no seu
ponto critico. Apesar de serem modelos diferentes, ambos tem o mesmo comportamento critico, governado pelo mesmo ponto
fixo critico (K75, K3 ), assim como todos os modelos com ambos os acoplamentos no Hamiltoniano original pertencentes a linha
azul da figura. Eis af o fendmeno da universalidade e sua tradu¢ao em termos do fluxo do grupo de renormalizagao.

Vamos agora descrever o fluxo global do GR para o modelo de Ising bi-dimensional no plano (K1 = K, h). Ele pode ser
obtido em primeira ordem em teoria de perturbaciio a partir das equacdes de transformagdo da Secdo XVII adicionadas do
resultado para a transformacg@o do campo magnético em primeira ordem, que pode ser obtido a partir da Ref. 11, a saber

3K -K 16K 2K
[E Sy SR —— (19.18)
et + 3e (e3K 4 3¢—K)

Além do ponto fixo critico em C' = (K* ~ 0.34, h* = 0), obtemos os pontos fixos paramagnético P = (K}, =0,h* =0) e
ferromagnético F' = (K}, = oo, h* =0). A andlise que fizemos esclareceu a estrutura do fluxo na vizinhanga do ponto fixo
critico, que € instdvel em relacdo a quaisquer perturbagdes no plano (K, k). Os pontos fixos estaveis P ¢ F' sdo estdveis na
direcdo h = 0, mas instdveis quanto a desvios de h em relac@o a zero. A estrutura global estd mostrada na figura 10.

A estrutura do fluxo nas proximidades dos pontos P e I pode ser analisada por linearizagdo das Eqs. de transformacdo (17.23)
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Figura 10: Fluxo do grupo de renormalizagdo para o modelo de Ising bidimensional no plano (K, k), onde K = 3J é o acoplamento entre
primeiros vizinhos e h é o campo magnético aplicado. O ponto fixo critico C = (K*, h = 0) (ponto vermelho) é completamente instédvel no
plano. Os pontos fixos paramagnético P = (Kp = 0, h" = 0) (ponto azul) e ferromagnético F' = (K7 = oo, h™ = 0) (ponto verde) sdo
estdveis na linha h = 0 mas instdveis com respeito a um campo magnético ndo nulo. Nesse caso, o fluxo leva o sistema aos pontos fixos em
amarelo.

e (19.18). Obtemos que em P

AL = 0.5, (19.19)

Ap = 15, (19.20)
enquanto que em F

AL = 2, (19.21)

AL = 3. (19.22)

Devemos notar que a dire¢do K (temperatura) € irrelevante nos dois pontos fixos, apesar de A%, > 1, como mostrado na figura 10.
Isso porque, no caso singular de F', K7, = oo e um auto-valor maior que 1 implica que os desvios em relacdo a K7, = oo, ou
seja, valores finitos de K, tendem a crescer sob o GR e, portanto, a se aproximar de Kj = oo. Além disso, os auto-valores do
campo magnético sdo ambos maiores que 1, apontando a relevancia das perturbacdes em relacdo a h = 0.

Alinha h = 0 para K > K* corresponde a linha de coexisténcia entre as fases ferromagnéticas com magnetizagdes invertidas
uma em relagdo a outra. J4 vimos que essa é uma linha de transi¢des de primeira ordem. Nesse caso, uma andlise geral mostra
que, em torno do ponto fixo correspondente (F no caso), A" = b?, como mostraremos a seguir. Consideremos a maneira como
a magnetizacao por spin do sistema se transforma sob o GR

__9f(h)
m) = - SGE| (19.23)
4 OF (W)
_ 19.24
| (19.24)
_ a9 o)
SR = (19.25)
= M) gy, (19.26)

bd
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onde
B on’'

Ay (h) = —

(19.27)

)
h=0t

e escrevemos as quantidades fisicas em termos do campos de escala, denotados coletivamente por h. Iterando ¢ vezes o0 GR

)
%] m (h““)) . (19.28)

14

m (h) =[]

=0

Tomando ¢ — oo, alcancamos o ponto fixo em cuja bacia de atragdo encontra-se o sistema examinado. Suponhamos que esse
ponto fixo seja o ponto F', de tal forma que o sistema esteja em seu estado ferromagnético com quebra espontanea de simetria
(T < T,, h = 0). Nesse caso, m (h(oo)) =1le

’ .
A, h®
m(h) =] l% #0. (19.29)
i=0
Para que o produtério acima seja finito deve-se ter
Ay h® -
Jim (bid) — 1= A, (h< >) = Al = b, (19.30)

em conformidade com a Eq. (19.22). E interessante notar que, de maneira geral, pode-se mostrar que d; < d, de tal forma que o
auto-valor acima, caracteristico de linhas de transi¢cdo de fase de primeira ordem, satura a desigualdade. Além disso, a férmula
(19.29) pode ser usada ao longo da trajetdria para calcular a magnetizacio espontinea do sistema.

XX. GRUPO DE RENORMALIZACAO DO MODELO GAUSSIANO

Nosso objetivo agora € definir o grupo de renormalizacio no espaco k, que nos permitird posteriormente obter a expansao em
€. Como problema preliminar mais simples faremos a andlise do modelo gaussiano, que é um modelo ndo-interagente, com n
componentes. Ele corresponde, como ja vimos, ao modelo de Landau com u = 0

1
L= /ddx [5@- (x) (r—v?) ¢ (x) — hi; (x)] , (20.1)
onde a soma sobre os componentes ¢ = 1,2, ..., n serd mantida implicita. No espaco k, a acdo fica
Ak 1 2 2 (d)
L= 7 |5 (r+E) 6 (k)" = higs (0)6' (0) (20.2)
o (2m)* L2
onde introduzimos a notag¢ao
A2 gdg dik
[ = [ ek - ane (s - k). 203
A (2m) (2m)

e tomamos o “cutoff” ultravioleta em k como sendo A. A soma parcial do GR consistird em somar sobre os modos k tais que
A/b < |k| < A, com b > 1. Vamos ento separar os modos de spins de acordo com o valor de seus vetores de onda e re-definir

500 = 6,00, para < Ikl < A 20.4)

mantendo a nomenclatura inalterada para os modos com |k| < A/b. A agéio pode ser separada em dois termos envolvendo
varidveis “rapidas” (¢; (k)) e “lentas” (¢; (k))

L = Lo+ Loy, (20.5)
A/ d
Lo = / o kd [1 (r+ k%) |¢: (K)|* — higi (0) 6 (0) |, (20.6)
o (2m)® L2

A gik (1
Loy :/ v {5 (r+ k%)

A/b (27)

% (k)ﬂ - (20.7)
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O primeiro passo do GR consiste em integrar sobre os modos rapidos

Z(r,h) = / D¢Dpe~LortLor) (20.8)
_ / I doeo J[  dgs(e)etor (20.9)
0<|k|<A/b A/b<|k|<A
= Zr () / I doi (ke ', (20.10)
0< |k|<A/b
onde
7 () — not Ak e 20.11
- (r) = exp —5//\/b(27r)dn(r—|— )¢ (20.11)

A contribuicdo de Z,. é de apenas uma constante para a energia livre, que sempre existe, como ja vimos anteriormente. Vamos
ignora-la. A nova acdo € entdo a a¢do da Eq. (20.6). Agora, re-definimos as distancias ou, equivalentemente, os vetores de onda

k' = bk, (20.12)
de tal forma que o cutoff original é recuperado
A p=dgdk’ [1 2 d
Lo = / — [— (r+b72k2) ¢ (07'K)|" = higi (0) 6P (0)] . (20.13)
o (2m) 2
Finalmente, re-escalamos o spin de forma a preservar a forma do termo do Laplaciano
¢i (b7'K) = z¢; (K). (20.14)
A escolha que preservard o coeficiente do gradiente é
z = bitd/2, (20.15)
Ao final, a a¢do renormalizada serda
/ Al 1 2p—d 2 I (1712 / (d)
L = v (b + k )|¢i (kK)|” = zh;¢; (0) 6'“ (0) (20.16)
o (2m)® L2
A gdyt
dk’ |1
= / a [— (r' + k) [0} ()]” = R} (0) 6 (0)} : (20.17)
o (2m)® L2

A acdo gaussiana preserva sua forma sob o GR. Os valores renormalizados de seus parametros sao

o= 220 = b2y, (20.18)
B = zh = btd/2p, (20.19)
e os expoentes correspondentes sao
d, = 2, (20.20)
dy = 1+ g. (20.21)

Vemos assim que ambos os termos sdo relevantes em relagdo ao ponto fixo r = 0 e A = 0, que corresponde ao ponto critico,
cuja agdo é

Lovit = / dix ch (%) (~-v2) &1 (x)] - (2022)

Na verdade, a agdo (20.22) descreve o ponto critico para d > 4, pois nesse caso o termo de interagdo entre as flutuagdes pode ser
desprezado, como indica o critério de Ginzburg. Existe um outro ponto fixo em r = oo e h qualquer. Esse ponto fixo ¢ estavel
(a Eq. (20.18) garante que qualquer r finito tende a crescer) e i pode ser qualquer porque o valor infinito de r faz com que o
termo em h (e o termo do Laplaciano) seja(m) irrelevante(s). Nesse ponto fixo, a acdo fica

Lpara = / d'x [gsb (x) pi (x)], (20.23)

e representa uma fase paramagnética (7" — 00), pois o valor do campo num ponto nio depende do valor em outro ponto vizinho.
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XXI. EXPOENTES GAUSSIANOS E OPERADORES PERIGOSAMENTE IRRELEVANTES

Os valores de d,, = d; e de dj, podem ser usados para obter os varios expoentes criticos, assumindo que a forma de escala
usual da energia livre e da fungdo de correlagdo de dois pontos seja vdlida. Obtemos

1
- -z 21.1
it (21.1)
d, 2+d
A_d_t_ — (21.2)
d
a:2—dV:2—§, (21.3)
gzz_a_A:%7 (21.4)
v = A-p=1, (21.5)
A d+2
_ 2 _ 21.
d 7 a2 (21.6)
n=2-2=0. (21.7)
14

Quando devemos esperar que o comportamento critico seja dado pela teoria gaussiana? Nossa andlise da Secdo X sugere que
a teoria de Landau descreva o comportamento critico acima da dimensio critica superior d,,. = 4, pois vimos que a influéncia
das flutuagdes é desprezivel na regido critica se d > 4 (critério de Ginzburg). A andlise dos expoentes obtidos assumindo
a teoria de Landau mais flutuacdes gaussianas nos dé todos os expoentes de campo médio usuais, exceto « = 2 — d/2 (ver
Secdo X, especialmente a Eq. (10.10)). Ou seja, as flutuacdes ndo modificam os expoentes de campo médio, exceto talvez
a. Na verdade, nem mesmo « é modificado, ji que em d = 4, obtemos @ = 0, que é o expoente de campo médio usual,
enquanto que se d > 4, a contribuicdo das flutuagdes gaussianas dd o« < 0. Como o < 0 indica um comportamento menos
singular do calor especifico, em relacdo ao valor da teoria de Landau pura (o« = 0), a contribuicdo das flutua¢des gaussianas é
sub-dominante e, portanto, desprezivel. Portanto, deveriamos esperar obter, para 0 comportamento critico acima da dimensao 4,
todos os expoentes de campo médio. Comparando agora os expoentes de campo médio, com os expoentes da teoria gaussiana,
observamos que, embora 0s expoentes v, 7y € 1) sejam iguais, os expoentes «, 3 e § apenas concordam com os valores de campo
médio (¢ = 0,5 =1/2ed = 3)em d = d,. = 4, mas ddo valores incorretos para d > 4. Isso sugere que a teoria gaussiana
pode nos dar o comportamento correto acima de d = 4, desde que possamos explicar a discrepinciaem «, ( e 0.

Por que a teoria gaussiana pode descrever o comportamento critico acima de d = 4? Vamos relembrar o resultado da
Secdo XIII, Eq. (13.18), que nos diz que a medida que t — 0, o termo qudrtico efetivo

g X td=972y 50 sed > 4. (21.8)

Isso é confirmado pela andlise do termo quartico sob o GR. Com efeito, devemos fazer no termo quartico as mesmas transfor-
magdes feitas acima, ou seja, re-escalar distincias x — x’ = x/b (ou k — k’ = bk) e o campo

¢i (b_lk/) = b1+d/2¢; (kl), (219)
¢i (bx') = b2 (), (21.10)

onde o fator multiplicativo do campo expresso no espaco real é diferente daquele do campo no espaco k, refletindo o fator de
d?x (ou dk) que relaciona um e outro. Assim

d, W 2 dgd s Wi4-24 2 —d ds W 2
/d X7 (07 (x)]” — /b d'x' 7 22 ()] =b* /d x'7 [0 (x)]", (21.11)
=u = v . (21.12)
Isso mostra que
dy=4—d<0 sed> 4. (21.13)

O termo qudrtico é realmente irrelevante se d > 4 e a teoria gaussiana deveria dar o comportamento critico em dimensdes
superiores a 4.

O que ha de errado no cdlculo dos expoentes «, 3 e §? A teoria de escala derivada do fluxo do GR demonstrada na Se¢ao X VIII
nos mostra como lidar com a presenga de operadores irrelevantes. Vamos particularizar aquela analise para o o caso aqui tratado,
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em que assumiremos que o termo qudrtico é o tnico termo irrelevante. Tomando b = bot~1/%
tY (B dul/d
[t hu) = E f(bo ,bohtd T  bdeqtldel/ ) (21.14)
Usualmente, simplesmente assumimos que a funcéo f (¢, h, u) € finita em f (¢, h,0) e assim otemos a equagéo de escala na sua
forma habitual. Entretanto, pode acontecer de a fungdo f ( h,u) ser singular quando v — 0. Vamos supor que, quando u — 0,
t,h
£t hyu) — gt.h) 21.15)
uM

onde ;1 > 0. Nesse caso, ndo podemos simplesmente ignorar a presenca do operador irrelevante. No limite em que ¢ — 0, a
Eq. (21.14) nos da

di pdn __h
(A td/dtg(bmbo W) h
t u ‘du|/dt — d/dt*‘du‘#/dt -
[t hu) = ' f(b0 , b5 N bt >—> TR TR =t @(tdh/dt), (21.16)

que é uma forma modificada da relagéio de escala usual. Usando que d; = 2 e |d,| = d — 4 para d > 4, obtemos

_d—pld| _d—p(d—4)
o d 2 '
Assim, vemos que o valor do expoente « € radicalmente modificado se a energia livre for uma fung¢éo singular do pardmetro
irrelevante. Dizemos, nesse caso, que u € uma variavel perigosamente irrelevante.

Devemos nos perguntar, portanto, se essa dependéncia singular realmente ocorre e se ela leva a que os expoentes criticos do
modelo gaussiano concordem com a teoria de campo de Landau para d > 4. A resposta € sim e a razdo € a seguinte. A primeira
dica sobre o que acontece vem de percebermos que os expoentes 3 e § s6 sdo definidos no estado ordenado, para T' < T..

Consideremos agora a teoria de Landau no estado ordenado. Sabemos que, nesse caso, a equacao de estado € dada pela Eq. (9.4)
da Secao IX

2 —

21.17)

réo +udy = h, (21.18)
e a densidade de energia livre € entdo obtida a partir do valor de ¢ acima e da Eq. (9.9)
frhou) = g¢3+%¢3—h¢07 (21.19)
onde devemos lembrar que r o< ¢ < 0. Escrevendo
1/3
oo=(-2)"3= (%) A (21.20)
e levando em (21.18) obtemos
Bo— By = 7%}5 (21.21)
T
32\ 2/3
o — <1|;|/2h> do = 1, (21.22)

. A - T - . 3/2
donde deduzimos que ambos os pardmetros re-escalados ¢ e ¢o sio fungdes apenas da razio u'/2h/ |r| /

ey 1/2 ul/2h _[(h Vs _ (ul/2h
¢°_<?> "\ P _<5) o\ ) R

Levando agora esse resultado na Eq. (21.19), obtemos

_ |r||r| wlrP <4 (1=
f(r,h7u) = % 102 % h ” qbo, (21.24)

r -2 1-4 u'?h
= % l—§¢0+1¢0 . |3/2¢0] (21.25)

1/3 1/2

|r|? u'/?h h* ~ (u'/?h
= —F =(— Fl——7= . 21.26
v R e rl*? e
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A Eq. (21.26) mostra que a dependéncia com o pardmetro u ¢ uma dependéncia singular, embora ligeiramente mais complicada
que a da Eq. (21.15). Fisicamente, o que acontece € que o parametro u € essencial para manter a estabilidade da teoria de Landau
quando r < 0 e ele ndo pode ser simplesmente posto igual a zero. Usando agora o re-escalamento dos pardmetros da teoria,
temos (fazendo r o< t)

) = S (e T gl 21.27
f(7,U)—b—gf 0" 00" 7,7, Yo" v (21.27)
p2di—d—duy(d—|du])/d: pldut2dn—=3d:)/2 172,
- 2 0 Y (21.28)
U t(dn—|dul/2)/d:
h
— 2—amy/
= 7% (t_A> . (21.29)
Dessa expressdo, identificamos imediatamente (lembrando que dj, = 1 + d/2)
d—|d,
a = 2—J:O, (21.30)
dy
2dy, — |dy] 3
A= ——— =—, 21.31
2d, 2 ( )
Além disso, refazendo a andlise da Sec¢do XII, obtemos também
1
= A-p=1, (21.33)
A
6 = — =3, (21.34)
B
que concordam perfeitamente com os expoentes de campo médio. A andlise da fun¢do de correlacdo também fornece
1 1
= — == 21.35
v Y ( )
_ O _
n=2-<1=0. (21.36)
14

Portanto, levando em conta a dependéncia singular da densidade de energia livre com o parametro irrelevante u, obtemos 0s
todos os expoentes corretamente, justificando assim a descri¢cdo gaussiana acima da dimensao critica superior 4. A andlise acima
mostra que o GR nio resolve completamente o problema. As vezes é necessério obter mais informagdes sobre a fisica do sistema
antes de deduzirmos todo o comportamento critico através do GR.

XXII. GRUPO DE RENORMALIZACAO DO MODELO DE LANDAU E EXPANSAO EM «

A andlise das Sec¢oes XX e XXI mostrou que o termo qudrtico € irrelevante acima e relevante abaixo de 4 dimensdes. Assim,
a introdugdo da perturbagdo quartica no modelo gaussiano € indcua para d > 4 mas introduz uma diregdo relevante no espago
de Hamiltonianos para d < 4. Como a dimensao 4 é a dimensao limitrofe, isso sugere que, se pudermos fazer uma continuagdo
analitica na dimensionalidade, ao cruzarmos d = 4 algo bastante drastico deve ocorrer. Por outro lado, se houver uma depen-
déncia continua com a dimensionalidade, pode-se imaginar que a teoria em, digamos, d = 3.99 dimensdes seja razoavelmente
controldvel ou, pelo menos, mais controldvel que em d = 3. Essa € a idéia por trds da expansdo em € = 4 — d. Existe assim uma
esperanga de que, ao obtermos as quantidades relevantes, como por exemplo os expoentes criticos, como uma série de poténcias
em ¢, talvez a extrapolacdo e — 1 seja capaz de fornecer resultados bons para d = 3. Realmente, como vamos ver mais adiante,
logo abaixo de d = 4, o ponto fixo critico gaussiano se desdobra em 2 novos pontos fixos, um gaussiano com codimenséo 3 (e,
portanto, incapaz de descrever o ponto critico procurado) e um outro ndo-gaussiano com a codimensao correta 2. Esse tltimo,
chamado de ponto fixo de Wilson-Fisher, permanece arbitrariamente préximo do gaussiano para e pequeno

r* ~ Ofe), (22.1)
u* o~ Of(e). (22.2)

Logo, uma andlise perturbativa em v pode ser feita nas proximidades desse ponto fixo. Essa € a estratégia que iremos seguir. A
expansdo em e e a descoberta desse ponto fixo ndo-trivial foi feita por K. G. Wilson e M. E. Fisher na Ref. 13.
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Os passos que devemos seguir sdo essencialmente os mesmos usados no caso gaussiano, exceto que, na presenca do termo
qudrtico e em vista do exposto acima, iremos prosseguir em teoria de perturba¢io em u. Assim, o hamiltoniano original é

L= /ddx Bqﬁ (x) (r —v?) ¢ (x) + % (67 (x)}2 , (22.3)

onde omitiremos o campo magnético inicialmente, por simplicidade. No espago k, a a¢do fica L = L+ L, onde Ly € 0 mesmo
da Eq. (20.2), enquanto que

d
/ d km 27r) 0D (ky + ko + k3 + ky) ¢; (k1) ¢ (ko) @5 (k3) ¢ (ky) . (22.4)

Note a estrutura dos sub-indices ¢, j. Devemos agora separar os modos lentos ¢; (k) , com |k| < A, dos modos rdpidos 51 (k)
pertencentes a “casca de momentos” A/b < |k| < A, com b > 1. Na parte quadrtica, hd um completo desacoplamento entre
esses dois tipos de modos, como ja foi mostrado na Secdo XX, Eqgs. (20.5-20.7). A parte quartica (Eq. (22.4)), entretanto, gera
acoplamentos entre os modos. Logo, podemos escrever

L]6ndi| = Loloid + Lor 6] + Lt 65,6 . (22.5)
Z(ru) = / DgDepe~ (LortLortLi) (22.6)
_ / Depe—Lot / DoeLore=In (22.7)

= Z (r)/Dqse*Lw <e*L1>$, (22.8)

onde usamos a defini¢do da Eq. (20.11) e

f’Dae_L‘”O B f’Dae_L‘”‘O
IDQNSe—LOT - Zp ()

(0); = : (22.9)

Como antes, vamos simplesmente ignorar a contribuicdo de Z,. (1), que é apenas uma constante ndo-singular. Note a similaridade
com a formulacdo da Se¢do XVII, Egs. (17.8-17.9). O objetivo agora é calcular (perturbativamente) o traco parcial da Eq. (22.8),
re-escalar os momentos como na Eq. (22.48) de forma a recuperar o “cutoff” A, re-escalar os campos como na Eq. (22.49) para
manter invariante o termo do Laplaciano e “ler” na ac@o final a expressdo dos pardmetros renormalizados.

Vamos definir

e~ ALlg:] = <€*L1[¢7i7$i]>$. (22.10)

Para separarmos em L [gbl-, gbl-] os modos lentos e rdpidos, devemos fazer a substitui¢cdo

d'%,, MY ddk, A ddk, ~
/O @ )m( m) — /0 (27T)d¢z (km)+/A/b (%)ddn (Km) (22.11)

nas quatro integra¢des da Eq. (22.4). A ag¢do AL, pode ser obtida através da chamada expansao em cumulantes

AL = m{iﬁ«_h [(bi,gz})p%} (22.12)
=0
_ i (—pl!)p <L11) [¢i7¢~5i}>;7 (22.13)

p=1

onde o super-escrito ¢ denota um cumulante. Os primeiros cumulantes (os Unicos que calcularemos aqui) podem ser obtidos
facilmente da expansao do logaritmo

2 3

In(l+2)=o— 5 +5+0 (). (22.14)
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Obtém-se
(Lafona]). = (b ]ena]). (22.15)
~ c ~ ~ 2
20 b b - 210 b b _ by
<L1 [Q/’ud)z} ><;~5 - <L1 {¢u¢z}>$ <L1 {¢17¢z}>$7 (2216)
donde
_ NN M e Te 31N - 2\ 2
AL = <L1 [sbmblbg 5 {<L1 [¢17¢z:|>$ <L1 [@,@D(g} + 0O (u?). (22.17)
(Observagao: O cumulante de ordem geral, pode ser obtido iterando-se e invertendo-se as expressoes
(MPy = T, (22.18)
P «
onde ), é uma soma sobre todas as parti¢des de M? em fatores M ™« tais que )  n = p. Por exemplo,
(M) = (M)*, (22.19)
(M?) = (M) + (M) (M)° = (M?)" + (M)? (22.20)
(M?) = (M®)" +3 (M) (M?) + (M)° (22.21)
= (M)"+3 (M) (M?) —2(M)?*, (22.22)

etc.)
Veremos que, para um célculo de ordem e dos expoentes, os cumulantes da Eq. (22.17) serdo suficientes. A substitui¢ao
(22.11) na Eq. (22.4) geraré todas as combinagdes de ordem qudrtica possiveis, que podemos descrever esquematicamente como

PODD, dPOb, PP, PdbD, dPPP. (22.23)

O célculo do traco desses produtos de operadores € enormemente facilitado pelo teorema de Wick. Note que o trago € feito sobre
os campos ¢ (ver Eq. (22.9)) onde

A
~ dk |1 ~ 2
Lo, [(b} - / . {— (r+k2) | (k)’ } , (22.24)
A (2m)° L2
O teorema de Wick nos da a prescri¢do para o cédlculo de

<5i1 (k1) 6iy (ka) i, (k) b, (Ka) ... Diy (kN)>$' (22.25)

Primeiramente, devemos obter o valor para N = 2, chamado de uma “contra¢do” entre dois operadores,

3 (k) a (a) (2m)* (a) a (0)
(90 (1) 6, (ko)) = 84,0 (bt ko) 2700 = 00,81 (bt + o) (2m) Gl (22.26)

1

A partir desse resultado, podemos escrever o resultado para qualquer N: o trago em (22.25) é nulo se N é impar e, se N € par, é
igual a soma sobre os produtos de todas as contragdes possiveis de pares de operadores de (22.25). Por exemplo

<5i1 (k1) b, (ka) by (k3) i, (k4)>$ = <5i1 (k1) b, (k2)>$ <5i3 (k3) 61, (k4)>$ (22.27)
+ <5i1 (k1) ¢, (k3)>$ <5i2 (k2) 6, (k4)>¢~) (22.28)
+ <5i1 (k1) 6, (k4)>$ <5i2 (k2) ¢, (k3)>¢~)- (22.29)

A prova do teorema de Wick pode ser obtida a partir das expressoes (11.6) e (11.8) da Secdo XI, que podem ser re-escritas no
nosso contexto aqui como

v | [asi a6 = JPoE)exp =5 [dx [ dyd (x) GO (x,y) ¢ (y) + [ dxj (x) & (x)]
< P [/d 7)o )}> B [ D¢ (x)exp [-1 [dx [dye (x) GO (x,y) ¢ (y)] , (2230

exp B [ix [avi 606 (x3) (y)] . (22.31)
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Figura 11: Representacdo esquemadtica dos elementos dos diagramas de Feynman para a expanséo perturbativa em u. Cada linha pontilhada
representa um termo qudrtico. A ele deve-se associar um fator de u/4. A soma total dos momentos k1 + k2 + ks + k4 = 0 e os sub-indices se
conservam nos extremos da linha pontilhada. Cada linha continua representa um operador “lento” ¢; (k) e cada linha tracejada uma contra¢do

de operadores “rdpidos” b (k), cujo valor é (27)* G© (k). Todas as combinagdes de linhas continuas e tracejadas sdo possiveis para cada
termo de interagdo, como exemplificado na figura (numeradas de 1 a 6) e na Eq. (22.23).

N ’
N,k
k _

q=k -k, k
=k -k
4 2

Figura 12: Representagdo esquemdtica da conservacdo de “momentos” em uma linha de interacdo. A diferenca entre os momentos final e
inicial em uma extremidade (q = ki — k3) é “transferida” para a outra extremidade (q = ka4 — k2).

Expandindo as exponenciais dos dois lados da expresséo acima e igualando os coeficientes das poténcias de j (x), obtemos o
teorema de Wick.

O teorema de Wick aplicado ao célculo dos tragos que aparecem na expansido em cumulantes da Eq. (22.17) pode ser posto
em forma diagramadtica de maneira simples. Associamos linhas continuas aos campos ndo tragados ¢; (k), linhas tracejadas as
contragdes de campos rdpidos ¢; (k) e cada termo qudrtico (22.4) serd denotado por uma linha pontilhada. Cada extremo da
linha pontilhada tem uma linha chegando e outra saindo, ambas com o mesmo sub-indice de componente, ver a Eq. (22.4) e a
figura 11. Cada uma das 4 linhas que se ligam as extremidades das linhas pontilhadas de interacdo qudrtica pode ser continua
ou tracejada. Todas as possibilidades sdo mostradas na figura 11. A cada linha, continua ou tracejada, associamos um vetor de
onda (“momento”) k e os momentos sdo conservados nas interacdes: ki + ko + ks + kg = 0 (ver figura 12). Isso € facilitado
associando-se dire¢des € momentos as linhas pontilhadas de tal forma que a diferenca entre os momentos das linhas de uma
extremidade (q) seja “transferida” a outra extremidade, ver figura 12.

Vamos exemplificar esses diagramas com o cdlculo do cumulante de primeira ordem, Eq. (22.15). Devido ao teorema de

Wick, os termos ¢¢¢¢ ¢¢¢¢ nao contribuem, pois t€ém um nimero {mpar de termos a serem contraidos. A contragdo de



54

termos em ¢¢$¢~5 nos dd uma constante, que temos desprezado todo o tempo. O termo ¢¢p@¢ nio tem nenhum campo répido e
seu valor esperado € igual a ele proprio. Ele dard origem ao termo qudrtico habitual entre os campos lentos, s6 que com o cutoff
diminuido

A/b 4 4
i /0 11 d;ﬁ (2m)7 6 (k1 + ko + ks + ka) 6 (K1) ¢ (K2) 65 (ks) &5 (Ka). (22.32)

3
I

As tnicas contribui¢des ndo triviais virdo dos termos com dois campos lentos e dois rdpidos dos tipos (recuperando os sub-
indices) ¢;¢;p;¢; € P;;p;d;. Apos as contragdes, eles dardo origem a termos quadrdticos nos campos lentos

<5i$i¢j¢j>$ X ¢;9;, (22.33)
<5i¢i$j¢j>$ x ¢;d;, (22.34)

que por sua vez irdo modificar o termo quadratico da ac¢do original. Assim, por exemplo, o termo

w [N M S A
4 /A/b /A/b/o ngl (2n)? <¢i (k1) ¢ (k2) ¢ (k3) ¢; (ki — ko — k3)>$ (22.35)
d4 origem a
u | (A d'% AL gy
4 G (k ——3 10 (). 2236
" [/A/b (2m)" ( )]/0 (2n)? 195 (k)| (22.36)

O fator de n vem da soma sobre 7. Existem 2 termos como esse, vindos da contragdo dos 51 e dos 53-, portanto devemos
multiplicar a expressao (22.36) por um fator de 2

A d A/b o 3d
[/ ﬂ(;«»(k)] [, o @23)
0

A (2m)° (27)
Analogamente, podemos contrair um 51 com um gj e teremos um termo

wl| (N dik AL gy
- GO (k = e, (k)|? 22.38
- VA/ sl )]/ e 14 091" (238)

onde o fator de n estd ausente e devemos multiplica-lo por um fator de 4, pois ha 4 maneiras diferentes de contrair um ¢; com
um ¢;. Assim, a contribui¢@o total para o termo quadratico é

Mb gl Ar() 2
———¢; (¥)|%, (22.39)
L G e i
onde
A gk
Ar = (n+2)u / -G (k)| (22.40)
A/b (27)

que representa uma adi¢@o ao pardmetro r em primeira ordem em u. A representacio diagramatica dos dois termos, Egs. (22.37)
e (22.38) é mostrada na figura 13. Diagramaticamente, cada laco (“loop”) de linha tracejada dé origem a um fator de n.

Em primeira ordem, apenas o parametro r € afetado. Entretanto, a fim de acharmos o ponto fixo nao-trivial, € necessario pros-
seguir e calcular o cumulante de segunda ordem em . Os diagramas agora possuirdo duas linhas pontilhadas, correspondendo
a duas inserc¢des do termo qudrtico. Vamos usar o fato de que, no cdlculo de cumulantes, ndo devemos incluir diagramas des-
conectados, ou seja, aqueles formados por partes desconectadas entre si, um teorema conhecido como “linked cluster theorem”.
Assim, podemos encontrar todos os diagramas conectados de segunda ordem combinando duas linhas pontilhadas de interacao
quértica de todos os 6 tipos mostrados na figura 11 através de contra¢des de linhas tracejadas. O niimero de diagramas agora é
consideravelmente maior.
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o
o

Figura 13: Representacdo diagramdtica dos dois termos que contribuem para o cumulante de primeira ordem, Eqgs. (22.37) e (22.38), respecti-
vamente. Note que o primeiro termo escala com um fator de n, que vem do laco (“loop”) tracejado.

e

Figura 14: Diagrama conectado de segunda ordem gerado por uma interag¢@o do tipo 2 com outra interagdo do mesmo tipo (ver figura 11).

Uma interacdo do tipo 1 (ver figura 11) ndo pode ser conectada com nenhuma outra interacio de forma a gerar um diagrama
conectado. Uma interag@o do tipo 2, com apenas uma “perna” tracejada, s6 pode ser combinada com uma intera¢gdo com um
nimero impar de “pernas”, como é o caso das interacdes do tipo 2 ou 5 (teorema de Wick). Na figura 14, mostramos o tnico
diagrama do tipo 2-2 e na figura 15 os 2 diagramas 2-5. O diagrama da figura 14 tem 6 “pernas” continuas e representa um
termo de ordem 6, envolvendo o produto de 6 campos “lentos”, ausente na acdo inicial mas gerado pelo GR em segunda ordem
em teoria de perturbacdo em u. Pode-se mostrar que esse termo € irrelevante nos pontos fixos de interesse e s6 afeta a posicao
desses em O (62) , por isso vamos ignoré-lo. Os 2 diagramas da figura 15 tém 4 “pernas” continuas e sdo uma corre¢ao ao termo
quértico, proporcional a u2. Entretanto, eles sdo identicamente nulos. Isso porque, devido 4 conservacdo de momentos nas linhas
pontilhadas, a linha continua externa da direita tem o mesmo momento que a linha tracejada horizontal interna com sub-indice
i. Como a primeira deve ter [k| < A/b (modo “lento”) e a outra deve ter A < |k| < A/b (modo “rdpido”), segue que o valor dos
diagramas ¢ zero.

Prosseguindo, podemos combinar intera¢des do tipo 3 com interacdes do tipo 3, 4 e 6. H4 um diagrama do tipo 3-3 (figura 16),
um do tipo 3-4 (figura 17) e dois do tipo 3-6 (figura 18). Os diagramas 3-3 e 3-4 renormalizam o termo qudrtico e fardo parte
da contribui¢do mais importante, como veremos. Os diagramas 3-6 renormalizam o termo quadrético em segunda ordem em .
Eles ndo contribuem nem para a determinag@o do ponto fixo ndo trivial nem para os expoentes criticos em ordem e (lembre-se
que mostraremos que u* ~ O (¢)), por isso iremos ignora-los.

Diagramas conectados adicionais sdo gerados pela combinagdo de interagdes do tipo 4 com intera¢des do tipo 4 ou 6. O
diagrama do tipo 4-4 é mostrado na figura 19, enquanto que os dois diagramas do tipo 4-6 sdo mostrados na figura 20. O primeiro
renormaliza o termo quartico e é importante. Para os outros dois valem as consideracdes feitas a respeito dos diagramas do tipo
3-6.

Finalmente, restam os diagramas gerados a partir da combinacio das linhas de interagdo do tipo 5 com outra linha de interagdo
do mesmo tipo. Quatro diagramas conectados diferentes sdo gerados (figura 21). Todos eles contribuiriam para a renormalizagio
do termo quadratico em segunda ordem em u. Entretanto, a considerac@o da conservacdo de momentos nos mesmos moldes que
aquela feita a respeito dos diagramas da figura 15 leva a conclusdo de que esses diagramas também se anulam.

Esses sdo todos os diagramas em O (u2) Resumindo, os diagramas ndo-nulos que contribuem para o cumulante de segunda
ordem sdo: (i) um diagrama do tipo 2-2 para a interagcdo séxtupla, que é irrelevante nos pontos fixos gaussiano e de Wilson-
Fisher; (ii) um diagrama do tipo 3-3, um diagrama do tipo 3-4 e um diagrama do tipo 4-4 para o termo qudrtico e (iii) um
diagrama do tipo 3-6 e um diagrama do tipo 4-6 para o termo quadrdtico, mas que ndo contribuem para o célculo em O (¢).
Passemos agora para o célculo dos diagramas do item (ii) acima.
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Figura 15: Diagramas conectados de segunda ordem gerados por uma interacéo do tipo 2 com uma interagdo do tipo 5 (ver figura 11).
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Figura 16: Diagrama conectado de segunda ordem gerado por uma interag@o do tipo 3 com outra interagdo do mesmo tipo (ver figura 11).

O diagrama da figura 16 tem um laco e é de ordem n. Além disso, levando em conta que hd 2 tipos de interagdes do tipo 3
(tomando como linhas tracejadas aquelas que saem de uma ou outra extremidade da linha pontilhada) e que para cada par de

contragdes de linhas tracejadas hd duas maneiras de fazé-las, sdo geradas 2 x 2 x 2 = 8 combinagdes, e o diagrama tem um fator
multiplicativo de 8n. Seu valor numérico é

A d
@, k)= (Y)Y [ P GO () 6O (p -
I (ki — ko) = () /A/bm)dG (0) G (b~ ki +ks). (2241)
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Figura 17: Diagrama conectado de segunda ordem gerado por uma interacéo do tipo 3 com uma interag@o do tipo 4 (ver figura 11).
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Figura 18: Diagramas conectados de segunda ordem gerados por uma interacéo do tipo 3 com uma interagdo do tipo 6 (ver figura 11).
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Figura 19: Diagrama conectado de segunda ordem gerado por uma interag¢@o do tipo 4 com outra interagdo do mesmo tipo (ver figura 11).
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Figura 20: Diagramas conectados de segunda ordem gerados por uma interacéo do tipo 4 com uma interagdo do tipo 6 (ver figura 11).
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Figura 21: Diagramas conectados de segunda ordem gerado por uma interagéo do tipo 5 com outra interagdo do mesmo tipo (ver figura 11).

onde q = k; — k3 é o momento transferido na interagdo, como definido na figura 12. O termo acima nos dd uma interacdo
quértica “ndo-local” por causa da dependéncia com os momentos externos k; e ks. Entretanto, essa dependéncia € irrelevante
nos pontos fixos de interesse, como pode ser mostrado a posteriori. Por isso, vamos ignorar essa dependéncia e fazerq = 0

A d A d
) L ool =6 L

Analogamente, o diagrama da figura 17 envolve uma interag@o do tipo 3 com outra do tipo 4. Esse diagrama ndo contém nenhum
lago de linhas tracejadas e por isso escala com n”. Enquanto existem 2 tipos de interagdes do tipo 3 é facil ver que existem 4 tipos
de interagdes do tipo 4 (correspondendo as 4 escolhas diferentes com uma linha tracejada em cada extremo da linha pontilhada).
Levando em conta que cada contracio de 2 linhas tracejadas de uma interagdo com 2 linhas tracejadas da outra interacio pode
ser feita de 2 maneiras diferentes e que existe uma contribui¢do em que a linha de interag@o da direita é do tipo 3 e a da esquerda
do tipo 4 e outra em que a da esquerda € do tipo 4 e a da direita do tipo 2, o fator multiplicativo serd 2 x 4 x 2 x 2 = 32. O valor
numérico do diagrama é o mesmo que o outro, Eq. (22.42), onde fazemos a mesma aproximacgao de desprezar a dependéncia
com os momentos externos. Finalmente, o diagrama da figura 19 escala com n° e tem fator multiplicativo 4 x 4 x 2 = 32.
Colecionando todas as contribui¢des (ndo esquecendo o termo —1/2 da Eq. (22.17))

(2) 2 A d 2 A gd
M s sy () [ AR L Ly [ IR
4 2 47 Jap (2m)? 2 4 A (2m) 2

(r+|p| ) (7’+|P| )

A d
d 1

—u? (n+8) / Pd 5 -

A/b (2m) (T+ |p|2)

Au® (22.44)
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Ao final, até a segunda ordem em teoria de perturbagdo, teremos uma nova a¢ao renormalizada dada por

L' = Lj+ L}, (22.45)
Ao gdie e+ Ar(D) 2 Ar(2) 4 2
Ly = /0 e [ 5 Lig, a0, (22.46)
u—|—Au(2) A/b 3 ddkm
L = %/ H W@. (k1) ¢ (ko) b (k3) ¢ (—k; — ko — k3). (22.47)
0 m=1 s

Agora, re-definimos as distancias ou, equivalentemente, os vetores de onda
kK = bk = d% = b~ %%, (22.48)
de tal forma que o cutoff original é recuperado e re-escalamos o spin de forma a preservar a forma do termo do Laplaciano
¢ (b7'K') = 2¢) (K'). (22.49)
Como o termo do Laplaciano s6 ¢ modificado em O (u?)
22 140 (12)] = 1= 2 = pHHa/2H0(), (22.50)

Como u* ~ O (¢) podemos fazer z = b'T%/2 se quisermos calcular tudo até O (¢). Usando esse valor de z, obtemos o0s
parimetros transformados

o= b4 [T + Art) 4 AT(2):| =0’ [r+(n+2)L (rdbA)u+0(u?)], (22.51)
W = b3 [u n Au(z)} = by [1— (n+8) I (r,d, b, A)u+ O (u?)] (22.52)

onde

A d
Iis (r,d,b,A) :/ dp L (22.53)

A (2m)° (7,+ |p|2)172'

Vamos proceder sob a hipétese de que 7* ~ O (€) e u* ~ O (€) e mostrar que os resultados assim obtidos s3o consistentes.
Nesse caso, o ponto fixo nio trivial € tal que

o= 0 [+ (n+2) L (r,4—€,b,A)u* + O (u*?)], (22.54)
uw* = bu* [1 —(n+8) I (r',4—ebA)u*+ 0O (u*2) , (22.55)
ou
1
(1 - ﬁ) o= —(n+2)I1 (r,4—e,b,A)u* + O (u*?), (22.56)
b =1—elnb+0 () = 1—-(n+8) L (r*,4—ebA)u* + O (u*?). (22.57)

E evidente que precisamos da integral da Eq. (22.53) parar = e = 0 (m = 1,2)

A 4
d 1
I, (0,4,0,A) = / el H . (22.58)
A/b (2m)° [P
d A 1 =
_ / S B I (1=5), m=1 (22.59)
A/b (27‘() P m 82 hlb, m =2
onde usamos que
2 d/2
Sy = 1 (22.60)
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é a superficie da esfera em d dimensdes, o que dd S, = 272. Levando o resultado (22.59) nas Egs. (22.56-22.57) encontramos
o ponto fixo de Wilson-Fisher em ordem ¢

8?2
= 22.61
" nt8" ( )
n+2
R Ry P 22.62
" 2(n+8) * (22.62)

que independe de b como esperado e confirma a hip6tese de que ambos os valores sdo O (¢).
Claramente, o ponto fixo gaussiano é também um ponto fixo da transformagdo (22.51-22.52). Calculando a matriz das

derivadas no ponto fixo gaussiano
org \_ [ B (m+2) = (02 -1) [ oy (22.63)
dug O (€% b¢ Sug |’ '

onde 07y = r e duy = u. Os auto-valores sio

A = b =d] =2, (22.64)
A = b= dj =¢, (22.65)
ambos positivos. Portanto, ele é duplamente instdvel no plano (7, u), enquanto que o ponto critico corresponde a um ponto fixo

instdvel apenas nas dire¢des r e h (codimensao 2).
O célculo andlogo no ponto fixo de Wilson-Fisher nos da

! 2 2
or’ — B [1— (n+2)1(0,4,b,A)u* + O ()] = b |1 — "2 et 0 (2) | ~ v?*~ w=tO(<) (22, 66)
o/ n+8
o’ = (n+2)b*1 (0,4,b,A) = ( +2)A—2(b2—1)+0() (22.67)
u e = n 1 y Ty Uy =n 1671'2 €), .
li
%_1; - 0(&), (22.68)
/ 2
g—“ = b0 [1-2(n+8)1(0,4,b,A)u*+ O (€%)] =b°[1 —2elnb+ O ()] ~ p=eto(e), (22.69)
u ot

O fluxo do GR no regime linear em torno do ponto fixo de Wilson-Fisher é dado por (§rywr =7 — 7" e Suywrp = u = u™)

< Srw e ) _ < b2—2—1§e+0(52) (7’L+ 2) 1{3\;2 (b2 — 1) + 0O (6) ) < OTWF ) ' (22.70)

ouw F O (52) b75+o(€2) ouw g

Os auto-valores sao

n 2
AWF — p2idie o gWF _ o _ ZISE’ (22.71)
AgVF N dgVF = —e, (22.72)

e o auto-vetor 2 € irrelevante! Mostramos assim, até ordem e, que o ponto fixo de Wilson-Fisher tem codimensdo 2, como
desejado. Os auto-vetores a direita podem também ser obtidos. O auto-vetor correspondente a diregdo relevante A é

0 (&) (n+2) A:Q(b2_1)+(9(e) ) [0 JWE 1
<@(€2) 17140 )(yi)‘(O)é W‘(o(&))' (22.73)

A direc¢ao irrelevante é

2 - €) (n A (b2 - € x —(n A
(b 1o e 1)+@(>><yz>_<8>;»vg”_< e+ 2) 5 ) (2.7
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Figura 22: Fluxo global do grupo de renormaliza¢do mostrando os pontos fixos gaussianos (azul) e de Wilson-Fisher (vermelho), bem como
as diregdes relevantes e irrelevantes a partir de cada um deles.

O célculo andlogo no ponto fixo gaussiano da para as duas dire¢des relevantes o mesmo resultado que o ponto fixo de Wilson-

Fisher
vi=|( 1 o[ ~C+D= ) (22.75)
! @ (62) 2 1

Com isso, podemos desenhar o fluxo global do GR.

O auto-valor na dire¢do do campo magnético h € dado em ordem mais baixa pelo mesmo resultado do ponto fixo gaussiano
dp =1+ d/2 =3 — €/2. Assim, obtemos

11 n+2
v = 5=3 e 2270
dh 1 n—1
A= 2 2277
i 2[3+n+86:|, ( )
4—n
S L 227
Q v 2(n+8)6’ (22.78)
5= 9 Al 3 (22.79)
B R Y (A '
n+2
C A_f—14 T2 22.80
gl B +2(n+8)6’ (22.80)
5 — %:3“7 (22.81)
2
p=o-J__"t2 o (22.82)

€.
v 2(n+8)

O expoente 7 € ~ O (62) e sua obtencdo requer um cdlculo mais complexo, que ndo faremos aqui. A expansdo em e ja foi

levada até O (€%) (O (') paran)'. A convergéncia é ndo-uniforme e provavelmente a série € apenas assintética. Os resultados
obtidos, bem como outros obtidos com técnicas alternativas sdo mostrados na Tabela III.

* Electronic address: arirarca@ifi . mnicap.ar
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|Expoente| O (e)[1] |(9 (52) [1] | O (53) [1]| Padé-Borel | GR em d = 3 |Expansio de altas temperaturas

y(n =1)| 1.167 1.244 1.19 1.235+0.004 | 1.24140.002 1.245+0.003
v(n =1)| 0.589 0.634 0.606 0.628+0.02 0.630£0.0015 0.6384+0.002
n(n =1)| 0.019 0.037 0.029 |0.033340.0001| 0.031£0.001 0.041£0.01
y(n=3)| 1.227 1.346 1.325 1.375+0.020
n(n =3)| 0.021 0.039 0.032 0.043+0.014

Tabela III: Expoentes criticos do modelo de Ising tri-dimensional. As 3 primeiras colunas ddo o expoente na expansdo em e em sucessivas
ordens de aproximagio ([1] O calculo de 7 é sempre uma ordem superior ao indicado)'®. A quarta coluna (Padé-Borel) dd o valor obtido
através de técnicas de ressomacio da série em todas as ordens'®. A quinta coluna d4 o cdlculo em dimensdo fixa d = 3 em série perturbativa
em u. A tltima coluna dé o valor obtido através de expansdes de altas temperaturas'*.
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