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Resumo

Esta dissertagao explora os efeitos nas propriedades de transporte de um modelo com
ordem ferromagnética acoplada a portadores de carga por meio de um espalhamento de troca
que leva em conta efeitos de spin—orbita. Motivados inicialmente por compostos de férmions
pesados como o CeRhlIng, que possui anisotropias de transporte em sua fase ordenada ainda nao
compreendidas, investigamos um modelo simplificado com o intuito de entender se os ingredientes
deste modelo seriam suficientes para explicar as anisotropias observadas, provendo, assim, uma
explicagdo mais simplificada do que as hipdteses presentes na literatura vigente.

Para este estudo, utilizamos a teoria de ondas de spin, buscando prover uma explica-
¢ao fisica simples para o fenémeno, descrevendo as excitagoes da rede de momentos localizados
e a interacao entre os momentos magnéticos localizados e os elétrons de conducdo por méagnons.
A equacéo de transporte de Boltzmann, foi empregada para estudar a funcdo de distribuicéo
do sistema e as propriedades de transporte desse. Devido a grande complexidade na solucao da
equacao de Boltzmann, fizemos uso da aproximacao de tempo de relaxacao.

Nossa analise mostrou o surgimento de anisotropias na condutividade elétrica de
sistemas com ordenamento ferromagnético e forte interagdo spin—6rbita. Observamos que ha
uma anisotropia quando a magnetizacio da rede forma um angulo com o campo elétrico aplicado
e que hd um aumento desta anisotropia com o aumento do dngulo, atingindo seu pico quando
essas grandezas sao ortogonais.

Embora os resultados obtidos nao sejam suficientes para explicar as anisotropias
observadas em sistemas como o CeRhlns, acima de um campo magnético critico, acreditamos
que nossos resultados possam estar relacionados & presenca de uma sutil anisotropia observada
abaixo do campo critico.

A despeito desses achados, este estudo possui diversas limitagoes, apresentadas no
capitulo final. Todavia, acreditamos que este trabalho prové motivacao para investigagoes futu-
ras do papel deste mecanismo nas propriedades de transporte de sistemas de férmions pesados.
Um entendimento completo da relevincia desses mecanismos ainda requer investiga¢des mais
aprofundadas sobre o tema.

Palavras-chave: Ondas de spin; Férmions pesados; Magnetismo - Propriedades de

transporte



Abstract

This dissertation explores the effects in the transport properties of a model with
ferromagnetic order coupled to charge carriers through exchange scattering in the presenc of
strong the spin—orbit interaction. Motivated by heavy fermions compounds like CeRhlIns, which
presents transport anisotropies in its ordered phase not yet understood, we investigated a sim-
plified model in order to understand if the model’s ingredients would be sufficient to explain the
observed anisotropies, providing, in this way, a simplified explanation for the anisotropies when
compared to the hypotheses in the current literature.

For this study, we employed spin wave theory, aiming at providing a simple physical
explanation for the phenomenon, describing the excitations of the lattice of ordered localized
moments and its interaction with the conduction electrons through magnons. The transport
Boltzmann equation was used to study the distribution function and the transport properties of
the system. Due to the complexity of the Boltzmann equation, we made use of the relaxation
time approximation.

Our analysis showed the emergence of anisotropies in the electrical conductivity of
systems with ferromagnetic ordering and strong spin—orbit coupling. We observed the presence
of an anisotropy when the lattice magnetization forms an angle with the applied electric field
and that there is an increase of the anisotropy when the angle increases, reaching its maximum
value when the two quantities are orthogonal.

Although the results obtained are not sufficient to explain the anisotropies observed
in systems such as CeRhlng above a critical magnetic field, we believe that our results may be
related to the presence of a subtle anisotropy observed below the critical field.

Despite these findings, this study has several limitations, presented in the final
chapter. Nevertheless, we believe that this work provides motivation for further investigation of
the role of this mechanism in the transport properties of heavy fermions systems. A complete
understanding of the relevance of these ingredients requires a more in-depth treatment of the
subject.

Keywords: Spin waves; Heavy fermions; Magnetism - Transport properties
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Capitulo

Introducao

Neste primeiro capitulo, apresentaremos brevemente a histéria da fisica de sistemas fortemente
correlacionados, férmions pesados e ondas de spin, os quais constituem os pilares desta disser-
tagdo. Em seguida, discutiremos as motivagoes e objetivos deste trabalho e o que foi realizado,
de forma resumida. Ao final, apresentaremos a estrutura de capitulos da dissertacdo e as con-

vengoes utilizadas.

1.1 Contextualizagcao

1.1.1 Sistemas Fortemente Correlacionados e Férmions Pesados

Sistemas fortemente correlacionados representam um campo desafiador da fisica da
matéria condensada, tendo sido extensivamente estudados pelos tltimos 70 anos, devido a ques-
toes fundamentais que desafiam os limites e fundamentos desta drea da Fisica [1, 2]. A primeira
dessas questdes, conhecida desde o inicio da década de 30, foi a observagdo de um minimo na re-
sistividade elétrica, p, de ouro, cobre e outros metais a baixas temperaturas [3]. Posteriormente,
este minimo na resistividade foi relacionado & presenga de impurezas magnéticas [4, 5]. Sara-
chick, Corenzwit e Longinotti demonstraram que era possivel controlar se impurezas de ferro em
uma amostra de niébio possuiam carater magnético ou ndo ao dopar o niébio com molibdénio
[5]. Este comportamento da resistividade é ilustrado na Fig. 1.1 para varias ligas de Mo, Nby_,.

Este fenémeno, hoje conhecido como efeito Kondo, levou muito tempo para ser
completamente compreendido e sua histéria é um tanto tortuosa. Vamos tentar resumi-la aqui.
Em 1964, Kondo [6] demonstrou que p possui um termo proporcional a —In7T" em terceira ordem
de teoria de perturbacao! no acoplamento de troca J do chamado modelo s-d. Esse modelo
descreve um momento localizado de spin 1/2 acoplado através de um acoplamento de troca
antiferromagnético de intensidade J com uma banda de elétrons de conducdo. Mais tarde, esse
modelo passou a ser denominado de modelo ou Hamiltoniano Kondo. A conjuncao desse termo
logaritmico que cresce a medida que a temperatura decresce, resultado do espalhamento dos
elétrons de conducao pelos momentos localizados, com o espalhamento pelo fénons da amostra
(cuja contribui¢do decresce com a diminui¢do da temperatura [7]), é que dé origem ao minimo

na resistividade observado. Kondo p6de mostrar como a temperatura em que o minimo ocorre

'Uma ordem acima da aproximacio de Born.
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Figura 1.1: Resistividade em func¢do da temperatura para Mo,Nb;_, contendo 1% de Fe, mos-
trando um minimo na resistividade a baixas temperaturas, que pode ser controlado pela porcen-
tagem = de molibdénio dopado no niébio. As resistividades estdo normalizadas a temperatura
de 4.2K. Figura extraida de [5].

depende da concentracdo de momentos localizados, em boa concordancia com as observacoes
experimentais.

Um pouco antes do trabalho de Kondo, em 1961, P. W. Anderson formulou o pri-
meiro modelo capaz de explicar a formagdo de momentos magnéticos localizados em metais [8].
Este modelo, conhecido como modelo de impureza tnica de Anderson, descreve uma banda de
elétrons de condugdo, uma impureza em um orbital d, uma hibridizacdo entre a banda de con-
dugdo e uma interagao do tipo Hubbard, da forma Ungng), onde ng, é o nimero de elétrons
com spin ¢ no sitio da impureza?. Anderson mostrou que hé formacao de momentos localizados
quando a repulsido coulombiana U é suficientemente grande e a energia do orbital da impureza
¢é negativa e suficientemente grande em modulo.

Nesse regime em que o momento magnético se forma, pode-se procurar um Hamil-
toniano efetivo que descreva a dinamica efetiva do spin desse momento localizado em baixas
energias. Como mostrado por Schrieffer e Wolff [9], essa dindmica é descrita por um acopla-
mento de troca antiferromagnético (AFM) entre o spin e os elétrons da banda de condugao,
Js - S, onde s é a densidade de spins dos elétrons de conduc¢do na posicdo da impureza e S
¢ o spin do momento localizado [8, 10]. Esse termo é exatamente igual ao termo de troca do
modelo usado por Kondo. Portanto, o modelo de impureza tnica de Anderson da uma base
microscépica para o modelo de Kondo. Como ja mencionado, foi justamente com esse modelo
que Kondo explicou o minimo da resistividade dos metais contendo impurezas magnéticas.

Embora o resultado de Kondo explique o minimo observado na resistividade, ele falha
em descrever o comportamento assintotico quando 7" — 0, pois o termo logaritmico diverge. Isso
indica que a teoria de perturbacgao é inadequada para tratar o regime de baixas temperaturas.
Empiricamente, observa-se que o espalhamento pelos momentos magnéticos satura, p — const
quando T — 0. A descricdo do comportamento destes sistemas neste regime ficou conhecido

como problema Kondo, servindo de grande motivacao, no anos 60, para o estudo de sistemas

20s modelos de Anderson e Kondo serdo apresentados em mais detalhes no capitulo 3.
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Figura 1.2: Fun¢des de onda dos orbitais do Ce calculadas para configuracio 4 f15d'6s% [20]. E
possivel ver que o estado 4f ¢é fortemente localizado e interno.

fortemente correlacionados [2]. A explicagdo final envolveu o desenvolvimento de importantes
técnicas tedricas, como o grupo de renormalizagdo, em suas versdes analitica [11, 12] e numérica
[13], teoria de liquidos de Fermi [14] e Ansatz de Bethe [15, 16, 17]. A partir do uso dessas varias
técnicas, hoje compreendemos que o efeito Kondo descreve o processo pelo qual os momentos
magnéticos localizados sao blindados pelos spins do mar de elétrons na banda de conducao,
formando um centro espalhador unitario (ou seja, com defasagem § = 7/2) sem spin [1] em
T=023.

A base do efeito Kondo original esté, como mencionado, no espalhamento de elétrons
de conducdo por momento magnéticos localizados em baixa dilui¢do e dispostos aleatoriamente
na matriz metalica. Uma questdo interessante é perguntar o que acontece se os momentos
magnéticos formarem uma rede periédica. De fato, existem varios compostos na natureza com
essa caracteristica. Eles vieram a ser conhecidos como compostos de férmions pesados. Nestes
materiais, os momentos magnéticos localizados advém de {ons de terras raras (como Ce, Pr, Sm
ou Yb) ou actinideos (como U ou Pu) que possuem a camada f incompletamente preenchida.
Como pode ser visto no caso do Ce na Fig. 1.2 [18], os orbitais 4f ou 5f, ocupam uma regiao
bastante interna e compacta das camadas atdémicas, sendo bastante blindados do efeito das
camadas externas (5p,5d,6s, etc.). Isso faz com que a repulsdo coulombiana entre os elétrons
nessas camadas seja muito grande, favorecendo a localizagdo do momento magnético. Além
disso, orbitais das camadas f em ions adjacentes tem pouca sobreposicdo, se sua separagio é
significantemente maior do que 3,25-3,50A, o chamado critério de Hill [19]. Portanto, tendem
a interagir fracamente, ou seja, efeitos de troca ou supertroca sdo pequenos. O resultado disso
tudo é que os momentos magnéticos sdo razoavelmente bem localizados e formam, em muitos
casos, uma rede periddica.

A fisica dos férmions pesados resulta, portanto, da interacdo da rede de elétrons f
localizados, formando momentos magnéticos, com o mar de elétrons de conducdo, de maneira
similar a descrita pelo modelo de Anderson ou de Kondo, mas aqui generalizada para a rede de

elétrons f. Em analogia ao modelo Kondo, chamamos esse arranjo de uma “rede de Kondo”

30 efeito Kondo é uma manifestacio do fenémeno de liberdade assintética, conhecido por governar a fisica dos
quarks. Em altas temperaturas, os momentos localizados sdo assintoticamente livres, mas em baixas temperaturas
(muito abaixo da chamada temperatura Kondo), eles interagem fortemente com os elétrons de condugdo e se
tornam “confinados” [1].



Capitulo 1. Introdugao 15

ou “rede de Anderson”, ou ainda, “modelo periédico de Anderson” [21]. Existe uma tendéncia
de formacao de singletos Kondo em baixas temperaturas, como discutido anteriormente para o
caso de impurezas magnéticas diluidas. Entretanto, como aqui termos uma rede densa desses
momentos, esses complexos Kondo emaranham-se de forma néo trivial e apenas aproximada-
mente compreendida, originando uma miriade de comportamentos como portadores com massa
efetiva da ordem de 102 a 103 vezes a massa do elétron?, supercondutores nio convencionais,
ordenamento antiferromagnético, isolantes Kondo, dentre outros comportamentos. Na maior
parte dos materiais de terras raras, os momentos localizados tendem a se ordenar antiferro-
magneticamente, exemplos sendo UsZnj7, UCdy; e CeRhIng [1, 18, 23]. Além disso, o grande
acoplamento spin—orbita nos orbitais f combinam os momentos angulares de spin e orbital em
um estado de momento angular total j bem definido. Em materiais compostos por fons Ce3™,
por exemplo, a configuracio 4f! (¢ = 3) leva a um multipleto fundamental com j = £ —s = 5/2.
Esta é uma das caracteristicas que residem no corac¢ao da fisica de férmions pesados.

Em 1969, Cogblin e Schrieffer generalizaram o modelo de impureza tnica de An-
derson a fim de descrever impurezas de Ce?* em metais [10], que exibem momentos magnéticos
localizados de valor j = 5/2, j& que o forte acoplamento spin—6rbita para o Cério leva a um es-
tado fundamental de momento angular total j = 5/2, com momento angular orbital £ = 3. Uma
vez que o potencial de hibridizagao impureza—conducao é predominantemente esférico, apenas a
onda parcial com momento angular £ = 3 dos elétrons de condugéo ird hibridizar com as fungoes
de onda dos dtomos de Cério [10]. Estas consideragoes levam a um modelo que descrever um
espalhamento de troca de momento angular de spin e orbital que, em contraste com a interacao
de Kondo, s - J cujas variacbes Am do momento magnético total estdo restritas aos valores 0 e
+1, apresenta variacoes Am que vao de —2j a 2j. O modelo de Cogblin e Schrieffer de impureza
Unica tem uma fisica semelhante ao modelo de Kondo, pois também gera um espalhamento dos
elétrons de conducao de cresce logaritmicamente com o decréscimo de temperatura. O modelo
de Cogblin—Schrieffer serda nosso ponto de partida para a obtencdo de um modelo efetivo para

interacao entre elétrons e ondas de spin e sera estudado no capitulo 3.

1.1.2 Teoria de Ondas de Spins

O conceito de ondas de spin foi criado por F. Bloch em 1930 [24], em um traba-
lho que introduziu o conceito no contexto de ferromagnetos, como um método de aproximacao
para estudar esses sistemas em baixas temperaturas. Neste trabalho, Bloch derivou a depen-
déncia com T3/2 da magnetizacio de um ferromagneto, em trés dimensdes. Embora tenha sido
criado no contexto de ferromagnetos, o conceito de ondas de spins é mais geral e descreve as
excitacoes elementares em um material magnético ordenado, ferromagneticamente ou antiferro-
magneticamente, como uma onda de deslocamentos dos spins a partir da posi¢do de equilibrio
pela rede magnética. A teoria de ondas de spin foi derivada de maneira semi—cldssica por Heller
e Kramers [25], embora a significAncia da energia de ponto zero tenha sido considerada apenas
posteriormente por Klein e Smith [26]. Holstein e Primakoff introduziram uma transformagcao

canonica dos operadores de spin, permitindo um tratamento quantico das ondas de spin por

4A razdo entre a massa efetiva e a massa eletrénica da ordem de 102 a 10° é a origem do nome férmions
pesados. O termo férmions pesados foi cunhado por Steglich, Aarts, et al. [22].
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Figura 1.3: Estrutura cristalina do CeRhlns, uma estrutura tetragonal do tipo HoCoGas. Na
figura, T = Rh. Figura extraida de [43].

operadores de criagdo e aniquilagdo bosonicos, o que ficou conhecida como transformacao de
Holstein—Primakoff [27]. Com esses trabalhos, ficou claro que a teoria de ondas de spin é uma
teoria semi—classica equivalente a uma expansao 1/5, ou large-S. A descricdo das ondas de
spins em termos de operadores de bésons levou ao conceito de magnons, os “quanta” de ondas
de spin. Em 1952, Anderson estendeu a teoria de ondas de spin para sistemas antiferromagné-
ticos [28]. Nesse trabalho, Anderson calculou a energia do estado fundamental para spin 1/2 e
mostrou que o resultado para uma cadeia linear estd em bom acordo com o famoso resultado
exato obtido por Bethe [29]. Esse acordo era inesperado, pelo carater de aproximacao large—S
da teoria, sendo S = 1/2 o pior caso possivel para a aproximacao. Ainda assim, a teoria de
ondas de spin apresenta resultados notavelmente bons [30].

No momento de escrita desta dissertacdo, a teoria de ondas de spin pode ser con-
siderada bem matura e desenvolvida. Como aplicagoes atuais da teoria, podemos citar estudo
de excitagoes de ondas de spin em ferromagnetos ultrafinos [31], spintronica de mégnons [32],
magnonica quantica [33], magnons topologicos [34] e interagao elétron—mégnon [35, 36, 37, 38,
39, 40, 41, 42], este ultimo sendo um dos focos deste trabalho.

1.2 Objetivo deste Trabalho

O projeto desenvolvido nesta dissertacdo tem como objetivo o estudo das propri-
edades de transporte em sistemas de férmions pesados, utilizando a teoria de ondas de spins,
motivados pelo o intuito de prover uma descri¢io fisica simplificada e pelos bons resultados
obtidos pela teoria, como citado anteriormente. No que se segue, apresentaremos as motivacoes
iniciais para este trabalho e o que foi realizado.

Este trabalho foi inicialmente motivado por sistemas de férmions pesados como o
supercondutor antiferromagnético CeRhlIns®, que apresentam anisotropias de transporte em sua
fase ordenada antiferromagneticamente para campos magnéticos aplicados altos ainda niao com-
preendidas [23]. Conjecturou-se que essas anisotropias tenham origem em flutuagdes de um

parametro de ordem neméatico. A ordem nemaética, nesse caso, seria uma ordem de cardter

50 CeRhlns faz parte de uma familia de compostos de férmions pesados chamados de compostos 1-1-5. Maiores
detalhes podem ser consultados em [1].
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orbital, ou de carga, que, quando presente, quebraria espontaneamente a simetria de rotacao
da rede cristalina para um estado menos simétrico, mas sem a quebra de reversdo temporal,
inversdo ou translacao [44]. Essa quebra de simetria tipicamente se manifesta em anisotropias
onde as propriedades eletronicas dependem da dire¢do em que sdo mensuradas, dai a motiva-
¢do para essa e outras conjecturas para anisotropias encontradas em cupratos supercondutores,
supercondutores a base de Fe [45, 46, 47, 48] e no CeRhlIns.

Mais especificamente, experimentos feitos no CeRhIng mostraram uma anisotropia
de transporte em sua fase AFM, quando um campo suficientemente alto é aplicado [23] (Fig.
1.4). No caso deste composto, nota-se que as anisotropias sé ocorrem dentro do estado AFM e
aparecem apenas acima de um campo magnético critico, onde estd bem caracterizada a presenca
de uma nova fase AFM [49, 50, 51, 52, 53, 54, 55]. A ordem AFM, para a qual é sabido que a
direc@o dos spins dos elétrons f estd contida nos planos de Ce e In [56] (veja Fig. 1.3), quebra a
simetria de rotagdo C4 do composto tetragonal. No entanto, tal quebra ocorre no setor de spin
e, em principio, ndo se manifestaria no setor de carga, nao acarretando em qualquer anisotropia
de transporte. Por outro lado, tanto os elétrons f do Ce quanto os elétrons p do In sofrem forte
interacdo spin-6rbita, que emaranha os graus de liberdade de spin e de carga. E conhecido que
isso pode resultar em anisotropias de transporte [57]. Isso nos motivou a investigar se essas
anisotropias ndo podem ter uma explicacdo que nao invoque ordem ou flutuagdes nematicas.

Movidos por essa motivacdo, comecamos investigando modelos dos planos de Ce e
In, que levassem em conta tanto a ordem AFM como a forte interagao spin—orbita, com o intuito
de estudar as propriedades de transporte e descobrir se esses ingredientes eram suficientes para
explicar o comportamento de compostos como o CeRhlns.

Inicialmente, estudamos um modelo de rede, com uma estrutura de bandas mais
realista quando comparado ao modelo apresentado neste trabalho. No entanto, dificuldades
intrinsecas do problema nos levaram a direcionar nossos esforcos para a busca do modelo mais
simples que possuisse os ingredientes necessarios capazes de explicar as anisotropias observa-
das. Essas dificuldades, mais especificamente fortes divergéncias nas equagdes de transporte,
também nos levaram a considerar sistemas tridimensionais, em lugar de um sistema puramente
bidimensional consistindo apenas dos planos de Ce e In. Além disso, optamos pelo estudo de
um sistema ferromagnético, uma vez que o tratamento de um sistema AFM apresenta maiores
dificuldades, devido ao aumento da célula unitaria e a consequente diminuicdo da primeira zona
de Brillouin. Com isso, chegamos a um toy model com as caracteristicas desejadas. O estudo
deste modelo revelou, de fato, anisotropias nas propriedades de transporte, como veremos.

Concluimos esta secao ressaltando que, embora este trabalho tenha alcancado seu
objetivo de demonstrar que anisotropias podem surgir em um modelo com as caracteristicas
mencionadas, ele ainda deixa diversas questoes em aberto e oferece varios caminhos para futuras

investigacoes. Discutiremos isso em maiores detalhes no ultimo capitulo.

1.3 Visao Geral dos Capitulos

O restante desta dissertagdo estd estruturada da seguinte maneira. No capitulo 2,
apresentaremos a teoria de ondas de spin em maiores detalhes, uma vez que este é um dos pilares

da nossa abordagem. Introduziremos a transformacao de Holstein—Primakoff e aplicaremos a
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Figura 1.4: Evidéncia de nematicidade no transporte de CeRhlns. (a) anisotropia na resistivi-
dade a 500 mK, definida como a razao da resistividade em direcdes perpendiculares no plano
ab, como fungado do campo magnético em duas diregdes diferentes (vermelho e azul). (b) De-
pendéncia com a temperatura e intensidade do campo magnético aplicado para a anisotropia da
resistividade. Com o aumento da temperatura, a anisotropia é reduzida até se tornar inobser-
vavel acima de 2.2 K. Figura extraida de [23].

teoria ao modelo de Heisenberg tanto ferromagnético quanto antiferromagnético. Em seguida,
relacionaremos a transformacio de Holstein—Primakoff com a representagao de Schwinger para
momentos angulares para entdo obtermos uma generalizacdo da Holstein—Primakoff de simetria
SU (2) para SU (N), a fim de aplicd-la ao nosso modelo de estudo. O capitulo 3 contém uma
apresentacao dos modelos de Anderson, Kondo e do modelo de Cogblin—Schrieffer. Apresen-
taremos a transformagao de Schrieffer—Wolff aplicada ao modelo de Anderson, relacionando-o
com o modelo de Kondo, para entdo utilizd-la no contexto do modelo de Cogblin—Schrieffer.
No capitulo 4, aplicaremos a transformacao de Holstein—Primakoff generalizada para SU (V)
ao modelo de Cogblin—Schrieffer e 0 modelo X X Z a fim de derivarmos o modelo efetivo para
interacao elétron-mégnon e para a dindmica dos magnons. Veremos que as consideracoes do
termo cinético dos magnons leva a simplificacdo de que apenas um tipo de magnon contribui
para a fisica do problema, no limite de baixas temperaturas. O capitulo 5 apresenta a teoria da
equacao semiclassica de Boltzmann, outro pilar sobre o qual se funda este trabalho. Com esse
ferramental, estaremos aptos a estudar os efeitos na condutividade elétrica do espalhamento de
elétrons de condugdo por magnons, assunto do capitulo 6, onde serdo apresentados os resultados
finais deste projeto. Finalmente, no capitulo 7, concluimos este trabalho apresentando discussoes

sobre os resultados encontrados e investigagoes futuras ainda em aberto.

1.4 Convencgoes

Ao longo desta dissertacdo adotaremos algumas convengoes, a saber:

1. Uso de abreviagoes especificas, que estdo definidas na lista de abreviages e ao longo do

texto;

2. A adogao de unidades de medidas nas quais as constantes de Planck e de Boltzmann sao
dadas por A = kg = 1. Deste modo, ndo hé distin¢do entre unidades de temperatura e

energia ou de momento e vetor de onda;

3. O potencial quimico serda sempre absorvido nas dispersdes eletronicas, de modo que ex
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denota o que é usualmente escrito como €, — p;

4. As distribuicoes de Fermi-Dirac e Bose-Einstein serdo denotadas por f9 e b, respectiva-

mente.
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Capitulo

Teoria de Ondas de Spin

Em sistemas magnéticos ordenados, as excitagoes elementares sdo conhecidas como ondas de
spin. Elas descrevem as excitagoes do sistema como uma onda de desvios de cada spin com
relacdo ao seu estado “congelado” ao longo da rede. Em uma perspectiva equivalente de quasi-
particulas, as ondas de spin sdo chamadas de magnons, representando os modos bosonicos das
redes de spins, de maneira andloga as excitagoes de fonons em redes de fons.

Neste capitulo, exploraremos a teoria das ondas de spin para sistemas ferromagnéticos e an-
tiferromagnéticos utilizando o modelo de Heisenberg. Abordaremos como a teoria das ondas
de spin constitui uma aproximagao semi-cldssica (“large-S”) e como podemos derivar os espec-
tros associados a essas ondas. Além disso, analisaremos o papel crucial da transformagao de
Holstein-Primakoff na teoria das ondas de spin. Ao final do capitulo, estenderemos a teoria de
ondas de spins de simetria SU(2) para SU(N) para aplicé-la em nosso modelo de estudo, a fim

de investigar o espalhamento de elétrons por ondas de spin.

2.1 Modelo de Heisenberg e Transformacao de Holstein—Primakofft

Nosso ponto de partida é o modelo de Heisenberg isotrépico, descrito pelo seguinte

Hamiltoniano [58]
H=-7]) 8;-8, (2.1)
(i,5)

onde J é a constante de acoplamento entre os spins e J > 0 representa um sistema ferromagnético
(FM) e J < 0 um sistema antiferromagnético (AFM). A notagdo (i, j) significa que a soma é
feita sobre os sitios ¢ e j sendo primeiros vizinhos. Uma outra forma de se escrever o modelo é

definindo um vetor 1 que liga um sitio ¢ aos seus primeiros vizinhos e escrever
388, =3 3 8- Sii (22)
(i,5) iom

Iremos trabalhar na maior parte do tempo com a primeira forma, empregando a segunda forma
de escrita quando for conveniente.

Utilizando os operadores de levantamento e abaixamento da teoria de momento
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angular, ST = S% £+ iSY, o Hamiltoniano de Heisenberg pode ser escrito como
zQz 1 +q— - qt
H:—JZ [SiSj+2(Si S, +5; SJ-)]. (2.3)
(i,5)

Se cada spin tem tamanho S, ou seja, S; - S; = S(S+ 1), ¥, nés denotamos os auto—vetores
de momento angular de cada spin por |s;) = |9,s;), com s, entre —S e +S5 (omitiremos nas
préximas equagoes o indice de sitio por simplicidade). A agdo dos operadores de levantamento

e abaixamento de momento angular é

SE1s,) =/S(S+1)—s, (s, +1)]s, £1). (2.4)

A menos de uma constante multiplicativa, os operadores S (S™) aumentam (diminuem) de uma
unidade o momento angular na direcdo z do sistema. Em termos destes operadores, as relacoes

de comutacao de momento angular sao
[St,57] =257 [, 5%] =£S* (2.5)

Consideremos agora o spin total do sistema, S; = ), S;. Calculando o comutador

de St com o Hamiltoniano, temos (o = z, vy, 2)

[S%, H JZ [S%,S; - S;] (2.6)

Como St é dado pela soma sobre todos os spins da rede e [SZO‘ , Sjﬁ } = 0 para i # j, é suficiente

considerar o termo S; de Sy para o comutador acima. Neste caso, temos
(58,8, - Sj] = Z s, SHSH] , (2.7)

Z (8¢, S S (2.8)

= ZZ GG, (2.9)
72N
= Z(SJ X Si)a R (210)

Voltando ao comutador [S¢,S; - S;], podemos utilizar o resultado anterior e temos

[S$,8i 851 =Y _[SR,Si-S;], (2.11)
k

= [qu, SZ . S]] + [S]q, Sz . SJ] , (2.12)

= Z(S] X Si)a +1 (Sz X Sj)a , (2.13)

—0. (2.14)

Com isso, vemos que o Hamiltoniano do sistema comuta com o operador de spin total, inde-

pendente do sinal da constante de acoplamento. Isso nos diz que o Hamiltoniano possui uma
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simetria de rotacao global e, portanto, podemos diagonalizar os operadores H, S?p e S% si-
multaneamente. Em particular, podemos trabalhar em setores de 7 bem definidos. Embora o
Hamiltoniano possua simetria de rotagdo, seu estado fundamental ordenado nao possui a mesma
simetria. Como veremos a seguir, no caso FM, por exemplo, o estado fundamental consiste em
todos os spins alinhados em uma mesma direcdo. Isso constitui o que chamamos de uma quebra

espontanea de simetria [58].

2.1.1 Sistema Ferromagnético

Para estudar o modelo, vamos nos concentrar primeiramente no caso ferromagnético
(J > 0). Consideremos a dire¢do z como a diregdo de alinhamento dos momentos magnéticos
do sistema. Para o caso FM, o pardmetro de ordem ¢é a magnetizagdo do sistema, M o St,
que claramente comuta com o Hamiltoniano e, portanto, é uma constante de movimento. Como
os operadores H, SQT e S% podem ser diagonalizados simultaneamente, vamos considerar os
diferentes setores de S7. Para um sistema de IV sitios, podemos ter S7 = NS, representando o
estado em que todos os spins possuem s, = S, temos também o setor S5 = (N — 1) S+(S —1) =
NS —1, onde todos menos um spin possui s, = S e o spin diferente possui s, = S—1, e assim por
diante. Em particular, o estado S% = NS é auto—estado do sistema e, além disso, corresponde

ao estado fundamental. Isso é facil de ver, pois
z 1 — —
S;+S;|S8S---5) = [Sij + B (S;rSj + 5 S;“)} 1SSS ... S) =52|855---9), (2.15)

assim, H |SSS---S) = —JS?NZ%|SSS---S), onde z representa o niimero de primeiros vizinhos.
O estado [SSS---S) é conhecido como estado ordenado ferromagnético.
Para entendermos melhor as excitagoes do sistema, vamos considerar o setor Sy, =
1

NS — 1. Para simplificar, tomemos apenas dois spins com S = 5 e vamos estudar a acao do

termo S;" Sj_ +S; S;T sobre um termo deste setor. Neste caso, temos
(S1Sy +57585) [th) =141 (2.16)

Vemos entdao que a agdo deste termo consiste em trocar os spins de lugar. Em um sistema de
N > 2 spins, o efeito deste termo no setor Sp, = NS — 1 ¢ de delocalizar o spin flip ao longo do
sistema. Os auto—estados do sistema no setor de S, = NS —1 devem ser entdo superposicoes de
estados de um spin flip de modo que o flip seja delocalizado. Temos entao que os auto—estados

sao da forma

_ b ST kR o
M—W;ewT@%LW (2.17)

uma onda de spin flips delocalizados, justificando o nome onda de spin. Definindo a correlacao

transversa de spin no estado |k) como o valor esperado do operador
Si1 +Sj1L = Siz*Sjz + Siy - Sjy, (2.18)

temos que
25
<k|SZLSJL|k> = FCOS[k'(Ri*Rj)], (219)
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Figura 2.1: Representacdo esquematica de spins cldssicos em um estado de onda de spin. Figura
extraida de [59].

mostrando que cada spin possui uma componente na direcdo transversa a dire¢do de magneti-
zagao, em média, e as orientacoes das componentes transversas de spins separados por R; — R;
diferem pelo angulo k « (R; — R;). Este resultado nos sugere a visualizagado do estado |k) con-
forme apresentado na Fig. 2.1.

Formalmente, os setores de um ntmero finito de spin flips ndo possuem solugao
exata geral, apenas em alguns poucos casos particulares. Se, no entanto, focarmos no regime
em que a densidade de spin flips é baixa, o sistema pode ser tratado como um géas fracamente
interagente de ondas de spins, isto é, os estados excitados de Ny spin flips sdo aproximados pelos
estados |ki, ko, -+ ,kp,), consistindo de Ny ondas de spins superpostas, de maneira analoga
a excitacoes de fonons. No entanto, no caso de excitagdbes magnéticas, isso é apenas uma
aproximacao, com as ondas de spins ndo obedecendo ao principio de superposi¢ao rigorosamente
[7]. Essa aproximagao, por outro lado, reproduz corretamente as propriedades do sistema em

baixas temperaturas.

2.1.2 Transformacao de Holstein—Primakoff

Como vimos, hd uma quebra espontanea de simetria no estado fundamental FM, com
os estados excitados sendo caracterizados por setores com um numero nao nulo de spin flips.
Nesses setores, um estado com desvio de n unidades de momento angular de S, i.e. S, =85 —n
pode ser construido por aplicacoes sucessivas dos operadores S*.

A transformacao de Holstein—Primakoff nos fornece uma descri¢do de sistemas mag-
néticos em sua fase ordenada por meio de operadores bosonicos que relacionam a componente
z do spin com os desvios de seu valor maximo. Seja s;, a projecdo do spin na dire¢do z do
momento localizado na posi¢ao ¢. Definimos o desvio n; da componente s;, de seu valor maximo
por s;; =S —n;. Com isso, introduzimos a base de nimeros de desvios por |n;) relacionada de

maneira um-para-um com a base |s;,) de modo que

SZ |n2> = (S — n,) ]nz> . (2.20)

.I.

Introduzindo operadores de criacao e aniquilacao bosonicos a; e a; tais que

a; [ni) = /ni|n; — 1), (2.21)
al Ing) = Vni +1|ni + 1), (2.22)
ala; |ng) = ni ng) (2.23)
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a transformacdo de Holstein—Primakoff que relaciona os operadores de momento angular S, e
S* com os operadores bosonicos a,al, de modo a descrever o sistema magnético pelos desvios

n;, € definida como

S; =8 - dlai, (2.24)

1/2
+ CLT(li /
SH=v25(1- oS a, (2.25)

2
_ 1 aTai Y
Sy =vasa (1-55 ] . (2.26)

onde os desvios n; do spin total satisfazem o vinculo

ala; = n; < 28. (2.27)
A derivagdo e maiores detalhes da transformagdo de Holstein—Primakoff sdo apresentadas no
apéndice A.

O préximo passo é fazer a aproximagao ja mencionada de considerar o nimero de

spin flips baixo o suficiente em comparagao com o niimero total de spins do sistema. Neste caso

58, 60],
t\ /2
<Z <1 - ag;l) > ~ N, (2.28)

ta,
onde (o) denota o valor esperado. Isso sugere que fagamos a aproximagao 1 — aggl ~ 1. Se

S é pequeno, isso pode introduzir um erro consideravel mas, uma vez que tomamos a média
sobre todo o sistema, o erro na energia serda pequeno quando <ZZ ajai> < 2N S. Além disso,

conforme mencionado no capitulo 1, a teoria de ondas de spin da bons resultados mesmo para

i

1/2
S = 1/2. Prosseguimos entao considerando aTai < 25 e expandindo a o termo (1 — aégl) :

2
T 1/2 T (aTa-)
B a;a; _1_ a;a; B 1t _3
<1 25) TS 355 +0(57). (2.29)

A expressao anterior nos sugere que a aproximacao feita consiste em uma aproximacao semi—
classica de “large—S”. Quanto maior o valor de S, melhor se torna a aproximacao de baixa
densidade de spin flips. Uma vez que os termos S;* aparecem quadraticamente no Hamiltoniano,
em ordem mais baixa, podemos tomar Sz-jE linear em a;, aj, que consiste em manter apenas o pri-
meiro termo da expansao anterior. Nesta aproximacao, a transformacgdo de Holstein—Primakoff

fica simplesmente

S; =8 - ala;, (2.30)
S~ V2Sa;, (2.31)

57 ~+/2S8al. (2.32)

)
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Um ponto que é importante citar é que para que haja um isomorfismo entre os
espagos de Hilbert gerado pelos estados de spin, |s;,), e os estados bosdnicos |n;) é necessario
que n; < 25. Esta restrigdo sobre o ntimero de bdsons é muito importante e deve ser levada em
conta; falaremos em mais detalhes sobre este vinculo na secdo 2.2. Porém, como trabalhamos

na aproximacio n; < 25, iremos desconsiderar este vinculo durante os calculos.

2.1.3 Solucao Do Sistema Ferromagnético Por Ondas de Spin

Substituindo a transformagao de Holstein—Primakoff no Hamiltoniano e mantendo

apenas termos de ordem S (quadréticos nos operadores a; e aZT), obtemos

H = —JSZ [ajazum + aia;ﬂm — ajai — aLnaHn + S+ O(S_l)} , (2.33)
2u]
= —JS’N- ~ S |alaiin +aial,, —2ala; (2.34)
— 5 ‘ it + ;0 — 20,05 ] )
/L?’rl

O Hamiltoniano anterior apresenta um acoplamento entre excitagoes adjacentes. Como é bem
conhecido, a técnica para diagonalizar Hamiltonianos quadraticos desta forma se da pela trans-
T

formada de Fourier. Entao, definimos novos operadores ay e a, como
a; = L Z e Rigy (2.35)
J \/N ” ’

1 .
T —ik-R; T
a, = —— e iqy. . 2.36
J /N; k ( )

Tal transformacado preserva as relacbes de comutacdo canonica, isto é, [ak,aL,} = gy €

[ak, ax’] = 0. Aplicando a transformada ao Hamiltoniano, temos

H = —JSQN% — JS% Z [e_i(k_k,)'Rj e"k/'"aliak/ + (k=KD Ry o
dr e k! (2.37)
—ik —i(k—k')-R; T } )

/""l T
Xe axa,, — 2e T ay axs

Da periodicidade da rede, segue que

1 A /
LS iRy (2.38)
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Com isso,
H = fJSQNg - JS Z Ok k! [eik/'"aLak/ + e_ikl'"akair{, — 2aLak/] , (2.39)
n.kKk

= _JSQNg — JSZ [e"k'"aiak + e*ik'"aka;r( — QaLak} , (2.40)

Xk
= —JSQN% - JSTIE: [eik'"aﬁak + ek (1 + alT(ak> - ZaLak} , (2.41)

n.k
= —JS2N§ — JSz Z (" +7-x — 2) aLak, (2.42)

Kk

onde definimos )
M=y e (2.43)
z
n

Para redes com um centro de simetria, v, = y_x e podemos escrever neste caso particular

H = —JSZNg + Zwkalak, wg =2JS52 (1 — ). (2.44)
k

Com isso, o Hamiltoniano esta diagonalizado. Temos um Hamiltoniano com energia de estado

fundamental Ey = —JS?NZ,

de quasi—particulas com espectro wyx = 2J5z (1 — 7x). As quasi—particulas do sistema recebem

concordando com o que encontramos anteriormente, e excitagoes

o nome de magnons, por descreverem excitacoes do sistema magnético. Em particular, como
o sistema é FM, as vezes nos referimos a elas como magnons ferromagnéticos. Como tultimo
exemplo para este caso, vamos considerar uma rede cibica tridimensional. Neste caso, os vetores
1 que ligam cada ponto da rede aos seus primeiros vizinhos sdo dados por n € {+aX, +ay,+az}

e temos z = 6 primeiros vizinhos. Com isso, vy ¢ igual a

e = é <€ik-a§c L eikax | gikay | —ikeay | gikeaz | e—ik-ai) 7 (2.45)
1
= — (cos kya + cos kya + cosk,a) . 2.46
3 Yy

Assim, a dispersao se torna
wg = 12JS [1 — % (cos kya + cos kya + cos kza)] . (2.47)
Para k — 0, o resultado anterior se reduz a
wy = 6JSak?. (2.48)

Com isso, vemos que a dispersdao de magnons ferromagnéticos em uma rede quadrada possui
a forma de baixas energias k? e vai a zero no limite k — 0. Este é o modo de Goldstone
[61, 62], que é uma consequéncia da quebra de simetria de rotagdo do Hamiltoniano pelo estado
fundamental, que apresenta uma diregao preferencial de alinhamento [58]. O modo de Goldstone
domina o regime de baixas temperaturas e as correlacées de grandes comprimentos de onda,

justamente por nao possuir um gap em seu espectro. Este fato serd muito importante quando
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desenvolvermos nosso modelo de ondas de spin no capitulo 4, onde aplicaremos uma generalizacao

da transformacao de HP ao modelo de Cogblin—Schrieffer.

2.1.4 Caso Antiferromagnético

O caso antiferromagnético (AFM), (J < 0) possui um fisica diferente do sistema
FM. Embora este trabalho se concentre em um sistema FM, por completeza, vamos estudar
o caso AFM do modelo de Heisenberg, devido a sua grande importdncia. Embora o estado
fundamental do sistema néo corresponda exatamente ao estado de Néel antiferromagnético, este
pode ser tomado como ponto de partida como uma boa aproximacao [28]. Para este caso, o
estado de Néel é escolhido tal que as magnetizacoes das sub-redes A e B do sistema apontem
nas diregbes +Z e —Z, respectivamente. Sendo |0) o estado fundamental do sistema, para um

sitio i € A, temos

S710) =+S5/0), (2.49)
SF0y =0, (2.50)
S;10) =v2Ss;, =S —1). (2.51)
Por outro lado, para j € B,
S5710) = =510, (2.52)
SH10) = V28 s, = =S + 1), (2.53)
S;|0) =0. (2.54)

As relagoes anteriores nos mostram que S; atuando sobre |0), cria uma excitagao para um sitio
7 na sub-rede A e Sf se comporta como um operador de destrui¢do. Por outro lado, S; cria
uma excitagao e S; destréi o estado, para j € B. Sendo assim, a aplicacdo da HP deve ser feita
de maneira separada para cada sub-rede, ordenando com S* = +5 para a sub-rede A e S* = -8

para B. Outra abordagem, é definir operadores 5;, g;r e §;como
= R '
S5 =-573, S5 = ST, para j € B. (2.55)

E facil verificar que esta transformagao é candnica verificando que as relagoes de comutacao sao

preservadas:

|57, 8%] = [-57,57] = - (¥57) = £5*, (2.56)
(57,57 = [s7,5%] = —25% = 25", (2.57)
Isso nos diz que estes operadores, por satisfazerem a mesma algebra que os operadores de spin

usuais, podem ser representados por bésons de HP.

Aplicando a ultima transformacio ao Hamiltoniano de Heisenberg, obtemos

H= —|J|ZS§§§+%\J\Z (5757 +5787). (2.58)
) i
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Agora, tanto S7 quanto §JZ assumem valor +5 no vacuo, de modo que podemos aplicar a HP

como no caso FM, Eqs. (2.30)—(2.32), para ambos os conjuntos de operadores. Com isso,

S:87 = 5% = 8 (ala; + ala; ) + O(S"), (2.59)
S8 — 2Saia; + O(S°), (2.60)
S; 87 — 2Salal +0(8Y), (2.61)

e o Hamiltoniano se escreve

|J|SZ( —a) CLZ—(ITCL])+|J|SZ(CL16LJ+6LT T), (2.62)

(3,9)

\J\N5’22+2JS Za al—i-JSZ (ajai4n +h.c.), (2.63)
7n

Diferentemente do caso FM, a presenca dos operadores S*TS™ leva a presenca de termos andma-
los, da forma aa e a'a’, que ndo preservam o niimero total de bésons. Neste caso, o Hamiltoniano
nao ¢é diretamente diagonalizado por transformada Fourier, como no caso FM. De fato, tomando

a transformada de Fourier, obtemos

z 1
—|J] NSQ§ + JSZZ a;[(ak + §JSz nyk (aka_x + h.c.), (2.64)
k k

onde 7k segue a defini¢do da Eq. (2.43).
Para diagonalizar o Hamiltoniano da Eq. (2.64), devemos eliminar os termos and-

malos. Isto é feito por meio da transformacao de Bogoliubov. Definindo

b = coshOgay — sinhOyal ,
b Kk K (2.65)
b}; = —sinh fya_y + cosh HkaL,
ou invertendo a relacao,
ax = cosh Oyby + sinh Oicb! ,
N Kk Kok (2.66)
al = sinh6yb_y + cosh Oybl,
com O € R, o termo andémalo pode ser eliminado impondo que
tanh 26, = —x. (2.67)
Apés manipulagoes simples, o resultado final para o Hamiltoniano é
H=—278°N:4 175 1-~2) -1 blb 2
=3 z+§ zg{( —vk) — }—}—gwkkk, (2.68)
we = JSz (1—~2)"*. (2.69)

Como no casso FM, vamos considerar o caso especial de uma rede quadrada para a dispersdo,
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no limite k — 0. Com isso, é direto vermos que
wr = JSV2zk, (2.70)

ou seja, no caso AFM, a dispersao vai a zero linearmente com k. Similar ao caso FM, a dispersao
se anula no limite de k = 0, mostrando que o magnon AFM é um béson de Goldstone, advindo

da simetria global de rotagao quebrada [58].

2.2 Representacao de Schwinger e Transformacao de Holstein—
Primakoft

Como vimos, a transformacido de HP desempenha papel fundamental na teoria de
ondas de spins. Essa transformacdo nos fornece uma representacdo dos operadores momento
angular em termos de operadores bosonicos. Para entender melhor a transformacao de HP e,
em particular, sua generalizagdo para simetria U (IV), é conveniente estudarmos a representagao
de Schwinger e sua relagdo com a HP [58]. Ambas as representagdes podem ser utilizadas para
estudar o modelo de Heisenberg, porém sua conveniéncia depende de estarmos na fase ordenada
ou desordenada do modelo.

A representacio de Schwinger é uma outra alternativa para expressar os operadores
de momento angular em termos de operadores bosonicos. Nesta representagao, definimos dois

bésons, a e b, em termos dos quais os operadores de spin sdo escritos como

Jt =a'b, (2.71)
- = a7 .
J =0 2.72
1
J 5 (a a—1b b) . (2.73)

Note que a direcdo z é tomada como a dire¢do na qual iremos diagonalizar os operadores de
momento angular, isto é, escolhemos diagonalizar simultaneamente J2 e J?. Embora essa direcio
seja arbitraria, a escolha desta sera importante quando relacionarmos as transformagoes de
Schwinger e HP.

Da mesma forma que a HP, a transformagcao de Schwinger resulta em um isomorfismo
entre os espagos de Hilbert gerados pela base |J,m) e pela base |n,, np) dos nimero de bésons
a e b apenas quando

na +np = ala + bTb = 2.J. (2.74)

Neste subespago, a magnitude do momento angular total é bem definida e igual a J. Os estados
de momento angular sio facilmente descritos em termos dos operadores de criacio al e bf e o

vacuo |0) = |ng, = 0,1 = 0),

@) )

Jom) =
| ) VT +m) /(T —m)!

0) . (2.75)
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Em particular, temos

|J J>=ﬂ!0> (2.76)
’ 0" '
( T)2J71

oy @ t
1J,J — 1) = \/mb 0, (2.77)
(2.78)

2J

17, —J) = U 10) . (2.79)

2J)!

Os estados acima nos sugerem pensar o béson a como carregando uma quantidade de momento
angular igual a % na direcdo Z enquanto que cada bdson b carrega uma quantidade de momento
angular igual a % na direcdo —z. De fato, a Eq. (2.73) reforca esta ideia quando nos diz que o
momento angular na dire¢ao z é dado por % (ng — np).

Por conta da simetria entre os bdsons a e b, seguindo a ideia anterior de que cada
béson carrega uma quantidade de momento angular nas dire¢bes £2, a representagdo de Schwin-
ger é conveniente para tratar o modelo de Heisenberg na fase simétrica, isto é, quando a simetria
de rotacao do Hamiltoniano néo é quebrada [58].

A representagao das Egs. (2.71)—(2.73), consistindo de dois sabores de bésons, define
os geradores do grupo SU (2). Uma generalizagao para N sabores de bdéson define os geradores
do grupo SU (NN), como veremos na proxima secao. Esta generalizagao é o primeiro passo para
generalizar a HP para SU (N).

Outro passo importante para a generalizagio da HP é entender a relacdo entre a
representacao de HP e a representacao de Schwinger. De fato, ambas as representacoes estao
intimamente relacionadas e podem ser conectadas eliminando o béson a, mantendo-se o vinculo
da Eq. (2.74)

Schwinger Holstein-Primakoff

b<b

a < V28 — b

ata +b'b =29 < b'h < 29

Ao fazermos este procedimento de eliminar o béson a, estamos escolhendo o estado |n, = 25, n, =
|, J) como estado fundamental do sistema e os demais estados como excitagdes. Como os bdsons
a carregam momento angular na dire¢do Z, a transformacao para a representacao de HP esco-
lhe, necessariamente, a direcdo +2z como a direcao de alinhamento dos momentos magnéticos.
Embora a escolha do operador J? tenha sido arbitraria na representacdo de Schwinger, nesta
passagem para a HP ela é muito importante, pois essa escolha define a direcao de alinhamento
do estado fundamental na fase de simetria quebrada.

Com as informagoes anteriores, vemos que, enquanto a representacdo de Schwinger
prové uma representacao simétrica, a representacdo de HP escolhe uma direcdo preferencial de

alinhamento. Assim, da mesma forma como a representacdo de Schwinger é conveniente para
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tratar a fase simétrica do modelo, a transformacao de Holstein—Primakoff é utilizada para tratar
a fase de simetria quebrada do modelo [58].
Estes dltimos pontos serdo fundamentais para a generalizacdo da HP e sua aplicagao

ao modelo de Coqblin—Schrieffer, para obtermos o modelo efetivo com o qual trabalharemos.

2.3 Holstein—Primakoff Generalizada para simetria U (N)

A representacao de Schwinger apresentada na se¢do anterior pode ser generalizada
para o grupo U (N), permitindo-nos generalizar a transformacado de HP para este grupo e
aplicdi—la a modelos com simetria U (N) para N > 2, como é o caso do MCS do capitulo
3. Isso se faz necessario porque, diferentemente do caso da interacdo de troca usual, onde
a variacdo do momento angular é sempre Am = —1,0,1 (e portanto podia ser descrita por
(J*,J7,J%)), no MCS a variagdo de momento angular em um processo de espalhamento pode
ser de Am = —2j,...,—1,0,1,...,25 [10], sendo necessario utilizar “operadores de levantamento
e abaixamento” que aumentam ou diminuem o momento angular na direcdo z de mais de uma
unidade.

Para generalizar a representagao de Schwinger para o grupo U (N), comegamos defi-
nimos N bédsons ay,...,an [58]. O estado de Fock de N bésons é gerado pela base |ni,---,ny).
Para obter um isomorfismo com o espac¢o de Hilbert de momento angular j, devemos gerar os
2j 4+ 1 estados |j, m) de momento angular, a partir dos estados bosoénicos. Isso significa impor
um vinculo sobre o espago de Fock de IV bésons. Para entender como construir este vinculo, é
interessante considerarmos um exemplo.

Vamos adotar momento angular j = 3/2 e N = 4 bésons. Podemos entdo rotular
os bdsons como ag, aj, as, az e representar os estados como |ng, ni,n2,n3). Para j = 3/2, temos
4 estados, entdo, podemos fazer a seguinte associacdo entre estados bosOnicos e estados de

momento angular:

11,0,0,0) = [3/2,—-3/2), (2.80)
|0,1,0,0) = |3/2,-1/2), ( )
0,0,1,0) = |3/2,+1/2) (2.82)
0,0,0,1) = |3/2,+3/2) . (2.83)

Como temos o mesmo nimero de bdsons e estados, iremos impor ng + n1 + no +ng = 1, ou seja,

o vinculo de Schwinger se torna

Zazai =1, quando N = 25 + 1. (2.84)
i

De modo geral, a simetria do MCS é SU (25 + 1) onde j é o momento angular em questao.
Os 25 + 1 bésons de Schwinger nos permitem escrever todas as transi¢oes possiveis do modelo.
Assim, o caso N = 2j + 1 serd nosso caso de interesse neste trabalho. Sendo assim, vamos
considerar N bésons de Schwinger com vinculo ), n; = 1. De modo mais geral, o vinculo

da representacdo de Schwinger é ) . n; = r, onde r depende da representagdo do grupo sobre
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a qual escolhemos trabalhar e do ntimero de bésons utilizados. Ao tomarmos r = 1 estamos
escolhendo a representacido fundamental do grupo. Deste modo, conseguimos criar uma relacao
de um—para—um entre os estados |ng,--- ,ny) e |j,m). Cabe mencionar que o vinculo r = 1
possui razoes fisicas mais profundas do que as discutidas aqui. Reservamos o apéndice C para
explicarmos essas razoes em mais detalhes.

Os geradores do grupo U (N) podem ser escritos em termos dos bésons de Schwinger

como [63]
Al = ala;. (2.85)
E imediato verificar que a algebra do grupo U (n), [A;,Aﬂ = 5;A§ — 5;?14% é satisfeita pelos
operadores a}ai:
[A;,Aﬂ = a}ai,a;ak} , 2.86

a; [ai,a;{ak} + [a;,a;ak} a;,

(2.86)
(2.87)
a! (aj laz, ] + [ai,a}] ak> + (a} [a},ak] n [a},aﬂ ak) ai, (2.89)
(2.89)
(2.90)

_ sif kT
= dja;ar — 0ja,ai,

=5/ AF — ok Aj.

No caso de estarmos interessados no subgrupo SU (N), fazemos a substituicdo dos A;- pela
sua versao sem trago, B;- = A;- - %5; SN aLakl. Voltando as Eqgs. (2.80)—(2.83), é facil ver
que a aplicacao dos operadores A; sobre os estados |ng, - -+ ,ng) nos permite descrever qualquer
transi¢do de um estado |7, m) para |j,m’), fundamental para a descricaio do MCS que faremos
no capitulo 3.

O préximo passo, é fazer obter a representacdo de HP a partir da representagao
de Schwinger. Fazemos isso escolhendo um dos estados |ng,--- ,ny) como estado fundamental
do sistema e fazemos a associagdo anterior entre bésons de Schwinger e de Holstein—Primakoff
[58, 63]. Ao escolhermos um estado como estado fundamental, estamos eliminando 1 bdson
da nossa teoria, os bosons restantes devem, entdo, criar excitagoes sobre o estado fundamental.
Similar ao exemplo de Schwinger, podemos fazer a seguinte associagdo ao eliminarmos um béson,

escolhendo o estado fundamental.

13/2,-3/2) — |0), (2.91)
13/2,—1/2) = al [0) = |1), (2.92)
13/2,+1/2) — a}|0) = |2) (2.93)
13/2,+3/2) — al|0) = |3). (2.94)

No caso acima, podemos associar o indice j de a;f» como sendo a quantidade de momento an-
gular carregada pelo béson. Assim, esta representacdo também nos permite definir bésons que
carreguem mais de uma unidade de momento angular, permitindo descrever uma teoria com

transi¢oes por bésons que inclua variagoes de momento angular com |Am| > 1. Como o vinculo

LCompare com os operadores de Hubbard X mm’ o capitulo 3.
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de Schwinger era ) . n; = r, removendo um dos n; da soma, a condigao se torna ) . 2 ST
(com 7 =1 em nosso caso de interesse). Assim como antes, trocamos o operador a; escolhido
para [63]
1/2
aj—=>0(r)=|r— Za}ai : (2.95)
i#]

No espago de Fock 0 < 3, n; < r, o operador ¢ (r) acima é bem definido. Ao fazermos este
procedimento, estamos escolhendo um estado preferencial como estado fundamental e escrevendo
os demais estados como excitacdes bosOnicas sobre este estado fundamental.

Com isso, nossa receita para a transformacdo de Holstein—Primakoff generalizada
(HPG) é [63]

1. Definir N bésons de Schwinger a; (i =1,2,...,N), com vinculo ), ajai = r, onde r

depende da representacao adotada para o grupo U (N) e do niimero de bésons;

P
e

2. Representar os geradores do grupo como Aé« = a;

3. Escolher um indice k = k (uma “direcio”) para o estado fundamental e fazer a substi-
1/2
tuicdo az — 0 (r) e aTE — 6(r), com 6 (r) = (7“ — 2k a,;-rai> e alterar o vinculo para
g atas <7

Com isso, temos definida a transformacao HPG e estamos prontos para aplica-la ao MCS. Note
que a condicao de aproximacao utilizada no modelo de Heisenberg ao aplicar a HP, <aTa> < 28
se torna <aza¢> < r. No caso r = 1, os numero de bdsons deve ser baixissimo, em média.
Tal condicdo é obtida no regime de baixissimas temperaturas, onde ha pouquissimas excitacoes

[60].
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Capitulo

Modelo de Coqblin—Schriefter

O modelo de Cogblin—Schrieffer (MCS) é um modelo tedrico proposto originalmente por B. Coq-
blin e J. R. Schrieffer em 1969. Ele é empregado na descrigdo do comportamento de sistemas
de elétrons em materiais que possuem impurezas magnéticas, considerando o espalhamento si-
multdneo do momento angular orbital e do spin.

Este modelo é derivado através da aplicagdo da transformacio de Schrieffer—Wolff sobre o mo-
delo de Anderson para a configuracio 4f! do 4tomo de Cério. Como resultado deste processo,
o modelo obtido apresenta caracteristicas qualitativamente distintas do modelo de Kondo con-
vencional.

O principal objetivo de nossa investigacdo é encontrar um modelo minimo capaz de descrever as
anisotropias em sistemas de férmions pesados. Acreditamos que o modelo mais simples capaz
de englobar a fisica que buscamos abordar seja o modelo de Cogblin—Schrieffer. Este modelo
leva em consideracéo efeitos de spin-Orbita, que acreditamos serem fundamentais para explicar

a origem de certas anisotropias observadas em materiais magnéticos ordenados.

3.1 Modelos de Anderson e Kondo e a Transformacgao de Schrieffer—
Wolff

Os modelos de Anderson e Kondo surgiram, historicamente, para o estudo de forma-
¢do de momentos magnéticos localizados em metais e como estes momentos interagiam com os
elétrons de condugao [1]. Este problema, hoje conhecido como problema Kondo (veja o capitulo
1), surge quando se cresce uma amostra composta por um metal com boa condutividade elétrica,
como os metais nobres (e.g. Cu, Ag, Au), que ndo possuem comportamento magnético forte,
com uma pequena concentragdo de um outro elemento, por exemplo metais de transi¢do (como
Fe, Co, Ni, Mn), que possuem forte tendéncia a formagdo de momentos magnéticos localiza-

dos!

, neste contexto chamados de impurezas. Os ions das impurezas podem apresentar ou nao
momentos localizados (um spin localizado em um sitio de impureza).

Nesta secao, apresentamos os modelos de Anderson e Kondo e sua relagdo através
da transformacao de Schrieffer—Wolff, com o intuito de familiarizar o leitor para a derivag¢io do

modelo de Cogblin—Schrieffer.

'De modo geral, podemos citar elementos com a camada d ou f néo totalmente preenchida.
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O modelo de impureza de Anderson, em sua forma mais simples, é composto de

quatro ingredientes:

1. A matriz metalica da amostra é descrita por uma tnica banda de elétrons de conducao

com spin 1/2 e dispersao e, descritos pelo Hamiltoniano Hy =), . ekclT( +Cka'

2. A impureza magnética é descrita por um orbital (d, no caso mais simples) nado degenerado
podendo ser ocupado por elétrons com spin apontando para cima ou para baixo, em relagao

a uma dada direcdo, cujo Hamiltoniano é Hy =) eadld,;

3. Um termo de hibridizacdo entre o orbital d e os elétrons de conducdo, dado por H; =
Y ko (chLodU + h.c.);

4. Uma interacao do tipo Hubbard para descrever a repulsao Coulombiana entre os elétrons,

quando mais de um elétron ocupa o orbital d, Hy = Ungng,.

O Hamiltoniano do modelo é entdo composto pela soma Hy = Hy + Hy + H; + Hs [8]:

Hy = Z ekc;rwckg + Z eddj,dg + Ungyngy + Z (ch;rmd,, + h.c.> . (3.1)
ko o ko

Vamos analisar o caso V). = 0. Neste caso, a banda de conducao e a impureza estdo desacopladas.
A impureza do tipo Hubbard possui um espectro bem especifico: sua energia é zero para ng = 0,
com ng = 1 a energia é €4, que vamos tomar como negativa, e a energia é 2¢; + U para ng = 2.
Quando ng = 1, o orbital d é ocupado por um elétron com spin para cima ou para baixo e temos
a formacao de um momento localizado.

Ligando a hibridizagdo (Vi # 0), transigdes podem ocorrer entre os orbitais d e a
banda de condugdo. Vamos focar no processo de espalhamento de elétrons de conducdo pela
impureza, restringindo-nos ao sub—espago ngy = 1 e assumindo Vi pequeno. Este espalhamento
pode ocorrer em segunda ordem em teoria de perturbacao sob a acdo do termo de hibridizacao.

A amplitude de tal processo é da forma

1

Wi = Vkmvk’, (3'2)

onde Ej,; corresponde a energia inicial e Ej, a energia do estado intermediario.
O processo de espalhamento é descrito das seguintes maneiras. Um elétron da banda
de condugéo |ko) “salta” para o orbital d, em seguida um dos elétrons no orbital d “salta” para a
banda de condugdo para um estado |k’c’). Outra possibilidade consiste no elétron inicialmente
no orbital d “saltar” para a banda de conducdo, seguido de um elétron da banda de conducao
“saltando” de volta para o orbital d. No primeiro processo, temos um estado intermediario com
o orbital d duplamente preenchido, enquanto no segundo, o orbital estd vazio. Analisando esses
processos, vemos que quando o sistema passa ao estado final, o spin do elétron de conducao pode

assumir qualquer valor. Temos, entdo, a possibilidade de um espalhamento que pode alterar o
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spin dos elétrons de conduc¢do. As amplitudes para os varios processos possiveis sao

Vi Vier

W(ka;d—a—>k/0;d—0) = #; (3.3)
ek — €4 — U

Vi Vi
w (ka; do — K'o; da) = —ﬁ; (3.4)

€4 — €k’

1 1
W (ko;d — o = k' — 0;do) = —ViVie [6 T, (3.5)
k — & — d — €k’

onde os sinais de menos ocorrem por conta da troca entre os elétrons de conducao e da impureza.
Os processos de spin flip acima (Eq. (3.5)) podem ser descritos pelo Hamiltoniano de Kondo
[9, 64], dado por

o
Hp = Z Jkp (cLa§CPB> * Sa, (3'6)
kpapg
ZEZJ Stel cor + Sl o, + 55 (chyepr — b e (3.7)
2 kp | P4 ‘x| pt d “kttpl d \ “k1ep? k[Pl )| - :
kp

Da forma do Hamiltoniano, é facil ver que processos de espalhamento de spin flip em primeira

ordem em Hp podem descrever os processos de segunda ordem de Hi. De fato, tomando-se

%Jkk’ = Vi W |:€k — €1d U + » _1 €k/:| , (3.8)
os processos e as amplitudes de espalhamento obtidos por ambos os modelos sdo os mesmos.
Portanto, em até segunda ordem em teoria de perturbacdo em Vi, os processos de espalhamento
do modelo de Anderson podem ser pensados como espalhamentos pelo spin da impureza descritos
pelo modelo de Kondo.

Esta relacao entre os modelos de Anderson e Kondo pode ser feita mais precisamente
através da transformacdo de Schrieffer—Wolff [9]. Esta transformagéo, que gera o Hamiltoniano
de Kondo a partir do Hamiltoniano de Anderson, é equivalente a uma diagonalizacdo do Hamil-
toniano de Anderson dentro do sub—espago ng = 1, até segunda ordem em teoria de perturbagao
em Vik.

A aplicacdo da transformacao se inicia separando o Hamiltoniano de Anderson em

um termo de ordem zero e um termo de primeira ordem,

H” = Z ekCTkJCkg + Z eddj;.do' + UndTndi, (39)
ko o

H =Y (chfwdg + h.c.) . (3.10)
ko

A transformagdo de Schrieffer—Wolff é descrita pela transformacao canénica de H para H tal

que

H=eHe (3.11)

=H+[S,H + - [S,[S,H]] + -, (3.12)
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para alguma matriz S. Para que a transformacdo seja canonica, ¢° deve ser unitaria, assim
é necessario que S seja anti—hermitiana. Se escolhermos S de modo a cancelar a dependéncia
linear na perturbagao Hj, isto é,

H{ + [S,HJ] =0, (3.13)

entao o novo Hamiltoniano em ordem O(VkQ) ¢é dado por
7 " 1 /
H=Hy+ 3 (S, Hi], (3.14)

incorporando os efeitos de segunda ordem em V.. O operador S pode ser construido notando-se
que, pela forma da Eq. (3.13), S deve conter termos proporcionais a chad(, (e seu Hermiti-
ano conjugado) e seu comutador com a interagdo de Hubbard do orbital d gera um resultado

proporcional a nd,gchgdg. A forma exata da transformagéo é [9]

1 —ng—o Nd—o t T
= dlckoe — ¢ dy ) 1
S %Vk[ €d — €k +ed+U—eJ ( o ko ™ ko ) (3.15)

Calculando o comutador [S, H]], nés obtemos

S, Hy] = Z (Tk + JxkNd—o) Ndo — Z <Tkk’ + %Jkk’> el i

ko kk'c
i 1 - (3.16)
+ Z Jxx/ (Ckaaaﬁck’ﬂ) - Sq + 3 Z Sk’ (ckgck,_ad_gdg + h.c.) ,
kk'af kk'c
onde Jyxy é definido na Eq. (3.8) e
1 1
T = ViV < + ) : (3.17)
€q — €k €d — €k’

Restringindo-nos ao sub—espago ngy = 1, o primeiro termo da Eq. (3.16) é uma
constante e pode ser desconsiderado. O segundo termo nos fornece um potencial espalhador
que, essencialmente, renormaliza o potencial sentido pelos elétrons de conducgdo. O tltimo
termo possui uma transicdo de pares, portanto nos removendo do subespaco ng = 1. Assim,

ficamos com o resultado efetivo

~ g
H= Z €kCLJCkU + Z Jiw/ (C;[(agckW) -S4, (3'18)
ko kk’af

de onde identificamos o Hamiltoniano de Kondo.

E importante notar que a transformacio de Schrieffer—Wolff, embora mais formal,
nao representa nada mais que o processo de descrever um Hamiltoniano em segunda ordem de
teoria de perturbacdo por um novo Hamiltoniano cujos efeitos de primeira ordem reproduzem
os efeitos do Hamiltoniano original, como vimos em nossa primeira andalise mais simples. Este
procedimento de segunda ordem descreve o processo de supertroca, originando geralmente uma
interacdo AFM.

Para concluir esta secido, é importante mencionar que o efeito da transformagao

de Schrieffer—Wolff, em segunda ordem, pode ser obtido de forma mais direta substituindo a
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interagdo Hj por

H2:;Z<b\ﬂﬂc><c\ffﬂa>( ! + ! >|b><a\, (3.19)

€q — €c €y — €c

abc

onde |a) e |b) representam o estado inicial e final, respectivamente, e |c) os estados intermedidrios
[10].

3.2 Derivagao do Modelo de Cogblin—Schrieffer

O modelo de Anderson também é utilizado no estudo de sistemas de férmions pesados
[65]. Para derivar o MCS a partir do modelo de Anderson, vamos considerar uma impureza de
Cério interagindo com um mar de elétrons de condugdo. Posteriormente, generalizaremos o
resultado final para uma rede de ions de Cério. Escolhemos a base de momento angular total
para escrever o Hamiltoniano devido ao fato de que o grande acoplamento spin—érbita para o
Cério resulta em um estado fundamental de momento angular total 7 = 5/2, com momento
angular orbital £ = 3. Vamos nos concentrar apenas no multipleto do estado fundamental da
rede. Para descrever os elétrons de conducdo, adotamos a base |k, m) = |k, j, ¢, s,m) dada pela
magnitude £ do momento cristalino, a magnitude 5 do momento angular total, a magnitude
{ do momento angular orbital, o spin s e a projecdo do momento angular total J sobre uma
dire¢do genérica (porém fixada) m?, denotado por m (m = —j,—j + 1,--- ,5 — 1,7). Além
disso, o momento angular orbital dos elétrons de conducao sera fixado como igual ao dos ions
da rede de momentos localizados (¢ = 3 no caso do Ce), pois, uma vez que estamos interessados
apenas no estado ¢ = 3 dos fons de Cério e, como o potencial de mistura é predominantemente
esfericamente simétrico®, apenas a onda parcial com ¢ = 3 dos elétrons de conducio ird se
hibridizar com as func¢oes de onda dos fons da rede [10].

Na sequéncia, seguimos os passos descritos da Ref. [10]. Comecamos definindo o
.|.

em due cria um elétron de condugao com vetor de onda k, momento angular total j

operador ¢
jecio de J na dire¢io m igual dor f} i i d

e projecao de J na direcdo m igual a m e o operador fy, que cria uma impureza de momento

angular j e cuja projecdo na direcdo m é m. Com isso, o Hamiltoniano de Anderson é dado por

H = Hy + Hy, onde

Ho = cuchucin + 3 coffufm + 5U S flufmfl b (3.20)
km m mm/

Hy =" (Vich fm +1c.) (3.21)
km

e onde € é a energia de um elétron de condugdo com momento de magnitude k, €y a energia do
estado localizado, ambas medidas com relacdo a energia de Fermi er dos elétrons de conducao.
No Hamiltoniano acima, também sdo desprezados multipletos diferentes do multipleto funda-

mental, resultando apenas na presenga da integral de Coulomb U. Utilizando a Eq. (3.19), com

2Futuramente, a direcdo r correspondera & direcio da magnetizacio da rede, quando generalizarmos o modelo
para uma rede de momentos localizados.

30 potencial de hibridizacéo é devido a uma impureza, ou um 4tomo, de Ce, que corresponde a um potencial
esférico. As regras de selecdo desse potencial, portanto, conservam o momento angular orbital £.
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estados inicial e final dados por
@) =l i 100, la) = ¢l f110), (3:22)
e os dois estados intermediarios possiveis sendo
ChmCrm [0), € fnfur 0), (3.23)

fazemos a troca do termo de interagdo Hi para Hs, obtendo

Hy=— " JiCh s frnt Com: (3.24)
kk'mm/
com Jipkp = |Vipl? U/eo (€0 4+ U). Podemos tomar Jip como aproximadamente constante na

regido €y < (e, €x) < €0 + U. No que se segue, tomaremos Jyr = J como constante com cutoff
J =0 se |ex| ou |ex| > D, com D =~ |e|. A interagao da Eq. (3.24) descreve um espalhamento
simultaneo dos momentos angulares orbital e de spin; as proje¢oes dos momentos magnéticos
totais dos elétrons de condugao e da impureza sao trocados no processo de espalhamento. Note
que a variacao Am = m — m/ nao esta restrita a 0,1, como obteriamos em um modelo com
interacao S - J (tipo Kondo).

Em contraste com uma interacdo do tipo Kondo, a média de Hy sobre os valores
possiveis de n g, quando m = m’ é ndo nula. Portanto, Hy contém tanto espalhamento de troca
como espalhamento potencial. Para obter um modelo apenas com interacao de troca, removemos

o termo de espalhamento potencial adicionando o termo

J t
Hs = 2j +1 D o Chm g (3.25)

km,k'm’

Finalmente, o Hamiltoniano total do MCS é [10]

_ i i O t
Heg = Zekckmckm —J Z Crrim Clm <frTnfm’ - m me//fm”> ) (326)
km km,k'm’ m!!
onde a soma sobre k esta restrita a |ex| < D. Para j = s e £ = 0, o termo de interagao

do Hamiltoniano acima se reduz ao Hamiltoniano de Kondo. De modo similar a aplicacao da
transformacgao de Schrieffer—Wolff ao modelo de Anderson, o potencial coulombiano U entre
os elétrons nos orbitais f é muito grande e a energia do orbital da impureza é negativa e
suficientemente grande em modulo, de tal maneira que o numero de elétrons-f no sitio da

impureza de Ce3t é fixado em 1. Assim,
Z fjmfzm =1 para todo sitio ¢, (3.27)
m

que é um vinculo sobre o espaco de Hilbert disponivel para os elétrons- f. Esta condicao é andloga
a imposicao ng = 1, discutida acima para o modelo de Anderson, e esté relacionada com a escolha

do parametro r = 1 na transformacao de Holstein—Primakoff generalizada (capitulo 2). Esta
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condic¢do é de suma importancia de modo que reservamos o apéndice C para uma discussao mais
detalhada.

Embora a forma acima seja interessante para alguns estudos onde ha apenas uma
impureza e temos uma simetria esférica em torno dessa, para o caso de uma rede de ions de Cério,
e para o estudo de espalhamento de elétrons neste cenario, é mais conveniente trabalharmos com
operadores de ondas planas para os elétrons de conducao. Assim, definimos um operador c;rm

que cria um elétron com momento k e spin o. A transformacédo de clm para CL , ¢ dada por

Chn =Y by (km[ko) (3.28)

ko

onde a soma na equag¢ao anterior é para todos os angulos k com |k| = k fixado e sobre todos os
valores de projegoes de spin 0. O estado |ko) denota um elétron de spin o cuja funcao de onda
¢ uma onda plana de vetor de onda k e o estado |km) = |k, j, ¢, s,m) denota o estado com onda
parcial de nimero de onda k e momento angular total j dado pela soma de ¢ com s e projecao

m. Com isso, o Hamiltoniano final se escreve

Hos =Y aclytko— Y Tool gt (f;fnfm % HZf ufm"), (329)

ko ko k’a’ mm/

onde ‘71:7 t”k ¢ dado por

! A
jé’,zot}m = J (ko [km) (K'm/ |K'o") . (3.30)
Para L, S e J projetados em uma diregdo m arbitraria, o resultado dos elementos
de matriz jﬁ'} Z”k ¢é dado por
jg{;ﬁ”l»m =4AnJ(jm|t,m — o3 3,0) (jm' |6, m' —o';5,0") Y, (rh, f{) Yém/_"/ (rh,f{’), (3.31)
onde (jm|l,my; s, ms) sdo os coeficientes de Clebsch-Gordan e Y;™ (rh, R) sao harmonicos es-

féricos rodados, dados por

Y (m, 12) =Yy (k) DY (a,8,7). (3.32)

m/

sendo D) (c, 5,7) a matriz de Wigner que roda a dire¢do Z para m segundo a convengao zyz.

Pode-se mostrar que as fungoes Y;™ (Ih, k) sao os auto-valores de

L2y, (rh, 12) — L+ 1)y (I‘h, 12) (3.33)
(s - L) Y™ (m, 1}) = meY,™ (m, 1}) . (3.34)

Maiores detalhes sobre Y, (rh, ﬁ) e os calculos para a derivagao dos elementos de matriz ‘71?/1 T,”k

sdo apresentado no apéndice B.

O resultado do Hamiltoniano da Eq. (3.29) pode ser diretamente generalizado para
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uma rede de fons de Cério, partindo do modelo para uma impureza. O resultado é [10]

1 ) /
Hcs = Z €xChy Cho — N Z Jm 7,nka kKRl oy X0 (3.35)
ko m ko, k'’ mm/ i
= fl fome — fm// Fimr, (3.36)
2 + 1
nif =Y fhofim=1, (3.37)
m

onde f;;n cria um elétron-f de momento angular total j, projecdo na dire¢do m igual a m e
na posicdo R; (ou sitio i) da rede de ions de Cério e N,, é o ntimero de elétrons na rede de
momentos localizados. Os operadores lem,, juntamente com o vinculo n;5 = 1, sdo conhecidos
como operadores de Hubbard [18].

A Eq. (3.35) serd nosso ponto de partida para o capitulo 4, onde derivaremos o
modelo efetivo a ser utilizado na equacao de Boltzmann para estudar o espalhamento de elétrons
de condugao por ondas de spin (ou méagnons). Vale ressaltar que, posto nosso modelo, podemos
enxergéd-lo de forma mais genérica como um modelo de simetria SU (25 + 1) que descreve uma
rede ou impureza de ions com multipleto fundamental j interagindo com elétrons de conducao,
nao mais necessitando da referéncia direta aos ions de Cério, como fizemos ao longo da derivagao
do modelo. Também relembramos que a magnitude do momento angular orbital, ¢, é fixada,
embora nao apareca de forma explicita na Eq. (3.35). De fato, poderiamos adicionar o rétulo ¢

a J'™  para explicitar esta dependéncia. Optamos por nao fazé-lo para manter a consisténcia

k'o’ ko
com a notagao da Ref. [10] e evitar sobrecarregar ainda mais a notagao.
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Capitulo

Modelo Efetivo

Neste capitulo, aplicaremos a transformagao de Holstein-Primakoff generalizada (HPG) ao mo-
delo de Cogblin-Schrieffer (MCS) para derivar a interacao efetiva entre elétrons de condugao e
ondas de spin, ou magnons.

Em seguida, investigaremos a dindmica dos magnons aplicando a HPG ao modelo XXZ. O
resultado nos revelard que apenas um dos modos dos magnons serd dispersivo, de modo que os
demais serdo exponencialmente suprimidos no limite de baixas temperaturas.

Por fim, estabeleceremos nosso modelo efetivo restringindo o termo de interacéo elétron-méagnon
ao unico modo dispersivo dos magnons. Assim, obteremos um Hamiltoniano que descreve a
dindmica dos elétrons na banda de conducdo, dos mégnons e a interacdo entre eles, fornecendo

os elementos necessarios para estudar o espalhamento elétron-mégnon.

4.1 Holstein—Primakoff Aplicacao ao Modelo de Cogblin—Schrieffer

Para derivar o modelo efetivo com que iremos trabalhar, nosso ponto de partida é a
aplicagdo da transformacao HPG (capitulo 2) ao MCS (capitulo 3) para uma rede de momento

localizados, Eq. (3.35). Comegamos reescrevendo o MCS como

1 / N ,
Heg = Z EkCLO_CkJ — N— Z jlegttlf(gel(k k') RZCL/U,CkJXger , (41)
ko m ko k'o’ ; mm/ i
I et (5 l T
m
nig =Y finfim =1, (4.3)
m

7’ 7 . /
onde N, é o nimero de momentos localizados, Jf:f f”f(
o’ ko

cria um elétron na banda de conducao com momento k e spin o, fitn cria um elétron- f na posicao

¢é o acoplamento definido na Eq. 3.31, chr( -

R,; e com proje¢do de momento angular m. As proje¢des do momento angular total J, denotadas
por m, devem ser consideradas em relacdo a uma direcdo m genérica. Os operadores Ximm/,
juntamente com o vinculo da ultima equacao, sdo conhecidos como operadores de Hubbard. Sera
neles que iremos aplicar a HPG, uma vez que a transformagao ocorre nos operadores fim, fitn.

No que se segue, omitiremos o indice de rede, para simplificar as expressoes.
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E interessante notar que os operadores Al = fi fu sdo geradores do grupo U (25 + 1),

(AL, A5) = [ £ fus £1fa]
= I3 [fs £ 0] + [ 15 £ 0] fu
= 15 ({fudb} fa = 1300 13) + ({0l il b= sl {0 }) 1 (40)
= 15 (0= 0) + (0= £102) S
= ShAS — oAk,

mostrando que A} satisfaz a algebra de U (25 + 1), onde utilizamos as relagoes de comutacio

[AB,C] = A[B,C] + [A,C] B, (4.5)
[A,BC) ={A,B}C — B{A,C}. (4.6)

De modo similar, vimos no Capitulo 2 que A, = aiau , onde a, a:r, sdo operadores bosbnicos,
satisfazem a mesma algebra. Portanto, juntamente com as condigbes ny = f,L fm=1e
Na = Y m ajnam = 1, isso nos mostra que os operadores de Hubbard sao os geradores do grupo
SU (2j + 1) e que a transformacdo de Schwinger (f,, — a,) preserva essa propriedade. Para
maiores detalhes sobre o vinculo ny = n, = 1, veja o apéndice C.

O primeiro passo para a transformacdo HPG é a transformacdo de Schwinger que
consiste apenas em trocar f por a, mudando a estatistica dos operadores. O préximo passo
consistem em escolher um indice ™ e fazer azm, a% — 0 (r) (veja a secdo 2.3). Este tltimo passo,
como vimos, representa um ordenamento do sistema, que corresponde a uma escolha de ordena-
mento dos momentos magnéticos ao longo de uma dire¢io preferencial. Por hora, deixaremos o
indice m como genérico e utilizaremos esta notacao para indicar o indice de alinhamento dos mo-
mentos magnéticos. Entao, deveremos aplicar a HPG transformando os operadores fr, me em
X me/ para 6 (r) e os demais operadores f,, f:n para a,,, a,Tn. Para isso, vamos considerar separa-
damente os casos X™™ | X™m XM o X onde m e m’ sdo diferentes de m. Primeiramente,

note que

Zain,,amu — Z ajn,,amu +[0()?, (4.7)
m//

m'' £
= Z ain,,amu+ r— Z ain,,amn , (4.8)
m//#m ml/#m

Com isso, temos,
( , +
,
XM = am Oy — m(smmﬁ
Xm0 (r) am,

- ; (4.10)
XM = am(r),

___ 9
kam — ﬁ"" — Zm"#m ain//am”-
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Como vimos no Capitulo 2, o limite de baixas temperaturas corresponde a condigao

< Z ajn,,amu> LT (4.11)

m!+m

Sendo assim, iremos expandir @ (r) e manter apenas os termos de ordem mais baixa em 7!

Portanto, os operadores de Hubbard ficam

(X7 & S,
Xﬁi = Ve (4.12)
Xy ral,
X — 2;2117“
Vamos aplicar esta transformacdo ao termo de interacdo do Hamiltoniano do MCS,
Hing = — e Yoo g fC IR, g X (4.13)

VNn

ko k'o’ mm/ i

Recuperando o indice de rede e separando as somas em m e m’ como fizemos para os operadores
de Hubbard, temos

. mm 7,(k k')-R; T T
5 3 g e ()

ka k/c’ i m#m

Z > ! Rl (jgg’f(aaim + T 10 ,m) (4.14)
™ ko X'o! i m#Em
_ mm - i(k—K)R; f 2
Z jk/a kcr Cx/ o' Cko 2 + 17‘-
™ koK' o' i

Juntando a primeira e a tltima linhas, temos

r ’
_ i(k—k')-R; .f
iy, 2 2 (i~ ) ¢ e 419

o ko' i m#m

Z Z (jm tnk(7 - jmn/lka) C;rcglckm (4.16)

koo’ m#m

o<

2]—1-

/ . . . ~
onde utilizamos ), e i(k=K)Ri — N 60 e eliminamos a soma em k’. Entdo, vemos que o termo
H{, renormaliza a dispersao dos elétrons de condugao.

Como o termo H{) é da ordem de .J, a renormalizacao da dispersdao pode ser despre-

zada pois iremos assumir

APt (4.17)
€F

sso corresponde ao andlogo da expansdo large—S na Holstein—Primakoff usual.
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onde er denota a energia de Fermi. Portanto, o termo de interagao fica
TR G S T (T im + TE b)) (4.18)
ka k/o’ i m#m

Para finalizar, vamos aplicar a transformada de Fourier aos operadores a;,, para representa-los

no espaco de momentos. Definindo operadores ay,,, aJ{(m por

Qim = Zakrm (419)
/ Z
T —ik-R;
ol = § , (4.20)
m / km

obtemos a forma final do termo de interacdo como

HeL mag — “ Z Z Cx/ 51 Cko (jk’ ' ko ax’'—k,m 1 IZm}kgaL K, ) (4'21)

ka k/c! m#m

Chamamos o Hamiltoniano acima de interagdo elétron-méagnon, pois este Hamiltoniano descreve
o termo de interacdo entre elétrons e os quanta de ondas de spins, representados pelos bdsons
am. A partir deste termo, calcularemos as taxas de transicdo a serem utilizadas na equagao de

Boltzmann.

4.2 Dinamica dos Magnons

Nosso Hamiltoniano atual possui a forma

H=>"exc} ko + Helmag. (4.22)
ko

Para continuar com nosso modelo, precisamos determinar a dindmica dos magnons, isto €, somar
um termo Hy,,e a0 Hamiltoniano acima da forma > qm wqmagmaqm. Nosso problema se resume,
portanto, a calcular a dispersao wq;, dos magnons aqm,. Como modelo para descrever as inte-
racoes entre os momentos localizados, vamos adotar o modelo X X Z? e aplicar a transformacio
HPG.

Comecamos escrevendo a interacdo entre os momentos localizados da rede como uma

interacdo entre primeiros vizinhos descrito pelo Hamiltoniano

1
Hxxz =—J"Y [AJij +5 (J;FJJ.’ + JiJj*)} : (4.23)
(i)

2Esta é uma escolha particular da dispersdo dos magnons; poderiamos ter escolhido qualquer outra forma de
dispersao como, por exemplo, a interacdo RKKY, a qual resulta em uma dispersdo anisotrépica para os magnons.
A escolha desta dispersdo foi adotada por nos permitir obter uma dispersio simples da forma wq = Ag* + wo,
com a presenca de um gap wo. Este gap serd desconsiderado na maior parte dos calculos, mas serd utilizado para
a regularizagdo de integrais que surgirdo nos capitulos 5 e 6.
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Pela fisica do nosso problema, vamos considerar que

J
ou seja, o acoplamento de interacdo entre os momentos localizados é da ordem da interacao
elétron—mégnon. Escrevendo o operador J? em termos dos operadores f, e f,il, podemos aplicar

a HPG de maneira direta:

J= D mhfm:
m=—j
% maTam—i-m T—Za am |,
m#Em m#Em
=mr+ Z (m — ) al,am. (4.25)
m#Em
Para J* temos .
J
JE= 3 G+ ) —mm D] f L f, (4.26)
m=—j

onde utilizamos a notacao ij 1= fi j—1=0. Separamos a soma sobre m como

Z = Z’ + (termo com m = m) + (termo com m £ 1 =m), (4.27)
Z Z (429
m#£m
mEl#m

e definindo ot = [j (j +1) —m (m + 1)]*/2, podemos escrever

g+ HPG, HPG Z/ + In:l:lam + o= aLﬂe (r)+ oz%ﬁ (r) amz1. (4.29)

Em ordem quadratica em a, temos

Z Ui @h iy @ + VT (04 abipr + ok amﬂF1>

(4.30)
=Vr (O‘mamil + O‘ﬁamﬂFl) + O(TO)’
onde matemos apenas os termos de ordem /7.

Com isso, obtemos

JETE = mr)?+mr Y (m—m) (aT i + a]majm) +0(rY), (4.31)
m#£Em

JZ-JFJ]-_ =r (oﬁajmﬂ + o a;m— 1) (oa%a;r 4+ a%aj,mﬂ) + (’)(rl/2>, (4.32)
i =r (amajm 1+ O‘%@i,ml) (04 a; il T Ol m— 1) + O(’"m)v (4.33)
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Para prosseguir, vamos particularizar para o caso
m=+j.

Neste caso, a% =0 e am+1 = 0, de modo que

J;ri_ T (a%)2 ai7m_1a;m_1 + (9(7“1/2), (4.34)

J;J;r =r (ozl)2 a;m_laj,m—l + (9(1"1/2>. (4.35)
Com isso, o termo Hxxy fica

Hxxz % Hmag = _J/ Z (jT)2 + 2‘]/ (]T) A Z Z (] - m) a;’rma’im
(ik) (ik) m#j

1 \2
_ Jlir (aj ) Z (a;r’jflak,j_l + h.c.) .

ik

= —J () NS+ J'jrzA Y (G = m)aly,am
l)mij

— J'jr Z (a;j_ﬂk,j—l + h.c.) .
(ik)

Desprezando o termo constante e aplicando a transformada de Fourier, obtemos

Hiog = J'jrzA > (5 —m)al,aim — T2 > Meal a1, (4.36)
k,m#j k
1 k-8
_1 _ 4.37
Ne= - 25:6 (4.37)

Definindo by = ay ;1 e agrupando o termo com m = j — 1 da primeira soma na segunda,

podemos escrever

I—[mag = J’jrz Z (] — m) aLmakm + J’jTZ Z (A - ’Yk) bLbk (4-38)
kam?éjvj_l k

Com isso vemos que a dispersdo dos bésons ay,, (m <j—1) é wy, = J'rzj(j —m) A, que é
constante (ndo dispersiva) e para o béson by é wx = J'jrz (A — k).

No limite k — 0, para uma rede quadrada, vy assume a forma

1 2
~1_ 2 .52 4,
nex1- 23 k9 (4:39)
Com isso,
wie = Jjr | (k-6 +2(A-1)], (4.40)
5

Assim, vemos que a dispersdao nao possui um gap no limite A — 1 (Heisenberg isotrdopico) e
recuperamos o resultado wy ~ k? para magnons ferromagnéticos em uma rede quadrada.

Vamos assumir que A = 1 ou, no maximo, A ~ 1, de modo que, se houver um gap
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na dispersao dos magnons, este serd muito pequeno. Nesse caso, a baixas temperaturas, apenas
os bésons b contribuirdo para o espalhamento dos elétrons de conducdo, pois os demais modos
sdo exponencialmente suprimidos. Portanto, consideraremos o seguinte Hamiltoniano efetivo,
derivado do termo XXZ:

Hinag = Z wabliba, (4.41)

e a dispersao wq ¢ dada pela Eq. (4.40). No capitulo 5, empregaremos as expressoes

¢’ g\’
!/
Wg=-—=1J <2kF> , (4.42)
para a dispersdo dos méagnons, onde u faz o papel de uma massa para os magnons e kr € o
momento de Fermi dos elétrons na banda de conducdo. Note que a dispersdo dos méagnons
deve ter um “cutoff” ultravioleta que determina a regido na qual a Eq. (4.42) é valida. Por
conservagao de momento, a magnitude do momento do magnon envolvido em um processo de
espalhamento esta restrito ao intervalo 0 < |q| < 2kp, para elétrons em torno da superficie de
Fermi, assim, tomaremos 2k como o cutoff superior para o momento dos magnons nas integrais
que envolverem 0s mesmos.

Como a contribuicdo dos bésons a,, é pequena para o espalhamento, manteremos

apenas o béson b no termo de interagdo. Portanto, nosso modelo efetivo é dado por

Hes = Ho + Hel—maga (443)
Hy = Z ekc;rwckg + Z wqbgbq (4.44)
q
Helmag = —4 / Z Ck’ 1 Cko (jli’ /l’l]{ b _x + jlz;j/ llwa k/> . (4.45)
™ kok'o!

No que se segue, adotaremos as dispersoes eletronica e magnoénica como

€ = m M, Wq J ( L > ( 6)
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Capitulo

Equacao de Boltzmann

A teoria cinética é o ramo da Fisica que estuda a fundamentacdo microscépica de fendmenos
de transporte e outros processos fora do equilibrio. Sua ideia central consiste em explicar
as propriedades de sistemas fora do equilibrio como consequéncia do espalhamento entre as
particulas que constituem o sistema. Dentro da teoria cinética, a equacao de Boltzmann governa
a dindmica semi-classica da funcdo de distribui¢do de posicdo e momento, da qual podemos
extrair as propriedades fisicas de interesse.

Neste capitulo, apresentaremos a teoria por tras da equacao de Boltzmann, derivaremos o termo
de colisao e faremos a linearizacao da equagao de Boltzmann. Em seguida, discutiremos a aproxi-
macao de tempo de relaxacdo, que iremos utilizar nos calculos do préximo capitulo. Concluimos
este capitulo com a aplicacdo da equacao de Boltzmann ao caso especifico da interacdo de Kondo

(j=s=1/2e£=0), fornecendo um guia para os cdlculos subsequentes.

5.1 Observacoes preliminares

Conforme descrito acima, a equagdo de Boltzmann é uma teoria semi-cldssica. Isto
porque apenas semiclassicamente podemos definir posicdo e momento simultaneamente para
uma particula como o elétron. Uma abordagem por métodos mais sofisticados de teoria de
muitos corpos reproduz, no limite semiclassico, os mesmos resultados obtidos de maneira mais
simples pela equagao de Boltzmann [66, 67]. Assim, o estudo de transporte por meio da equagao
de Boltzmann se faz preferivel, em grande parte dos casos.

No que se segue, apresentaremos a equacao de Boltzmann de maneira similar a
apresentada nas Refs. [68, 7, 69].

5.2 Dinamica da funcao de distribuicao

Seja fn(r,k,t) a funcdo de distribuigao semicléssica de uma banda n em um instante

t, no ponto (r,k) dos espago de fase. A fungao de distribuicao é definida tal que a quantidade

dr d%%

2 X fu(r, Kk, t)W

(5.1)
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é igual ao ntimero de elétrons da banda n na regido de volume d?% d%k em torno do ponto (r, k),
no instante ¢, onde o fator de 2 esté presente quando tratamos o spin como “transparente”. Em

equilibrio a temperatura 7', f, se reduz a distribuicdo de Fermi-Dirac,

1

_ ¢0 _
fn(I',k, t) - f (Enk> - e/BEnk + 17

(5.2)

onde definimos = 1/T como a o inverso da temperatura, €, a dispersao da banda n e
absorvemos o potencial quimico na dispersdo. Por simplicidade, no que se segue iremos suprimir
o indice de banda, uma vez que restaura-lo é imediato, pois as quantidades fisicas sdo aditivas
banda-a-banda. De maneira similar, um indice de spin pode ser adicionado de maneira aditiva.
Faremos isso na segao 5.4.

Para determinar a dindmica do sistema, consideramos um deslocamento infinitesimal
de t para t + dt. Neste intervalo o ponto (r, k) do espago de fase se desloca para (r/,k’), onde,

de acordo com a teoria semi-classica para a dindmica de elétrons de Bloch! [7],

r =r+rdt, (5.3)

k' =k +kdt, (5.4)
Oex

r Vk = 871(7 (55)

k=F, (5.6)

onde F é a forca que atua sobre a particula e €y a dispersao eletronica. Por conservacao de
particulas, o niimero de particulas dentro do volume inicial deve se mover para o novo volume,
portanto,

f(r,k,t)d% d% = f(r +tdt, k + kdt, ¢ + dt) d4’ d%’ . (5.7)

O teorema de Liouville afirma que o volume no espaco de fase é conservado, assim, d% dk’ =
d% d%, e obtemos
f(r,k,t) = fr+tdt,k+kdt,t + dt). (5.8)

Ao expandir a equacdo anterior em primeira ordem, chegamos ao resultado

w2 20 01

0. (5.9)

Na presenca de colisdes entre as particulas, a equagao (5.9) é modificada por um
funcional responsavel por contabilizar o efeito de colisdes, que toma a forma
0 1., 0 0
fo1p.0f of _

Vi * —

or + i aT+E = C[f]. (5.10)

A Eq. 5.10 recebe o nome de equagdo de Boltzmann. Ela serd a base para o estudo dos efeitos

do espalhamento de elétrons pelas ondas de spin.

1O nome “elétrons de Bloch” se refere a elétrons em um potencial periédico, originirio da rede de fons, que
sdo descritos por fungdes de onda de Bloch, 1,k (r). Essas fungdes satisfazem o teorema de Bloch, ¥,k (r + R) =
e*Rapie (r), onde R é um vetor da rede de Bravais do cristal. Um potencial V' = 0, resultando em uma superficie
de Fermi esférica, é um caso particular de potencial periédico.
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Antes de considerarmos o termo de colisdo, vamos especializar para o caso de um
campo elétrico uniforme fraco. Neste caso, a forca atuando sobre o elétron é simplesmente F =
—eE, onde e > 0 é a magnitude da carga fundamental. Considerando um regime estacionario,
e que a distribuigdo é uniforme no espaco, temos f(r,k,t) = f(k). Com isso, a equacdo de

of(k) of (k)

—eE - = —e(E - Vk)Tek =C[f(k)]. (5.11)

Boltzmann se torna

Utilizamos a hipdtese de um campo elétrico fraco ao considerar que a correcdo de ordem mais
baixa em f é linear no campo elétrico, de modo que o lado esquerdo da equagao de Boltzmann
em ordem linear depende apenas de f°, resultando em uma equacio cuja dependéncia com f
estd totalmente contida no termo de colisao
0
9f" (ex)

el vi) =5 % = L) (5.12)

5.3 Termo de Colisao

O termo de colisdo, C[e], é um funcional que nos dé a taxa liquida de particulas adi-
cionadas ao volume inicial d% d%k. Ele é responséavel por transformar a equacio de Boltzmann
em uma equagao integro-diferencial. Nesta secdo, derivaremos a forma geral do termo de colisao
e, em seguida, faremos sua linearizacao para obter a equagdo de Boltzmann linearizada, com a

qual iremos trabalhar.

5.3.1 Forma Geral

E conveniente separar o termo de colisdo em duas partes,
Clo] =Cy[o] —C_]o], (5.13)

onde C[e] corresponde a espalhamentos para dentro do volume d?r d?%k, isto é, particulas adi-
cionada ao volume (in-scattering) e o termo C_][e] corresponde ao espalhamento de particulas
para fora do volume em questao (out-scattering).

Seja W (k, k') a taxa de transi¢ao do estado k’ para o estado k (i.e., a probabilidade
de transicdo por unidade de tempo). O termo Cy[f]d?kdt/(27)®, que conta o nimero de
particulas entrando no volume d?k no intervalo de tempo dt é obtido da seguinte maneira.
O nimero de elétrons em um volume d?k no entorno do ponto k' é f (k') d?’ / (27)%. Destes,
W (k, k') dk dt / (277)3 serdo espalhados de k’ para k, se todos os niveis no volume d%k estiverem
vazios. No entanto, pelo principio de exclusao de Pauli, apenas a fragao 1— f (k) estao vazios, de
modo que a fracdo de elétrons espalhados deve ser reduzida por este fator. Portanto, o niimero
total de elétrons entrando no volume d%k em torno de k como resultado de colisées no intervalo

de tempo dt é

Cylf)dikdt _ [ £ (K) ddk’] [W(k, k') Ak dt

(2m)? (27)? (2r)? ] [1—f (k). (5.14)
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Integrando sobre k’ e posteriormente discretizando a integral, obtemos
Colf ()] =Y Wk K)f (&)1~ f(k)]. (5.15)
k/
De modo similar, derivamos o termo de out-scattering como

C-[f(k)] =Y WK k) f)L -~ f(K)]. (5.16)
”

Podemos restaurar indices de spin ou de banda de forma simples, adicionado-os
de modo a acompanhar cada momento e generalizando-se a soma de momento para momento,
banda e spin. De modo mais claro, tomamos os momentos k e k’ e os transformamos em nok e

n'o’k’. A soma sobre k’ se torna entdo uma soma sobre n’, o’ e k’.

5.3.2 Amplitude de Transicao

A amplitude W (k, k'), associada a transi¢do do estado |k’) para o estado |k), é um
ingrediente fundamental para o termo de colisdo e, claramente, para a equagdo de Boltzmann.
Esta amplitude contém a fisica do espalhamento e corresponde a parte quantica da teoria semi—
classica que estamos abordando.

Para calcularmos a amplitude W, faremos uso da regra de ouro de Fermi para
amplitude de transigao, [70]

W (b,a) = — |(b|Hi| a)]? 6 (ep — €a £ w), (5.17)

2w
- |
onde os sinais positivo e negativo na funcao J estao associados ao processo de emissao e absorcao,
respectivamente, como pode ser visto do termo de interacdo da Eq. (4.45). O papel da fungao
4, presente na equacdo acima, corresponde & imposi¢do de conservagao de energia no processo
de espalhamento.

Quando w ¢é identicamente nulo, dizemos se tratar de um espalhamento elastico,
consistindo no caso em que a energia do elétron espalhado é conservada. Os chamados processos
inelasticos ocorrem quando nao ha conservagao de energia do elétron espalhado. Em particular,
o espalhamento por meio da interagao elétron—magnon é um processo inelastico. Nas secoes 5.4
e 6.3, aplicaremos a regra de ouro para calcular as amplitudes de transicdo, onde ficard mais

claro seu papel na teoria.

5.3.3 Linearizacao do Termo de Colisao

Para um sistema em equilibrio, o termo de colisdo deve se anular (néo ha fluxo liquido

de particulas em equilibrio), de modo que W (k, k') satisfaz a equagao do balango detalhado [68],

Wk, X) fOK)[1 = (k)] = W (K k) fO(k)[1 - £ (K], (5.18)
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onde escrevemos fY para denotar a distribuicdo no equilibrio. Isso nos permite escrever

CLF0) = S {0, 1) F0)[1 = F0)] — W (I K) F) 1 — £} (5.19)
.
_ o o [ SOOI = F001 FO91 = 7<)
= 2 W)L =1 e R et SCED
X

Definindo g(k) = f(k)— f°(k), podemos fazer uso da aproximagdo de Chapman—Enskog [68, 69],
ou seja, expandir em torno do equilibrio, mantendo apenas termos de primeira ordem em g.

Aplicando esta aproximacao ao termo X, obtemos

K + gL — fO(k) — g(k)] _ [f°(k) +9(K)][1 — fO(K) — g(K)]

X muan—pawl - ren-pey 0 O
oo 90— O] - fOK)g(k) gk — fOK)] — fO(k)g(K)
~ 1+ oK1 — fO(Kk)] 1 PO — (k)] ; (5.22)
_ g(X) g(k) g9(k) g(K')
TP 1k 0k 1 k) (5.23)
_ g(k') B g(k)
L= )] k[ - oK) (5.24)
Definindo x(k) como
_ g(k)
X090 = Fo0901 — o) (5.2
obtemos o termo de colisdo linearizado
Clinear [/ (k)] = Y Wk, K) (k)1 = SO [x (k') = x(k)]. (5.26)
-

A equacdo de Boltzmann linearizada é obtida pela substituicio C — Ciinear Na equacio de

Boltzmann.

5.3.4 Aproximacao de Tempo de Relaxacao

Observando a equacio (5.26), vemos que a presenca do termo?

> Wk K)OR)[L— fOK)]x(K) (5.27)
o

é responséavel por tornar a equacao de Boltzmann uma equacdo integral. A aproximagao de
tempo de relaxacao consiste em desprezar este termo, de modo que a equacdo de Boltzmann

perde seu cardter integral. Aplicando este resultado ao nosso caso particular, Eq. (5.12), obtemos

df°(k)
Oey,

—¢(E - vi) ==Y W(kK) k)1 - fOK)x(k), (5.28)
~

2Note que o momento k', que estd sendo somado, é o argumento de .
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Definindo

= > Wk,K) O R)[L- fO(K), (5.29)

k/

a solucao da equacio de Boltzmann linearizada é

o 0
x(k) = ea(k)(E - vi) <J;(€k)> . (5.30)
€k
Na equagao anterior, a(k) equivale ao tempo de relaxagao, 7(k), diferindo deste por um termo

adimensional no integrando®. Recuperando os indices de banda, podemos escrever

= ea *V 7af0 (enk)

09 = e (9 (B v (L), (5.31)
i = W (k) £ ) [1 = 1 )] (5:32)
n K'n’

Note que a amplitude de transicao presente na equacao final corresponde a espalhamentos para o
estado |nk), isto é in-scattering. Na préxima se¢do, consideramos o espalhamento por mégnons
que pode ocorrer tanto por absorcdo quanto por emissdo de magnons, sendo assim a amplitude

W total para in-scattering serd composta pela soma das amplitudes de absorcao e de emissao.

5.4 Aplicagdo do formalismo as ondas de spins para j = 1/2 e
(=0

Para finalizar, aplicaremos os resultados obtidos para a equacido de Boltzmann ao
caso da interagdo de Kondo, correspondente a j = 1/2 e £ = 0. Esta se¢do tem um objetivo
pedagogico para o calculo realizado para j e £ genéricos do préximos capitulo. Além disso,
os resultados podem ser comparados com a referéncia [35]. Se ¢ = 0, os harmonicos esféricos

Y2 <rir1,f<> se reduzem a 1/v/4m. Além disso, os coeficientes de Clebsch—Gordan se tornam

(jm|€,m—a;%,a) = (%m‘0,0;%,ms) = Omm,. Com isso, a Eq. (3.31) para Jm'm

R’U’,f(d fica

simplesmente
T = JomnoOmior. (5.33)

Utilizando este termo de interagao na interacao elétron—mégnon, Eq. (4.45), obtemos o resultado

usual,

r
Helmag = —J 4/ N7m Z (C;rqck/'rbk,k/ + CLTCklilerc’—k) . (5.34)
ko, k/o’

A amplitude de transicdo para in-scattering é composta por dois termos, correspon-

dentes aos processos de absorcio e emissdo de um mégnon, conforme apresentado na Fig. 5.1.

20 tempo de relaxacio é usualmente definido como 7' (k) = 3", W(k,k').
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(absor¢ao) (emissao) .
c
ki 4 e Kl
aN
/ ' b
K =k+q K=ktq
€k = € — Wy € = €} + Wy

Figura 5.1: Processos de absorgao e emissdao de um magnon descritos pelo Hamiltoniano da Eq.
(5.34).

Seguindo a notacao da figura, as amplitudes de aborg¢ao e emissao sdo dadas por

WS (L, P I) = 2m2— 0% Db () dieierad (6 — e+ wy) (5.35)
m a
. r
wem (1 k, LK) = 27rN—J2 D b (wg) + 1] G serq (exr — € — wq) (5.36)
m q

onde b (w) é a distribuigdo de Bose—Einstein,

b(w) = eﬁwl_ - (5.37)

O surgimento do termo b (w) em W2P% ocorre por conta do valor esperado
2
|(k s k- [Helomag| K’ 3 k-1 + 1) | (5.38)

que entra no cédlculo da taxa de transicao, através da regra de ouro de Fermi. A atuacdo dos
operadores ¢y, CL | nos estados [k’ 1), (k ]|, respectivamente, resulta em um fator de 1, por conta
do principio de exclusao de Pauli (apenas 1 elétron pode ocupar cada um dos estados). Por outro
lado, temos (nyx i/ |[bx—w/| nx—1 + 1) = /N1 O fator ny 1 é dado pela funcao de distribuicao
dos bésons b, que é dada pela distribuicio de Bose—Einstein. Em outras palavras, estamos
considerando que os magnons estdo em equilibrio térmico e apenas os elétrons de condugao
estao fora do equilibrio. Esta hipétese nos permite simplificar o problema que, de outro modo,
consistiria em resolver duas equacoes de Boltzmann acopladas, uma para os elétrons de conducao
e outra para os mégnons [68]. Essa aproximagdo se manterd ao longo de todos os célculos,
inclusive no capitulo 6.

A partir das Eqgs. (5.35) e (5.36), podemos calcular a fungdo x (k) aplicando as
Egs. (5.31) e (5.32). As equagoes ficam

. f°(ex)
k) =ea;(k % —_ ], .
X1 (k) = ea (k) (E - vk) ( De, > (5.39)
L > W (LK, K) fOer) [1 = fOew)] - (5.40)

ay(k) 45
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Utilizando a Eq. (5.35), podemos escrever 1/a,(k) como

) QWNLmﬂ l;lb (wq) O xeqd (€ — €k + wq) fO(er) [1 — fO(ew)] - (5.41)

Utilizando a conservacao de momento, dy/ k+q, €liminamos a soma sobre k’. Tomando o limite

do continuo na soma sobre q, podemos escrever

mr 2 3
= ol [ b ) e [ P~ )] 8 (v~ +) . (542

ayk) S (27)°

onde n,, = N,,/V é a densidade de momentos magnéticos e utilizamos a conservacao de energia

para escrever fO(ex) = fO(ex — wy). Prosseguimos multiplicando e dividindo o integrando por

1 — f%ep) e utilizando as relacoes*

8f0

& 1=fe)] = , (5.43)
( afo ©) _ €) + O(T/ep)?, (5.44)
£200) = (5.45)

N |

para obter

1 ArrJ*T [ 0f° () a3q
ai(k) N N, <_ 86k ) / (27_‘_)3[7 (wq> [1 - fO (—wq)] 0 (€|k+q\ — € + wq) . (5.46)

Para eliminar a fun¢do § de conservagao de energia, note que

kE? +¢* + 2kqcosy  k? 7>
6|k+q| — € + Wqg = om - % + ﬂ’ (5.47)

onde v é o angulo entre k e q. Se rodarmos os eixos de integragdo de q de modo que k esteja

na direcdo ¢., vamos ter que y = ;. Assim,

kqcos q> q>
0 (€pcra) —€r+wg) =0 {mq + % o (5.48)
m

Com isso, a Eq. (5.46) fica

L 4mrJ?T (_8f0 (ﬂc)) / q*dqd (cos b, ) 4945 () [1— 2 (—w,)] x (5.50)

a (k) Nim ey, (2m)?
X 1?5 [cos@ + o (1 + 73)] . (5.51)

Como o integrando nao depende de ¢,4, esta integral pode ser feita imediatamente. Para a

integral sobre cos 6, lembremos do cutoff superior para os momentos dos magnons, que resulta

“Lembrando que estamos absorvendo o potencial quimico na dispersdo (veja secio 1.4).
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na relagao de desigualdade 0 < g < 2kp. Como k ~ kg, temos que 0 < ¢/2k < 1. Para estimar
a razao m/ i, note que dividindo way, por €p = €, temos
Wokp . J o 4]{3%’//1 . m

S - —4—, 5.52
(2 ER k‘%/m 1% ( )

onde utilizamos a Eq. (4.46). Da Eq. (4.17), vemos que m/u < 1, de modo que

0§2qk<1+75)§1+A, (A>0,A<1). (5.53)

Uma vez que a integral sobre cosf, é feita sobre o intervalo [—1,1], a relacdo anterior nos
mostra que para 0 < ¢ < @max, onde gmax < 2kpr, o argumento da funcdo § se anula, quando
—1 < cosfy < 0. Sendo assim, o efeito da funcdo ¢ consiste em reduzir o limite superior
da integral sobre ¢ de 2kr para gmax. No entanto, como a correcdo para gmax, da ordem de

A ~ J/ep, é muito pequena, podemos aproximar o limite superior de integracdo como sendo

2kp. Assim,
d (cosb,) Aoy q m\| 1
/ (2n)? d |cosby + 5% 1+ ) T (5.54)

Portanto, a Eq. (5.50) fica

mrJ? 0 (e 2hr
Ch JT<_8fae(kk)>/o dq b (wy) [1 = £ (=wq)] (5:55)

a¢(k) ankF
Resta-nos calcular a integral radial. Para isso, note que 1 — f9 (—w) = f (w), assim,
2%k . 2kp .
| damb ) = )] = [ daab ) 10 ). (556)

Como wy = ®/2p, qgdq = p dwg, utilizando que woy, = J', obtemos

1 pmrJ?T (0f° () [ ()
ay(k)  mnmkr < de, )/0 dwb (w) f (w)- (5.57)

Definindo z = fw = w/T, temos

J' J'|T 1 1
/0 dwb(w)f(w):T/O dxem—lex—l—l' (5.58)
No regime de baixas temperaturas, podemos extrapolar o limite de integracao superior para oco.
O limite inferior, por outro lado, possui uma divergéncia logaritmica, uma vez que o integrando
se comporta como 1/z préximo a x = 0. Esta divergéncia também surge nos cdlculos da Ref.
[35]. Podemos eliminar a divergéncia da integral adicionando um cutoff infravermelho, zo. Este
cutoff pode ser entendido como uma pequeno gap na dispersao w, dos magnons, como sugerida

pelo modelo X X 7 (veja Eq. (4.40)). Introduzindo o cutoff xo, no limite xy — 0, obtemos

SN T R S
. dxeﬂc—lem—l—l_ilnxo’ (xo <1, z9—0). (5.59)
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Com isso, obtemos

1 pmrJ?T? Of° (ex) _1
)~ 2mnmkr <— Je, Inz,". (5.60)

Voltando & Eq. (5.39) e utilizando vy = k/m para uma superficie de Fermi esférica, obtemos

2mnmk% 1 -
k) = —e E (B-K). 5.61
X (k) um?2rJ2T2 1n xal ( )
Note que h4 um cancelamento do termo 9fY /e, resultando em g = f° (1 — fo) X proporcional
a 0f°/0¢, mostrando que a fisica do problema estd contida na superficie de Fermi, conforme
esperado. O célculo para aq (k) pode ser feito de maneira similar, com algumas mudangas sutis.

Neste caso, temos

1 emi /
ar (k) ; W (1 ke, LK) 2 (er) [1= 7 (en)] (5.62)
mwr 2
- 2Nn=j S b (we) + 1 £ (er) [1 = O (6 + wa)] & (e — €k — wa) » (5.63)
mrJ> 0
= 4 Ni T <_ g{k> zq:b(wq) fO (wg) 02Bwq § (€|k+q| e — wq) : (5.64)

onde utilizamos as relagoes (5.43)—(5.45) e que
[b(wg) + 1] [1 = f° (wg)] = b (wq) f° (wq) . (5.65)

O argumento da funcao ¢ difere por um sinal negativo a frente de wy, o que resulta em

m m
0 (Etql — €k —wq) = k—qé |:COS 6, + % (1 = H)] . (5.66)

Neste caso, a funcao d nao reduz o limite de integracado de ¢, como no caso anterior. A integral

angular pode ser feita diretamente, resultando em

1 mrJ?*T [ 0f° 2kp . ;
- - dqgb Fen 5.67
ar (k) wkpnm < 86k> /0 qqb (wg) [ (wq) €™, (5.67)
22 0 J’/T
L mprJ TR Of / do L e 5.65)
Tranm 86k o et —lert+1

Assim como antes, temos uma divergéncia logaritmica na integral sobre z, necessitando da

introducéao do cutoff xg. Para xg < 1, no limite zg — 0, podemos escrever

1 mur J2T? of° 1
= — | 5.69
ar (k) 2mkpng, ( D€y, B0 (5:69)

de onde vemos que o resultado para 1/a4 (k) é o mesmo obtido na Eq. (5.60).
Note que, pela Eq. (6.7), o resultado 1/a; (k) ~ T2 implica em uma resistividade p
proporcional a T'. Este resultado, quando comparado com a resistividade obtida na Ref. [35],

mostra um desacordo na dependéncia da resistividade com a temperatura. A origem desta



Capitulo 5. Equac¢ao de Boltzmann 59

discrepancia na dependéncia com a temperatura se deve ao fato de que os cédlculos em [35]
foram feitos além da aproximagdo de tempo de relaxacdo, considerando todo o carater integral
da equagdo de Boltzmann linearizada (Eq. (5.26)). Este resultado pode ser observado quando

consideramos o termo

x (K) —x (k) = x(k—q) — x (k) (5.70)

em primeira ordem em q. Expandindo, obtemos
x (k) = x (k) = q- Vix (k). (5.71)

Se adotarmos o Ansatz, x (k) o k [35, 71], o termo de colisdo da equacdo de Boltzmann terd
uma forma similar ao lado direito da Eq. (5.41), com a adi¢do do termo gcosf,. A integracao
sobre cos 6, neste caso aumenta a potencia de ¢ em uma unidade, como pode ser visto da Eq.

(5.49). Assim, a integragao radial final serd da forma

1 1 1
/dq b (q2) f (q2) = 2T2/dm:pem el (5.72)

o que aumenta em uma unidade a potencia da dependéncia com a temperatura do lado direito
da equacgdo de Boltzmann, resultando em p ~ T2, em acordo com a Ref. [35]. Este resultado
mostra uma das limitacdes da aproximacdo de tempo de relaxacio®.

No préximo capitulo, generalizaremos o célculo feito nesta se¢do para j genérico.
Veremos que os passos aqui apresentados sdo a base para a generalizacdo, com apenas a modi-

ficacdo do termo de interacdo elétron—magnon.

5Um resultado bem conhecido que ilustra este ponto é a diferenca na dependéncia com a temperatura da
resistividade no problema elétron—f6non. Na aproximacio de tempo de relaxacio, o resultado obtido é p ~ T3,
enquanto que o resultado correto e observado experimentalmente é p ~ T°. Esta discrepancia se deve & diferenca
entre as defini¢gbes do tempo de relaxacdo 7 e do tempo de relaxacdo de transporte, usualmente denotado como
Ttr [68}
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Capitulo

Observaveis Fisicos e Anisotropia

Neste capitulo, aplicaremos o formalismo da equacado de Boltzmann e a aproximacao de tempo
de relaxacao, desenvolvidos no capitulo 5, ao modelo efetivo obtido no capitulo 4, através da
aplicagdo da Holstein—Primakoff generalizada (HPG) ao modelo de Coqgblin—Schrieffer (MCS).
Vamos generalizar o calculo da secdo 5.4 sobre a interagao de troca usual, estendendo-o para
o modelo das Egs. (4.43)—(4.46) com j > 1/2 ¢ £ > 0. Em seguida, aplicaremos os resultados
obtidos ao calculo da condutividade elétrica e definiremos uma quantidade para mensurar a
anisotropia que estamos buscando.

Na secdo 6.4, introduzimos um termo de espalhamento por impurezas ndo magnéticas, buscando
uma visdo mais realista. Veremos que este termo também nos ajudaréd a estudar a influéncia do
espalhamento elétron—-magnon na condutividade.

Concluiremos este capitulo apresentando os resultados numéricos obtidos para a anisotropia e

para a condutividade elétrica.

6.1 Condutividade Elétrica

Nosso objetivo é estudar a possivel anisotropia na condutividade elétrica do sistema
(setor de carga), induzida pela orienta¢do dos momentos magnéticos (setor de spin) na presenga
de forte interacao spin-6rbita. Para tal, devemos calcular a condutividade elétrica do sistema.
Uma vez que a fungao de distribuicdo contém as informacgoes estatisticas do sistema, a conduti-
vidade devera ser obtida através dessa. Nesta sec¢do, derivaremos a relagao entre a condutividade
elétrica e a funcao de distribuicdo que calcularemos na proxima secao.

Partindo da fungéo de distribuigdo dos elétrons de condugao, f, (k), podemos cal-

cular a densidade de corrente elétrica e, com isso, o tensor de condutividade elétrica. Como

d3k d3r

fo (k) (277)3

(6.1)

é igual ao niimero de elétrons com spins o no volume d3k d3r em torno do ponto (r, k) do espaco
d3k

(2m)*
velocidade vy dos elétrons e integrando, obtemos a densidade de corrente elétrica, J, como

de fase, temos que a densidade de carga é dada por —e)_  fo (k) Multiplicando pela

3
J=-eY / éjgkaa (k). (6.2)
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naX -+ cos oz

Figura 6.1: A geometria do problema é composta por uma rede tridimensional de momentos
magnéticos interagindo com um mar de elétrons de conducao (ndo representados). Apenas dois
planos da rede de momentos localizados sdo mostrados. Um campo elétrico uniforme E = EZ é
aplicado na direcdo z. A rede desenvolve uma magnetizacao total M = M, que faz um angulo
a com a dire¢do do campo elétrico. A fisica do problema depende apenas do dngulo « entre Z e
m, de modo que adotamos m no plano xz.

onde vy = ey /Ok é a velocidade dos elétrons. Escrevendo f, (k) = f° (k) + g, (k), como nio

hé corrente elétrica quando o sistema se encontra em equilibrio, temos que

3
=X [ e 09 (63)

Utilizando a Eq. (5.25) e a relagdo da Eq. (5.43), podemos escrever

:_ez/ P < 8f;€iék)>vkxa (k). (6.4)

Assumindo o Ansatz

temos

Com isso, o tensor de condutividade fica

oy = Ji 22/ d3k < afaoeiek)>vik@j0 (k). (6.7)

A equacdo anterior apresenta a forma geral do tensor de condutividade elétrica, em

termos da distribuigdo dos elétrons de conducio, através da fungao ®, (k).
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6.2 Geometria do Problema e Consideragoes Fisicas

Na figura 6.1, representamos a geometria do problema que estudamos. Ela é com-
posta por uma rede de momentos magnéticos interagindo com um mar de elétrons de conducao,
a presenca de uma magnetizagdo na direcdo m e um campo elétrico uniforme na diregdo z. Por
conta do forte acoplamento spin—6érbita dos momentos magnéticos (elétrons na camada f) e da
interacao de troca entre elétrons de condugdo e momentos magnéticos, que leva em conta os
efeitos de spin—érbita, esperamos encontrar uma anisotropia na condutividade elétrica, quando
o angulo « entre Z e m é variado. E esperado que a fisica do problema dependa apenas do
angulo a.

Para provar que a fisica depende apenas do angulo «, note que o problema depende
das funcoes Yy, (rh, R) na forma ‘ng (rh, R) ‘2, por conta da Eq. (3.31) e porque os elementos
de matriz J da interacdo elétron—-magnon entram na regra de ouro de Fermi com o médulo

ao quadrado. A Eq. (3.32) nos diz que as fungbes Yy, (rh, R) sdo rotagoes dos harmonicos

0)

esféricos. A matriz de Wigner D, ) (6, «a, ¢) envolvida descreve uma rotagao que leva a direcao

z para m da seguinte maneira: uma rotacao em torno do eixo z de 6, seguido de uma rotacao

de o em torno do eixo y e mais uma rotacdo de ¢ em torno do eixo z!l.

Como a direcio
inicial é Z, a primeira rotacdo equivale a identidade, logo, podemos tomar § = 0. Escrevendo

Dﬁf)?m 0,a,¢) = dgr?m ()€™, da Eq. (3.32) temos que
ve (i, k) = ZYW (k) dS,, (@)™, (6.8)
_ ezm(bem < )d(f ( ), (69)

de modo que ’YZ’” (rh, R) ‘2 ¢ independente do dngulo ¢. Portanto, a fisica do nosso problema
depende apenas do angulo entre o campo elétrico e a magnetizacao. Podemos, entdo, fixar uma
destas diregoes. Escolhemos fixar o campo elétrico na diregdo z (é = z) e deixar a magnetizacao
como parametro livre. Além disso, podemos fixar m no plano zz.

Como a equagao de Boltzmann é uma equacdo para a funcgio y, (k) (veja a Eq.
(5.28)), a Eq. (6.5) nos mostra que a equacdo de Boltzmann ird determinar a componente z do
vetor @, (k), com as demais componentes sendo satisfeitas identicamente, as quais podem ser
adotadas como nulas. Portanto, apenas a componente j = z do tensor de condutividade elétrica
devera ser considerada. Mais ainda, podemos nos concentrar na componente J, da densidade de
corrente elétrica e estudar a anisotropia do sistema através da componente o, da condutividade
elétrica, quando variamos a direcdo m da magnetizacdo, ou, de forma equivalente, do angulo

a. Portanto, de agora em diante, consideraremos apenas a componente ¢,., que denotaremos

!Esta é a convencéo zyz para rotacoes, citada no capitulo 3
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(absorgao) (emissdo)

o

ko ot c Ko

N a\
k=k+q kK=k+q pt
€ = € — Wy € = €k + Wy

Figura 6.2: Processos de absorcdo e emissdo de um méagnon para interacdo elétron—magnon,

descritos pelo Hamiltoniano da Eq. (4.45) com ¢ > 0. Note que os spins iniciais e finais sao
arbitarios, pois o momento angular total é conservado.

simplesmente por o. Além disso, podemos escrever

o= 622 / < 791 606(:’“)> %cos 0%., (k), (6.10)

3f0(6k:)>
e, ’

k
b, (k) = a, (k) — cosf <— (6.11)
m
onde 6 é o angulo entre k e a direcio 2 e utilizamos que vy = k/m para €, = k%/2m — p.
Note que o termo 0 f0 /Oe aparece tanto na expressdo de o quanto na expressao
de ®,, (k), o que poderia ser preocupante pois (8f0/36)2 ~ [6(e—er)]® = (e —er)d(0).
Porém, como visto na segao 5.4, 1/a, (k) é proporcional ao mesmo termo, de modo a cancelar

a dependéncia em @, (k), ndo apresentando a aparente divergéncia com 0 (0).

6.3 Calculo de 9., (k) Para j e ¢ genéricos.

Nosso préoximo passo para o cilculo da condutividade elétrica é calcular @, (k).

Para isso, basta obtermos o termo a, (k) definido na Eq. (5.32), substituindo o indice de banda

por um indice de spin. Comegamos determinando a taxa de transicao de in-scattering para o
estado ko),

%% (ka7 kla') = abs (ka, k’a/) + pyemi (ka7 k’a’) , (6.12)

composta pelos processos de absorcao e emissdo de um magnon, Fig. 6.2.
Utilizando a regra de ouro de Fermi, Eq. (5.17) e o Hamiltoniano da interagao

elétron-magnon, Eq. (4.45), obtemos
yabs (ko, k’a’) =27 ( > Z ’ JU 11(,/; /

Weml (kO' k/ /) =27 (N ) ’j]‘zgk’lg’

q) O (ep — e + Wq) 5k’,k+q, (6.13)

2
[b (wq) + 1] 1) (Ek/ — €k — wq) 5k’,k+q~ (6.14)

Uma vez que W é dado pelas somas dos termos de absorcdo e emissdo e uma vez que estamos

trabalhando na aproximagao de tempo de relaxaciao, a regra de Matthiessen é valida [68, 7], de
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modo que

LN ! 6.15
ar (&) (k) g () (6.15)

j—1,j

2 :
Vamos comegar calculando 1/a2 (k). Definindo |7 ‘ koxior| = 2 g grs temos

1 T 9 0 0
qabs (k) =27 <N) Z Z J gf{o,k/a’b (wq) f (Ek) [1 - f (le)] 0 (ek/ — €+ Wq) 5k/,k+CI'
g m/ ko q

(6.16)
Note que (jg’g;,) = *71?'1;’”1107 assim, para W™ onde aparece o termo ’jﬁj;,la, , teremos

gi, o' ko P seguida vamos definir

Y )

h{{k ,o;m Zg{(a,k’a" (617)

Conforme mencionamos anteriormente (veja o capitulo 3), J (e, portanto, g) dependem do
momento angular orbital ¢ da rede de momentos localizados, pois apenas as componentes £
das fungoes de ondas destes hibridizam com os elétrons de conducdo. Escolhemos omitir o
indice ¢ para evitar carregar ainda mais a notacao de J. Neste ponto, no entanto, optamos por
tornar explicita a dependéncia de h em relagdo a ¢. Com efeito, o valor de ¢ é determinante
para a dependéncia angular de h. Além disso, explicitamos a dependéncia com a direcdo m
da magnetizacdo. Note que *71:;11?/:;/ depende apenas dos dngulos kek , ndo dependendo das
magnitudes dos momentos inicial e final, de modo que h também tera esta propriedade, embora

e Ry ~ o
optemos por utilizar a notagao h{(’ X onde fazemos mencao a vetores ao invés de seus versores,
el

,o5m?
para que a notagao nao fique carregada quando escrevermos k’ = k + q.
Prosseguimos eliminando a soma sobre k’ utilizando a conservacao de momento,

dq,k—k’, tal que

1 27TT‘J
a2bs (k) Z hi; erqomnd (Wo) F2(er) [1— fO (ex = wg)] 0 (€prq — €k +wq) - (6.18)
Assim como na secdo 5.4, vamos multiplicar e dividir o integrando por 1 — f° (¢;) e utilizar as
Egs. (5.43)-(5.45). O resultado é

1 4rrJ*T afO (e
a2bs (k) Y < : > Z hk ktqom? (wq) 7o (wq) & (€|k+q| — €+ wq) : (6.19)

Na secao 5.4, o termo he: era apenas uma constante e as integrais angulares

k k+q o;m
eram utilizadas simplesmente para eliminar a fungao §. Quando j > 1/2 e £ > 0, por outro lado,

hf( ktqoumh possui uma dependéncia angular, como pode ser visto da Eq. (3.31), o que parece

tornar a integracdo mais complicada. No entanto, se expandirmos h em torno de q = 0,

k,k+q,0;m
teremos uma série de potencias em ¢. Para a integragao radial, definiremos x = Bw, ~ ¢?/T, de
modo que cada poténcia de ¢ contribui com uma potencia de /T para a integral. No limite de
baixas temperaturas, o termo de ordem ¢” é dominante. Assim, prosseguimos tomando q = 0

em h?’

K k-t q,0um tendo em mente que estamos considerando o termo de contribuicdo dominante
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no regime de baixas temperaturas. Portanto, assim como no célculo para j = 1/2 e £ = 0, as
integrais angulares irdo apenas eliminar a funcdo J e a integral radial tera a mesma forma que

antes. Assim,

1 2rJ?T i 0 010 (ex) 9 0 dQ
a2bs (k) = . h{(,k,a;rh <_86k> /q dgb(we) [ (wg) / (27)(125 (€|k+ql — €k +wq) )
(6.20)

com Ny, = Ny, /V e dQy = dgg d (cos ). Alinhando o eixo de integracdo de q tal que o vetor k

esteja na dire¢ao gz, o termo €, o pode ser escrito em termo de k, g e cos ;. Para as dispersoes

da Eq. (4.46), seguindo os mesmos passos? para a obten¢do da Eq. (5.54), chegamos a

d€, m
/(27-[—)2(S (€|k+q| — €k +wq) = qu (621)

Portanto, 1/a2" (k) fica

mrJ2T . 0 (¢
0~ o (-5 [dab ) 10 ). (6.22)

azbs (k) whpn,, <o

Utilizando o resultado da Eq. (5.59), chegamos ao resultado final

1 murJ*T? -, _ f° (ex)
= RS Inagt (-2 ). 6.23
agbs (k) ZWanm k.k,o;m N.To aek ( )

Note que o resultado ¢é similar ao obtido na Eq. (5.60), com a diferenca sendo a introducao do

termo puramente geométrico h{(’fk, o Por outro lado, este fator geométrico é responsavel por
generalizar o resultado trivial y ~ Z - k para uma forma funcional mais complexa.

Agora, basta repetirmos o processo para o cdlculo de 1/aS™ (k). Utilizando a de-
finicdo de gig,k,a, e a relacio (jlgzlg , L 71:71;"?1107 teremos gi,dka no integrando, conforme
mencionamos anteriormente. Além disso, b (w,) é trocado por b (w,)+1 e o sinal de w, na funcao

¢ de conservacao de energia é invertido. Com isso,

1 27r.J? :
00 N 2 ek )+ UF(@) [ (e )] 8 (eperal = ek = )
o m q

Da mesma forma que antes, no regime de baixas temperaturas, basta considerarmos o termo

com q = 0 em it Multiplicando e dividindo por 1 — f9 (¢3), podemos extrair o termo

k+q,k,o;mn”
—2T0f°/0¢ e chegamos a

— _ ) R Wq _ _
agmi (k) Mo, < e, )hk,k,a;m/q dgb(wg) 7 (wg) e /(2ﬂ)25(6k+q €r — Wq)
(6.24)

onde utilizamos a relagdo (5.65). Assim como antes, a integracdo angular é trivial, de onde

obtemos o mesmo resultado. A integral radial resultante é a mesma encontrada na secao 5.4, de

*Veja a discussdo na obtencio da Eq. (5.54).
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onde vemos que o resultado é

272 0
L murJT Rl 1( of (Ek)> (6.25)

agrm (k) 27T/€an k,k,o;m 0 8€k

Com isso,
1 1 1 murJ?T? ., _ Of° (ex)
= —— = M omnagt [ ———2 ). 2
ar (k) a2bs (k) * agmi (k) Thpny, ko 10 ey, (6:26)
Retornando a Eq. (6.11), encontramos o resultado final para @, (k):
-1
murJ*T? ., 1 kr
., (k) = Wh{(,k,o‘;rﬁ Inz, - cos 6. (6.27)

Podemos reescrever o ultimo resultado de uma forma em que as quantidades fisicas
envolvidas estejam mais explicitas. Para isso, vamos utilizar a Eq. (4.46) para escrever pu =
2k%./.J’. Com isso,

mpr J2T? B 2mk%rJ2T2

6.28
ﬂkpnm ﬂkFJ,nm ’ ( )
2m k;’;rJQT2
= ETmJ" (6.29)
kjrJ*T?

Por fim, eliminamos k% utilizando a densidade de elétrons de condugao, cujo resultado bem

conhecido é n, = k3./ (37r2), chegando a

-1

Ne J? 21 5,4 -1 kr
b, (k)= |37r ey Th y g I 20 ECOSH’ (6.31)

onde vemos que a fisica do problema depende apenas das razdes n./nm, J2/epJ’ ~ J/er e de
T.

6.3.1 Condutividade

Nosso proximo passo é calcular a condutividade elétrica. Utilizando da Eq. (6.10),

temos que a condutividade depende da seguinte integral

2
/ Qi 70 (6.32)

Moo = [2 Yo (10, k) ‘2 ot + + Vi (10, k) ‘2 5@] Vi (10, k) ‘2. (6.33)
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Vamos particularizar para m = z. Neste caso, temos Yy, (rh, R) =Y, (R) Para o =/, temos

§7]- T 4 -4
hﬁ,k,¢;i =3 ‘Yn (k)’ ~ sin” 0, (6.34)
de modo que a condutividade elétrica dependa da integral

2
/ dk ﬂ, (6.35)
sin* 0

divergente em 6 = 0 e 6 = m, resultando em uma condutividade infinita, ou resistividade nula.
Para momento angular orbital £ > 0, em geral h{fk -, é dado pela soma de termos da forma
Yerm, |2 |Yem, %, apresentando a mesma divergéncia. Este resultado estd associado ao fato de que
os elementos de matriz da interacao elétron—-mégnon se anulam em algumas direcoes, resultando
em uma amplitude de espalhamento nula para determinados angulos. Portanto, o espalhamento
de elétrons puramente por méagnons, para £ > 0, onde a interacdo elétron—-mégnons possui uma
estrutura que se anula em determinadas direcoes, resulta em uma condutividade infinita.

Na proxima secdo, introduziremos um termo de espalhamento por impurezas nao
magnéticas, sempre presente em sistemas fisicos reais. Este termo torna o problema mais realista
e, por introduzir uma amplitude de espalhamento isotropica, nos ajudara a estudar a influéncia

do espalhamento elétron—-magnon na condutividade.

6.4 Espalhamento por impurezas nao magnéticas

Espalhamento por impurezas ndo magnéticas é um fenémeno onipresente em sis-
temas fisicos reais e nas amostras estudadas em laboratorio. A despeito de esforcos para sua
reducdo, alguma concentracdo sempre se faz presente. Assim, a introdugdo deste mecanismo
de espalhamento possui fortes motivagoes fisicas. O efeito de espalhamento por impurezas nao
magnéticas em sistemas metalicos é responsavel pela introdugao de um valor residual nao nulo
na resisténcia elétrica a temperatura zero, que de outro modo seria nulo. Nesta se¢do, conside-
raremos o efeito do espalhamento por impurezas ndo magnéticas na condutividade.

O Hamiltoniano que consideraremos para descrever o espalhamento por impurezas
Himp = Z V;cjacw, (R, aleatério) . (6.36)
10
Pela regra de ouro de Fermi, a amplitude de transicao é [67]
w (k, k/) = wk,klé (Ek/ — Ek) s (6.37)

sendo “transparante” para o spin. Com isso, o termo 1/a™P (k) associado a este mecanismo de
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espalhamento é simplesmente [67]

aiT(k) = Zwk,k’CS (ew — ex) f° (e) [1 - f° (Gk')] ’ (6.38)
o Kk’

_ (2% 1

= ( T86k> — (6.39)

onde utilizamos a relacdo (5.43) e definimos o tempo de relaxacao associado ao espalhamento
por impurezas nao magnéticas, Timp. De modo geral, Timp depende de k. Para o nosso caso,
assumimos depender apenas da magnitude k, a qual toma o valor kg, pela presenca da derivada
da funcdo f°. Portanto, o consideramos como constante. Pela regra de Matthiessen, temos que

o resultado da Eq. (6.26) se torna

1 of° T n J? 25,0 _
=\~ 5 3mr | — T2h) o Inzgt] . 6.40
(¢2% (k) ( a€k> |:7—imp o <nm> <€FJ/ k.k,o;m Lo ( )

O resultado anterior nos sugere definir um tempo de espalhamento do processo ineldstico como

1 Ne J?
Tinel = 3nr <n,’n> <6FJ/> T. (641)

de modo que podemos escrever

1 N[ T T B
(0703 (k) - <_ 8€k> |: + hfé,ek,a;ﬁl lIl xO 1:| . (642)

Timp Tinel

Com isso, chegamos a forma final de ®,, na presenca de espalhamento por impurezas,

-1
Tim j Tim — kF
Dz (k) = 72 [1 + s nnj In z; 1] - cos. (6.43)

Utilizando este resultado na Eq. (6.10), podemos escrever a condutividade como

ke’ Bk [ 0f° (er) o -1
_ o kF A ) Iy i B
- o - 0) |1+ Mom— | . (644
7 <m> i p/(27r)3< de, )COS zg:[ kom0 } (6.44)

1

Como hffk , depende apenas de k, a integral radial sobre k£ pode ser calculada

exatamente. Temos

Of° (en)\ k2 k%R
/dk k? (—8%) = /dk k%5 <2m — 27{;) = mkp. (6.45)

2 k%‘ dQ)y, 2 gl Timp -1 -
o=e¢e %Timp W Ccos 920: 14+ hk,k,a;ﬁl o In o . (646)

Utilizando a densidade de estados dos elétrons de condugao, n, = k% /372, obtemos

Assim,

2
Nc€™ Timp

. —1
o= —"P /ko 8377 cos? # Z [1 + hf{’fkmm:mp In xgl} . (6.47)

m nel
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A forma final obtida na Eq. (6.47) nos permitird estudar o papel do espalhamento por ondas de
spin na condutividade elétrica. Note que para T' = 0 (Tine] = 00), a equagao anterior reproduz
o resultado bem conhecido, apresentando a forma convencional da condutividade DC obtida
por Drude [7]. E imediato ver que a presenca do termo de impureza regulariza a integral da

condutividade resultando em um valor finito para essa.

6.5 Estudo da Anisotropia

6.5.1 Definicao de Anisotropia

A Eq. (6.47) nos fornece uma expressao para a condutividade elétrica em funcao
da dire¢do m e da razdo Timp/Tinel. Para estudarmos a anisotropia do sistema, vamos definir a

quantidade A como
L_o®) o) o)

=1- . 6.48
- (@) - @) (649
Para prosseguir, definimos
[(ziag) = [ dR—cos?0 S [1 4 hi magt] 6.49
(z,1h;20) = . €08 Z + Mk oo ? 1D T (6.49)
ag
de modo que podemos escrever a condutividade como
62ncTimp Timp
o= 1 ,m;xg |, (6.50)
m Tinel
assim a anisotropia pode ser escrita em termos da quantidade adimensional I como
I (z,1i;xg)
A (z, =1-—. 6.51
Emn) =1 TG ) (031

A ultima defini¢do para a anisotropia nos permite estudd—la em funcao da direcdo m e da razao

Z = Timp/Tinel €ntre os tempos de relaxacdo de impurezas nao magnéticas e inelastico. Com

isso, temos definida nossa quantidade para estudar a anisotropia do sistema. Note que, como
L . N e ~ L -

hk’,k, oy POSSUL Uma dependéncia angular nao trivial para ¢ > 0, a funcao I (z;m, xg) nao pode

ser calculada analiticamente, sendo necessario o uso de métodos numéricos para o estudo da

anisotropia.

6.5.2 Meétodos e Resultados Numéricos para a Anisotropia

Vamos aplicar a Eq. (6.51) para estudar a anisotropia em funcdo de z e de m. O
primeiro passo é escolher um valor para o cutoff xg, satisfazendo 0 < xy < 1. Escolhemos
xo = 1072, onde o valor exato do cutoff ndo é muito importante, uma vez que a divergéncia é
logaritmica e este é apenas um parametro para os cdlculos. Para a direcdo da magnetizacao,

vamos fixd-la no plano zz, formando um angulo o com o eixo z. Assim,

m (a) = sin aX + cos aZ. (6.52)
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Vamos focar nos casos (£,7) = (1,3/2) e (¢,7) = (3,5/2), sendo o primeiro um caso teste e
o segundo correspondendo a uma rede de momentos magnéticos formados por ions de Ce na
configuracdo 4f!. Utilizando as Egs. (3.31) e (6.17), temos que

hl%ﬁ,a;na = [; ‘Ylﬂ (ﬁﬂa R) ‘250T =+ é ‘Yll (ﬁl, f()‘ 04 ‘Yn (Ifl f()‘ , (6.53)
héia () [i ‘Y?’l (m (@) ’R> ’2 oot g ’Y?’? (ﬁ’ ] (6.54)

1 2 6
<[5 o () R[4 2y i <a>’k)\]v
onde, pela Eq. (3.32), Yo, (rh () ,R) pode ser escrito como

Yo (m (@) ,12) =3 Yo (k) ) (). (6.55)

Com h’*

K k.o (a) definida, podemos calcular as funcGes

I(z,a;29) =1 (2, (a);x0), A(z,a;z0) = A(z,m () 5 20) , (6.56)

em fungéo de z e a.

Os célculos das fungdes I e A foram feitos de duas maneiras:

1. Fixando « para os valores 0 e T e variando z de 0 a 100, em passos de 0, 1;

T oX
’6’3 2

2. Fixando z para os valores 1, 10 e 100 e variando o de 0 a 7, em passos de 0, 001.

Para realizar os célculos, utilizamos a linguagem Julia® [72] na versdo 1.10.4 e Jupyter Notebook*
[73] na versdo 7.1.2 com kernel IJulia na versio 1.7.2°, em um processador Intel(R) Core(TM)
i5-10210U CPU @ 1.60GHz. O tempo total necessario para os calculos de I e A, conforme
mencionado, foi de aproximadamente 2,5 horas.

Ao longo dos calculos, utilizamos as bibliotecas WignerD®, SphericalHarmonics *
e Cubature® [74] para definir a fungdo I (z,a;xg) e calcular as integrais angulares envolvidas.
Os graficos foram gerados utilizando o pacote Plots? na versdao 1.40.4 [75], com Matplotlib'?
[76] 3.8.4 como back-end, além dos pacotes PythonPlot!! 1.0.3 e LaTeXStrings!? 1.3.1. Para
a realizacdo de testes unitérios, utilizamos o pacote Test'® da biblioteca padrdao. Por fim, os

pacotes ProgressMeter!* 1.10.0, SQLite!® 1.6.1 e DataFrames'® 1.6.1 [77] foram empregados

3The Julia Project. https://julialang.org/
“https://jupyter.org/
"https://github.com/Julialang/IJulia.jl
Shttps://juliapackages.com/p/wignerd
"https://juliapackages.com/p/sphericalharmonics
Shttps://juliapackages.com/p/cubature
“https://juliapackages.com/p/plots
DOhttps://matplotlib.org/
"https://juliapackages.com/p/pythonplot
2https://juliapackages.com/p/latexstrings
Bhttps://docs.julialang.org/en/v1/stdlib/Test/
Mhttps://juliapackages.com/p/progressmeter
https://juliapackages.com/p/sqlite
https://juliapackages.com/p/dataframes
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https://github.com/JuliaLang/IJulia.jl
https://juliapackages.com/p/wignerd
https://juliapackages.com/p/sphericalharmonics
https://juliapackages.com/p/cubature
https://juliapackages.com/p/plots
https://matplotlib.org/
https://juliapackages.com/p/pythonplot
https://juliapackages.com/p/latexstrings
https://docs.julialang.org/en/v1/stdlib/Test/
https://juliapackages.com/p/progressmeter
https://juliapackages.com/p/sqlite
https://juliapackages.com/p/dataframes
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para o processamento, tratamento de dados e armazenamento em um banco de dados SQLite3'7

[78].

Para garantir a integridade dos calculos, definimos as funcgoes Yy, (rh () ,R) e
j7£
k.k,o;m(a)

resultados obtidos numericamente com as expressoes analiticas obtidas para valores especificos

e realizamos testes unitarios com essas fungoes. O testes foram feitos comparando os

de a e k = (,¢). Além disso, as propriedades I (0, a;z0) =1 e A(0,a;xz0) = 0 também foram
testadas.

Todas as integrais e testes unitarios foram calculados com um erro absoluto de 1075,
Devido a essa precisao, as barras de erros foram omitidas dos graficos, pois seriam menores do
que a escala utilizada.

As figuras 6.3-6.8 apresentam os resultados de I (z,«;x), para (£,7) = (1, %) e
(£,75) = (3, %), nas condi¢Ges mencionadas anteriormente. Das figuras 6.3 e 6.7 , é possivel notar
que as curvas para diferentes dngulos se distanciam conforme z aumenta. Este é um indicativo
do surgimento da anisotropia. As figuras 6.4 e 6.8, nos mostram que a dependéncia angular
de I se torna mais pronunciada & medida que z aumenta, ou seja, conforme a contribuicdo dos
magnons para o espalhamento aumenta em relagdo a contribuicdo do termo de impureza.

Nas figuras 6.5-6.10, temos os resultados numéricos para A (z, a;xg). E possivel
ver que a anisotropia aumenta quando o termo de espalhamento por magnons se torna mais
relevante em relacdo ao termo de impurezas e que a anisotropia estd mais pronunciada quanto
mais préximo o angulo entre o campo elétrico (diregdo Z) e a magnetizacdo (direcdo m) estd
de 7/2 (figuras 6.5 e 6.9). Finalmente, nas figuras 6.6 e 6.10 confirmamos que a anisotropia
aumenta monotonicamente com o angulo entre Z e m, como era de se esperar, atingindo seu
valor maximo quando o = 7/2.

Comparando as figuras 6.5, 6.9, 6.6 e 6.10, podemos observar que a anisotropia é
mais pronunciada no caso j = 5/2, em comparagdo com j = 3/2. Acreditamos que este fato
esta associado ao aumento da contribuicao do acoplamento spin—érbita.

O codigo desenvolvido para os calculos numéricos, bem como o banco de dados
SQLite contendo os dados utilizados para gerar as figuras supramencionadas, podem ser acessado
no seguinte repositério no GitHub:

https://github.com/AlexEnrique/Anisotropy-Spin-Waves-Cogblin-Schrieffer.

Estes resultados demonstram que o modelo descrito nas Eqs. (4.43)—(4.45), derivado
através da aplicagdo da teoria de ondas de spins ao MCS, é capaz de fornecer um mecanismo
para a anisotropia nas propriedades de transporte em materiais com ordem ferromagnética,
quando os elétrons de conducdo se hibridizam com os orbitais de momento angular £ > 0 dos
momentos magnéticos localizados. Através dessa hibridizagdo, um elétron de conducgdo pode
emitir ou absorver magnons, causando uma excitagdo na rede de momentos localizados e sendo
espalhado nesse processo. Esse espalhamento apresenta uma dependéncia angular nao trivial,
que é influenciada pela dire¢do da magnetizacdo. KEssa dependéncia angular ndo trivial da
interacao elétron—méagnon leva a uma dependéncia angular ndo trivial da funcao de distribuicao
(ou da fungao ®), resultando em uma anisotropia nas propriedades de transporte, dependendo

da direcdo entre a magnetizacdo e o campo elétrico externo aplicado a amostra.

Yhttps://wuw.sqlite.org/
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Para concluir, observe que o valor maximo da anisotropia encontrado em nossos
resultados é da ordem de 25% para j = 5/2 (veja Fig. 6.10). Esse valor, quando comparado
com as anisotropias observadas para o CeRhlns (Fig. 1.4) acima do campo critico, revela uma
diferenga significativa em relagdo a magnitude das anisotropias observadas em [23]. Portanto,
acreditamos que a anisotropia obtida em nossos resultados nao é suficiente para explicar explicar
as grandes anisotropias observadas nesses sistemas de férmions pesados acima de um campo
criticos. No entanto, logo abaixo do campo critico, observa-se uma leve anisotropia, comparavel
aquela que identificamos. Acreditamos que os resultados obtidos possam estar relacionados a

essa anisotropia sutil presente nessa regido.
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I(z, 0, g = 1072) em fung@o de z = Tynp/Tinet (4, = 2,1)

1.0 1 — a=7/2
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— a=7/6
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Figura 6.3: Resultados para I (z,a;zg) para j = 3/2 e = 1 em fungio de z, com o € {0, 5 85
e um cutoff zo igual a 1072, A varidvel z toma valores no intervalo [0,100], com passo de 0, 1
O erro absoluto é menor ou igual a 1076,

I(z,a,z9 = 1072) em fungéo do angulo a (5, = 3,1)
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Figura 6.4: Resultados para I (z,a;x9) para j = 3/2 e £ = 1 em fungdo do dngulo «, com
z € {1,10,100} e 29 = 1072, A varidvel o toma valores no intervalo [O, %], com passo de 0,001.

O erro absoluto é menor ou igual a 1076.
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Anisotropia em fungéo de z = Ty /Tinet (4, €, w0 = £,1,1072)
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Figura 6.5: Resultados para A(z,a;x9) para j = 3/2 e £ = 1 em func¢do de z para a €
{O, 55 g} e o = 1072. A varidvel z toma valores no intervalo [0,100], com passo de 0,1. O

erro absoluto é menor ou igual a 1075,

Anisotropia em fungédo de « (j, ¢, zo = 2,1,107%)
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Figura 6.6: Resultados para A (z,a;x0) para j = 3/2 e £ = 1 em funcdo do angulo « para

z € {1,10,100} e 29 = 1072, A varidvel o toma valores no intervalo [O

O erro absoluto é menor ou igual a 1076.

™
)

], com passo de 0,001.



Capitulo 6. Observaveis Fisicos e Anisotropia 75

I(z, a; xo = 1072) em func&o de z = Tjmp/Tines (j, £ =3, 3)
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Figura 6.7: Resultados para [ (z, «; xg) para j = 5/2 e { = 3 em fungao de z com a € {0, 5 89

e 1o = 1072. A variavel z toma valores no intervalo [0, 100], com passo de 0,1. O erro absoluto
é menor ou igual a 1076,

I(z, a; xo = 1072) em func&o do angulo a (j,£ =3, 3)
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Figura 6.8: Resultados para I (z,«a;x¢) para j = 5/2 e £ = 3 em funcdo do dngulo o com

z € {1,10,100} e 2o = 1072. A varidvel o toma valores no intervalo [0, %], com passo de 0, 001.

O erro absoluto é menor ou igual a 1076,
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Anisotropia em fungao de z = Timp/Tiner (J, £, Xo = % 3,107?)
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Figura 6.9: Resultados para A (z,a; xg) paraj = 5/2 e £ = 3 em fungdo de z com « € {0, 5 89
e 1o = 1072, A varidvel z toma valores no intervalo [0, 100], com passo de 0,1. O erro absoluto
é menor ou igual a 1076,

Anisotropia em funcéo de a (j, £, xo =3, 3,1072)
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Figura 6.10: Resultados para A (z,«a;xg) para j = 5/2 e £ = 3 em fungao do angulo a com
z € {1,10,100} e 2o = 1072. A varidvel o toma valores no intervalo [0, %], com passo de 0, 001.
O erro absoluto é menor ou igual a 1076,



77

coio |

Capitulo

Conclusao e Perspectivas Futuras

Nesta dissertacdo, investigamos se as anisotropias observadas nas propriedades de
transporte de sistemas de férmions pesados, como o CeRhlns, em sua fase antiferromagnética,
poderiam ser explicadas sem a necessidade de invocar uma ordem nematica. Conforme apresen-
tado no capitulo 1, investigagdes recentes conjecturam que essas anisotropias teriam origem em
flutuacdes de um parametro de ordem nemaético. Por outro lado, o ordenamento dos spins dos
ions de Ce nos planos de Ce e In, aliado a forte interacao spin—orbita presente nesses compostos,
nos fornece razbes para investigar se esses fatores, por si s6, ndo seriam capazes de explicar
as anisotropias observadas. A hipétese inicial deste trabalho é que eles sdo suficientes para tal
explicacao.

Através de nossas investigacoes, conseguimos mostrar o surgimento de anisotropias
na condutividade elétrica por meio de um modelo com interacao spin—orbita que descreve es-
palhamento de troca de spin e momento angular orbital de elétrons itinerantes por meio de
magnons, quando o estado fundamental dos momentos magnéticos localizados possui um or-

denamento ferromagnético. Investigamos o modelo efetivo obtido para os casos de momento

5
» 2
de anisotropias quando ha um angulo entre as dire¢ées do campo elétrico aplicado e da magne-

angular orbital ¢ e total j iguais a (£,5) = (1,3) e (£,j) = (3,3). Observamos o surgimento
tizagdo do sistema, e que a anisotropia se torna mais pronunciada com o aumento de j, o que
acreditamos estar relacionado com um aumento do termo de interacdo spin—érbita.

Por outro lado, como apontado no capitulo 6, o valor maximo da anisotropia encon-
trado em nossos resultados é da ordem de 25% para j = 5/2, o que néo é suficiente para explicar
explicar as grandes anisotropias observadas nos sistemas de férmions pesados, acima do campo
critico (veja Fig. 1.4). No entanto, logo abaixo do campo critico, observa-se uma leve anisotro-
pia, comparavel aquela que identificamos, a qual acreditamos que possa estar relacionada com
resultados que obtivemos.

A despeito dos achados deste trabalho, este estudo possui diversas limitagoes. O
modelo empregado apresenta uma estrutura simplista com relacdo a estrutura de bandas dos
elétrons de conducao, consistindo de uma tnica superficie de Fermi esférica, e considera a pre-
senca de uma magnetizacao do sistema, mas desconsidera a acdo de um campo magnético ex-
terno, como ocorre nas investigagoes experimentais da referéncia [23]. Além disso, as dificuldades

inerentes do problema nos levaram a considerar um ordenamento ferromagnético, ao invés do
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antiferromagnético, e a aproximacao de tempo de relaxacdo. Porém, mesmo com essas limi-
tagoes, acreditamos que os resultados encontrados demonstram a capacidade dos ingredientes
basicos do modelo em proverem um mecanismo para a explicagdo das anisotropias observadas,
suportando, assim, nossas hipdteses.

Acreditamos que este estudo motive investigagoes futuras do papel deste mecanismo
de anisotropia nas propriedades de transporte. Das limitacGes mencionadas anteriormente, fica
claro que investigacoes futuras sdo de fundamental importancia para poder quantificar a con-
tribuicdo deste mecanismo para a compreensao deste fendmeno. Gostariamos de destacar as

investigacoes futuras em aberto que enxergamos, a saber:
1. Estudar o caso antiferromagnético;

2. Considerar modelos mais realistas, que levem em conta a estrutura da rede dos compostos

1-1-5 e sua estrutura de bandas;

3. Considerar a presenca de um campo magnético, para contrastar com os resultados da

referéncia [23];
4. Ir além da aproximacao de tempo de relaxagdo no estudo da equacido de Boltzmann;

5. Abordagens variacionais para o estudo da condutividade, uma vez que essas permitem ir

além da aproximacao de tempo de relaxacao.

Em conclusao, este trabalho demonstrou a capacidade dos mecanismos de ordenamento magné-
tico e forte interacdo spin—érbita em fornecer uma explicagdo para as anisotropias nas proprie-
dades de transporte, sem a necessidade de invocar ordem nematica. Os resultados encontrados
proveem motivacdo para futuras investigagoes do papel destes ingredientes na explicacdo dos
fendmenos observados em sistemas de férmions pesados. Um entendimento completo da rele-

vancia desses mecanismos ainda requer investigagcoes mais aprofundadas sobre o tema.



79

Referéncias Bibliograficas

Coleman, P. Heavy fermions: Electrons at the edge of magnetism. In Handbook of Magne-
tism and Advanced Magnetic Materials (John Wiley & Sons, Ltd, 2007).

Edelstein, A. S. An overview of strongly correlated electron systems. Journal of Magnetism
and Magnetic Materials 256, 430-448 (2003).

de Haas, W., de Boer, J. & van dén Berg, G. The electrical resistance of gold, copper and
lead at low temperatures. Physica 1, 1115-1124 (1934).

Clogston, A. M. et al. Local magnetic moment associated with an iron atom dissolved in
various transition metal alloys. Phys. Rev. 125, 541-552 (1962).

Sarachik, M. P., Corenzwit, E. & Longinotti, L. D. Resistivity of Mo-Nb and Mo-Re alloys
containing 1% Fe. Phys. Rev. 135, A1041-A1045 (1964).

Kondo, J. Resistance Minimum in Dilute Magnetic Alloys. Progress of Theoretical Physics
32, 37-49 (1964).

Ashcroft, N. & Mermin, N. Solid State Physics. HRW international editions (Holt, Rinehart
and Winston, 1976).

Anderson, P. W. Localized magnetic states in metals. Phys. Rev. 124, 41-53 (1961).

Schrieffer, J. R. & Wolff, P. A. Relation between the Anderson and Kondo Hamiltonians.
Phys. Rev. 149, 491-492 (1966).

Cogblin, B. & Schrieffer, J. R. Exchange interaction in alloys with cerium impurities. Phys.
Rev. 185, 847-853 (1969).

Anderson, P. W. A poor man’s derivation of scaling laws for the Kondo problem. Journal
of Physics C: Solid State Physics 3, 2436 (1970).

Anderson, P. W., Yuval, G. & Hamann, D. R. Exact Results in the Kondo Problem. II.
Scaling Theory, Qualitatively Correct Solution, and Some New Results on One-Dimensional
Classical Statistical Models. Phys. Rev. B 1, 4464-4473 (1970).

Wilson, K. G. The renormalization group: Critical phenomena and the Kondo problem.
Rev. Mod. Phys. 47, 773-840 (1975).



Referéncias Bibliograficas 80

[14]

[19]

[20]

[21]

[22]

Nozieres, P. A “fermi-liquid” description of the Kondo problem at low temperatures. Journal
of Low Temperature Physics 17, 31-42 (1974).

Andrei, N. Diagonalization of the Kondo Hamiltonian. Phys. Rev. Lett. 45, 379-382 (1980).

Andrei, N., Furuya, K. & Lowenstein, J. H. Solution of the Kondo problem. Rev. Mod.
Phys. 55, 331-402 (1983).

Wiegmann, P. B. Exact solution of the s-d exchange model at T = 0. JETP Letters 31,
364 (1980).

Hewson, A. The Kondo Problem to Heavy Fermions. Cambridge Studies in Magnetism
(Cambridge University Press, 1997).

Stewart, G. R. Heavy-fermion systems. Rev. Mod. Phys. 56, 755-787 (1984).

Gunnarsson, O. & Schonhammer, K. Chapter 64 many-body formulation of spectra of
mixed valence systems. In High Energy Spectroscopy, vol. 10 of Handbook on the Physics
and Chemistry of Rare Earths, 103-163 (Elsevier, 1987).

Doniach, S. The Kondo lattice and weak antiferromagnetism. Physica B+C 91, 231-234
(1977).

Steglich, F. et al. Superconductivity in the presence of strong Pauli paramagnetism:
CeCugSiy. Phys. Rev. Lett. 43, 1892-1896 (1979).

Ronning, F. et al. Electronic in-plane symmetry breaking at field-tuned quantum criticality
in CeRhIns. Nature 548, 313-317 (2017).

Bloch, F. Zur theorie des ferromagnetismus. Zeitschrift fiir Physik 61, 206-219 (1930).

Heller, G. & Kramers, H. Ein klassisches modell des ferromagnetikums und seine nachtréagli-
che quantisierung im gebiete tiefer temperaturen, ver. k. Ned. Akad. Wetensc.(Amsterdam,)
37, 378-385 (1934).

Klein, M. J. & Smith, R. S. A Note on the Classical Spin-Wave Theory of Heller and
Kramers. Phys. Rev. 80, 1111-1111 (1950).

Holstein, T. & Primakoff, H. Field dependence of the intrinsic domain magnetization of a
ferromagnet. Phys. Rev. 58, 1098-1113 (1940).

Anderson, P. W. An approximate quantum theory of the antiferromagnetic ground state.
Phys. Rev. 86, 694701 (1952).

Bethe, H. A. Zur Theorie der Metalle. i. Eigenwerte und Eigenfunktionen der linearen
Atomkette. Zeit. fiir Physik 71, 205 (1931).

Sandvik, A. W. Finite-size scaling of the ground-state parameters of the two-dimensional
heisenberg model. Phys. Rev. B 56, 11678-11690 (1997).



Referéncias Bibliograficas 81

[31]

[32]

[33]

[34]

[40]

[41]

[42]

[43]

[44]

[45]

[46]

Mills, D. Spin Waves: History and a Summary of Recent Developments (John Wiley &
Sons, Ltd, 2007).

Chumak, A. V., Vasyuchka, V. 1., Serga, A. A. & Hillebrands, B. Magnon spintronics.
Nature Physics 11, 453-461 (2015).

Yuan, H., Cao, Y., Kamra, A., Duine, R. A. & Yan, P. Quantum magnonics: When magnon

spintronics meets quantum information science. Physics Reports 965, 1-74 (2022).

McClarty, P. A. Topological magnons: A review. Annual Review of Condensed Matter
Physics 13, 171-190 (2022).

Mannari, I. Electrical Resistance of Ferromagnetic Metals. Progress of Theoretical Physics
22, 335-343 (1959).

Woolsey, R. B. & White, R. M. Electron-magnon interaction in ferromagnetic semiconduc-
tors. Phys. Rev. B 1, 4474-4486 (1970).

Andersen, N. H. & Smith, H. Electron-magnon interaction and the electrical resistivity of
tb. Phys. Rev. B 19, 384-387 (1979).

Raquet, B., Viret, M., Sondergard, E., Cespedes, O. & Mamy, R. Electron-magnon scatte-
ring and magnetic resistivity in 3d ferromagnets. Phys. Rev. B 66, 024433 (2002).

Haag, M., Illg, C. & Fahnle, M. Role of electron-magnon scatterings in ultrafast demagne-
tization. Phys. Rev. B 90, 014417 (2014).

Tveten, E. G., Brataas, A. & Tserkovnyak, Y. Electron-magnon scattering in magnetic
heterostructures far out of equilibrium. Phys. Rev. B 92, 180412 (2015).

Edwards, D. M. & Hertz, J. A. Electron-magnon interactions in itinerant ferromagnetism.
II. Strong ferromagnetism. Journal of Physics F: Metal Physics 3, 2191 (1973).

Davis, L. C. & Liu, S. H. Electron-magnon interaction in ferromagnetic transition metals.
Phys. Rev. 163, 503-505 (1967).

Maehira, T., Hotta, T., Ueda, K. & Hasegawa, A. Relativistic Band-Structure Calculations
for CeTInd (T = Ir and Co) and Analysis of the Energy Bands by Using Tight-Binding
Method. Journal of the Physical Society of Japan 72, 854-864 (2003).

Fradkin, E., Kivelson, S. A., Lawler, M. J., Eisenstein, J. P. & Mackenzie, A. P. Nematic
Fermi Fluids in Condensed Matter Physics. Annual Review of Condensed Matter Physics
1, 153-178 (2010).

Hinkov, V. et al. Electronic liquid crystal state in the high-temperature superconductor
Y BasCugOg.45. Science 319, 597-600 (2008).

Chu, J.-H. et al. In-plane resistivity anisotropy in an underdoped iron arsenide supercon-
ductor. Science 329, 824-826 (2010).



Referéncias Bibliograficas 82

[47]

Fernandes, R. M., Chubukov, A. V., Knolle, J., Eremin, I. & Schmalian, J. Preemptive
nematic order, pseudogap, and orbital order in the iron pnictides. Phys. Rev. B 85, 024534
(2012).

Stanev, V. & Littlewood, P. B. Nematicity driven by hybridization in iron-based supercon-
ductors. Phys. Rev. B 87, 161122 (2013).

Fobes, D. M. et al. Tunable emergent heterostructures in a prototypical correlated metal.
Nature Physics 14, 456-460 (2018).

Helm, T. et al. Non-monotonic pressure dependence of high-field nematicity and magnetism
in CeRhIns. Nature Communications 11, 3482 (2020).

Rosa, P. F. S. et al. Enhanced hybridization sets the stage for electronic nematicity in
CeRhlns. Phys. Rev. Lett. 122, 016402 (2019).

Lesseux, G. G. et al. Orbitally defined field-induced electronic state in a Kondo lattice.
Phys. Rev. B 101, 165111 (2020).

Kurihara, R., Miyake, A., Tokunaga, M., Hirose, Y. & Settai, R. High-field ultrasonic
study of quadrupole ordering and crystal symmetry breaking in CeRhlns. Phys. Rev. B
101, 155125 (2020).

Mishra, S., Demuer, A., Aoki, D. & Sheikin, I. Specific heat of CeRhlIns in high magnetic
fields: Magnetic phase diagram revisited. Phys. Rev. B 103, 045110 (2021).

Mishra, S. et al. Robust Fermi-Surface Morphology of CeRhlns across the putative field-
induced quantum critical point. Phys. Rev. Lett. 126, 016403 (2021).

Bao, W. et al. Incommensurate magnetic structure of CeRhlns. Phys. Rev. B 62,
R14621-R14624 (2000).

Bovenzi, N. & Diez, M. Semiclassical theory of anisotropic transport at LaAlOs/SrTiOg
interfaces under an in-plane magnetic field. Phys. Rev. B 95, 205430 (2017).

Auerbach, A. Interacting Electrons and Quantum Magnetism. Graduate Texts in Contem-

porary Physics (Springer New York, 2012).

Sélyom, J. & Piréth, A. Fundamentals of the Physics of Solids: Volume I: Structure and
Dynamic. Fundamentals of the Physics of Solids (Springer Berlin Heidelberg, 2007).

Stancil, D. & Prabhakar, A. Spin Waves: Theory and Applications (Springer US, 2009).

Goldstone, J. Field theories with « Superconductor » solutions. Il Nuovo Cimento (1955-
1965) 19, 154-164 (1961).

Goldstone, J., Salam, A. & Weinberg, S. Broken Symmetries. Phys. Rev. 127, 965-970
(1962).

Okubo, S. Algebraic identities among U (n) infinitesimal generators. Journal of Mathema-
tical Physics 16, 528-535 (1975).



Referéncias Bibliograficas 83

[64]

[74]

[75]

Phillips, P. Advanced Solid State Physics. Advanced Solid State Physics (Cambridge Uni-
versity Press, 2012).

Rossler, U. Solid State Theory: An Introduction. Advanced Texts in Physics (Springer
Berlin Heidelberg, 2004).

Abrikosov, A. Methods of Quantum Field Theory in Statistical Physics. Dover books on
advanced mathematics (Prentice-Hall, 1963).

Mahan, G. Many-particle Physics. Physics of solids and liquids (Kluwer Academic/Plenum
Publishers, 2000).

Sélyom, J. & Piréth, A. Fundamentals of the Physics of Solids: Volume II: Electronic
Properties. Fundamentals of the Physics of Solids (Springer Berlin Heidelberg, 2008).

Bellac, M., Mortessagne, F. & Batrouni, G. Fquilibrium and Non-Equilibrium Statistical
Thermodynamics (Cambridge University Press, 2004).

Ballentine, L. Quantum Mechanics: A Modern Development. G - Reference, Information
and Interdisciplinary Subjects Series (World Scientific, 1998).

Ziman, J. Electrons and Phonons: The Theory of Transport Phenomena in Solids. Inter-

national series of monographs on physics (OUP Oxford, 1960).

Bezanson, J., Edelman, A., Karpinski, S. & Shah, V. B. Julia: A fresh approach to
numerical computing. SIAM Review 59, 65-98 (2017).

Kluyver, T. et al. Jupyter Notebooks — a publishing format for reproducible computati-
onal workflows. In Loizides, F. & Schmidt, B. (eds.) Positioning and Power in Academic
Publishing: Players, Agents and Agendas, 87 — 90 (I0S Press, 2016).

Johnson, S. G. Multi-dimensional adaptive integration in C: The Cubature package. https:
//github.com/stevengj/cubature (2005).

Christ, S., Schwabeneder, D., Rackauckas, C., Borregaard, M. K. & Breloff, T. Plots.jl — a
user extendable plotting API for the julia programming language (2023).

Hunter, J. D. Matplotlib: A 2D graphics environment. Computing in Science & Engineering
9, 90-95 (2007).

Bouchet-Valat, M. & Kaminski, B. Dataframes.jl: Flexible and fast tabular data in julia.
Journal of Statistical Software 107, 1-32 (2023).

Hipp, R. D. SQLite. https://www.sqlite.org/index.html (2020).

Abrikosov, A. A. Electron scattering on magnetic impurities in metals and anomalous
resistivity effects. Physics Physique Fizika 2, 5-20 (1965).


https://github.com/stevengj/cubature
https://github.com/stevengj/cubature
https://www.sqlite.org/index.html

84

Apéndice

Derivacao da Transformacao de
Holstein—Primakoft

Para estudar os estados excitados de sistema magnéticos em sua fase ordenada, em
lugar da base |s;,) = |5, si») de spin, vamos introduzir uma nova base |n;) onde n; é o desvio da
componente s;, spin do sitio ¢ com relacdo ao seu valor no estado fundamental. Aumentar n; de
1 é equivalente a decrescer s;, de 1. Também introduzimos operadores de criacdo e destruicio
bosonicos que operam sobre a base |n;) criando/destruindo desvios de s;,, isto é, definimos
operadores a;r, a; tais que

{ai, a}] = 0ij, [a;, aj] =0, (A1)

que, atuando na base |n;), se comportam como operadores bosonicos,

al Ing) = Vni +1|n; + 1), (A.3)
aj.ai Ing) = ni|ng) . (A.4)

Uma vez que um spin flip reduz a componente z do spin naquele sitio, temos
S7ni) = (S —n;) |ni) . (A.5)
A relacdo anterior sugere tomarmos
S7 =S —ala;. (A.6)

Antes de analisarmos esta escolha, vamos continuar nossa analise com os operadores S* e volta-
remos a este tépico mais adiante. O operador S;r tem a agdo de levantar o spin de uma unidade,

portanto, sua agao na base |n;) é de reduzir n; de uma unidade, o que nos sugere que Sj esté
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relacionado com o operador a;. Aplicando S;r ao estado |n;), temos

SF i) = [S(S+1) = (S — 1) (S — ni + 1)]? n; — 1), (A7)
= [2Sni —n? 4+ nz] 1/2 [n; — 1), (A.8)

ne — 1)\ 1/2
:m<1_( 35”) Jiilng - 1), (A.9)

ajai 1/2

O 1ltimo resultado nos sugere definir

N aTai 1/2
SF =25 (1- 22 a;, (A.11)

relacionado ao operador a;, como esperado. De maneira similar, encontramos

) T aTa,- 1/2
;7 =Vasal (1-52 | (A.12)

de modo que a relagao (Sj)T =S, ¢ obedecida. As Eqgs. (A.6), (A.11) e (A.12) sao conhecidas
como transformagao de Holstein—Primakoff (HP) [27, 58].

Note que, para que haja um isomorfismo entre os espacos de Hilbert gerados pelas
bases |9, si) e |n;), um vinculo deve ser imposto aos nimeros n;. Como s;, = S — n;, o vinculo

sobre o valor de n; deve ser
azai =n; <268. (A.13)

Com essa restricao, o espago de Fock dos bdsons a € isomoérfico ao espago de momento angular
S.

Podemos verificar que, se os operadores a;, aj» satisfazem as relacdes de comutacao
de operadores de criacao e destruicio, as relacdes de comutacao entre os operadores de momento

angular é preservada. Aplicando STS~ e S~ST a um estado genérico |n), temos

STS™|n) = (28 —n) (n+1)|n), (A.14)
S=ST|n) = (28— (n—1))n|n), (A.15)

Assim,

[S7,87]In) =[(2S —n) (n+1) = (25 — (n — 1)) n] n)
= [2S+28n —n® —n— (250 —n® +n)] |n),
—2(5 ) n),
— 257 n), (A.16)
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resultando em [S*,S7] = 25%. Similarmente, calculamos o comutador [S#, ST]:

_ [(S—n)ﬁ(l— n2;1>1/2] } In—1),

1\ 12
:vQS\/ﬁ<1—n2S) {S—n+1-S+n}n—-1),

=+S5T|n). (A.17)

[5%,5] |n) = (575 — §75%) |n),

:\/ﬁ{[\/ﬁ<1—”_1>1/2(s—(n—1))

28

Por fim, para o comutador [S?, S™], temos

szs—|n>:m(1_i) VAT 1(S—(n+1)|n+1),

25
S=8% |n) = (S—n)\/ﬁ(l— %) VAt iln+1y,
[5%,57 ] n) = =S |n). (A.18)

Portanto, a transformacao de HP preserva as regras de comutacao dos operadores de momento

angular.
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Apéndice

Calculo dos elementos de matriz da interacao

elétron—magnon

B.1 Alinhamento na direcao z

Para calcular os elementos de matriz ‘7&7;’,”120, partimos da equacao
\71{7077}{(7 = J (ko |km) (K'm' |[K'c") . (B.1)
Com isso, decompomos o estado |km) = |k, j,¢,s,m) em ondas parciais, |k, ¢, s, mgy, ms). Por

hora, vamos considerar que o estado |j,m) diagonaliza J? e .J, simultaneamente (i.e. ™ = 2).
A decomposigao pode ser feita diretamente através da soma de momentos angulares, utilizando

os coeficientes de Clebsch—Gordan:

‘k7j7€787m> = Z (jm‘£7m_ms;8?ms)‘k’£78’m€7m5>' (B'z)

ms=—s

O estado |k, ¢, s,mg, ms) corresponde a uma onda parcial, dado por
<7", 9, ¢ |k7 67 87 mfv 77’L5> =V 47Tj£ (]{7”) }/émé (97 ¢) |S> m8> N (Bs)

Para calcular o produto interno (km |ko ), decompomos o estado |ko) de ondas planas em ondas

parciais, |k, £, s, mg, ms),

|ka>:\/zﬁi XZ: ityme (k>

0=0 my=—¢

1
k.l s= 2,mg,a> . (B.4)

Com isso,

(km ko) = Vi (jm'e,m—a;;,a> itym—o (k) (B.5)



Apéndice B. Cidlculo dos elementos de matriz da interacao elétron—magnon 88

Por conveniéncia, utilizamos uma notagao simplificada para a projegdo do spin s = 1/2, onde

m— T significa m — % e m— | representa m — (—%) Assim, obtemos o resultado

m'm . 1 . m—ox* (1 m'—o’ (1}
jﬁ’a’,ﬁa =d4nJ (]m 'f, m — o; 2,0) (jm' (,m' —o; 2,0/> Y, <k) Y, (k/> . (B.6)

B.2 Alinhamento em uma direcao m genérica

Quando o estado |jm) diagonaliza J? e th - J simultaneamente, com rm genérico, a
equacdo se mantém a mesma se todos os momentos angulares sdo quantizados na direcdo m,
isto é, se os estados |¢,my), |s,ms) diagonalizam simultaneamente (L2,rh- L) e (S2,ﬁl . S),
respectivamente. Os coeficientes de Clebsch—Gordan ficam inalterados sob a transformacgao das
bases quantizadas na direcdo Z para m. Os harmonicos esféricos, por outro lado, sdo trocados
por Y, (rh, R) onde

L2y (rh, 12) —0(+1) Y (I‘h, 12) (B.7)

(s - L) Y;™ (m, 1}) = m Y (m, 12) . (B.8)

Para verificar este fato, vamos calcular |koy;,), com o spin projetado na dire¢do rh. Vamos deno-
tar as projecoes de J, L e S por mp, Mym € Msm (OU 0y ), quando quantizarmos os operadores

na direcao m. Comecamos decompondo |koy,) em termos de ondas parciais. Podemos utilizar

a base que diagonaliza L2, L., assim, a expressio fica andloga a Eq. (B.4), trocando o por og:

9] ¢
‘kO’ﬁl> = \/ﬂz Z Z'Enm&* (f() 'k,e,s = ;,m52,0m> . (B.Q)

ZZO m&:—é

Por outro lado, podemos escrever a mesma expressao trocando myz por Mmyem,

ykam>=\/ﬂi i ity (k)

1
k7€7 s = §7mfrim Uril>

Z:O mgmzfﬁ
Sendo
L
|k‘,f,8,mg2,0'ﬁ1> = Z Ufui’mém |k,£,$,mgﬁl,0ﬁ«1>, (B.l())
Mpm=—4
g Ufnéiszﬁl = <k,€, S, My, O |k,€, S, Myz, Um) = <£mgrh, Mmgi> (B.ll)
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podemos escrever

ko) = FZ Z ity ()

=0 myz=—

1
k.l ,s= 2,m€2,0'ﬁ1>, (B.12)

:\/Ei Z it Z Y () L e | s L5, i, o) (B.13)

=0 mym=—4 Myz=—
) 0 1

—Vary S ity (k) kf,s = 2,mm1,am> , (B.14)
Z:O mgm:fé

de onde identificamos que
¢
(1) = 3 7 (0) 15
mez=—4

Utilizando a Eq. (B.11) e escrevendo Y, (R) como <€mgm ‘f{>, a equacao acima pode ser

verificada com o uso da propriedade de fechamento, >_,  |[¢mg)(¢my| = I:

”>: i <£mgm,\£mﬁ><€mez

mez=—¢

1“<> , (B.16)

¢
<€mem D 1ema) (tms| lA<>- (B.17)

Mmyz=—4

-~

1

Portanto, fazendo a troca de m e o por my, e oy, na Eq. (B.6) e utilizando a invaridncia dos
Clebsch—Gordan sob rotagdo, vemos que o resultado geral para ‘71:7 f”k quando os momentos
angulares estdo quantizados na direcao m é

1
f,m — o, ,O’) (jm'
2

¢
Y (ﬁl, 12) =3 vy (k () v, (B.19)

m/=—/{

jm f”ko_ =4nJ <jm

1 N N
gvm/ _ 0_/; 5’ O_/) }/émfo'* (ﬁl k) Ym —o’ (Ii’l, k/) ,
(B.18)

com

/ ~ N , . .
e Y, " <k) representando os harmoénicos esféricos usuais.

B.3 Calculo de Y} (m, 1})

Nos céalculos anteriores, definimos a matriz Uf;bm, de forma genérica. Para obtermos
as expressoes finais de Y™ (rh, k>, é conveniente relacionarmos a matriz U com as matrizes de

Wigner. Utilizando a convengao zyz para os angulos de Euler (a, 8,7) que descreve a rotagao
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que leva o vetor Z em rh [70], podemos escrever
DY (a, B,7) |tmz) = [emm) - (B.20)

Com isso,
<1‘< yemm> - <1‘< ‘D@ (a,ﬁ,fy)’ em&>, (B.21)
= 3" (k|emiy ) {tmiy | (a, 5,7)] tmia) (B.22)
Mys

(B.23)

Y (m, 12) =y (k) DY (a.B,7),

de onde vemos que Ut = D* (o, B,7). Partindo da expressao final, podemos calcular Y, (ﬁl, R)

para qualquer direcdo 1 utilizando os harménicos esféricos e a matriz de Wigner D) (a, B,7).

Em particular, para 1 (o) = sin aX + cos az (veja o capitulo 6), temos um vetor no

plano xz que pode ser descrito por uma rotagdo de a em torno do eixo y, no sentido positivo.

Neste caso, a matriz D (0, o, 0) se reduz & chamada pequena matriz de Wigner, d) ().
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Apéndice

O Groupo SU (N) e Algumas de suas

Representacoes

Neste apéndice, apresentaremos o grupo SU (V) juntamente com algumas representagdes que
sdo relevantes para esta dissertagdo. O objetivo deste apéndice é apresentar em mais detalhes
as representagdes do grupo em termos de operadores bosonicos e fermionicos e a representagao
fundamental, utilizada nas representacoes presentes nos capitulos 2 a 4. Ao final, discutiremos

em um pouco mais de detalhes o motivo de trabalharmos na representagdo fundamental do

grupo.
A nao ser que o contrario seja dito, utilizaremos a notacdo de Einstein, onde indices repetidos

denotam uma soma implicita.

C.1 O Grupo SU (N) e Representagoes

C.1.1 O Grupo

O grupo U (N), chamado de grupo unitario de grau N é formado pelas matrizes
complexas N x N unitarias. De modo geral o determinando de uma matriz unitaria é €', para
alguma fase ¢. Um caso especial, corresponde as matrizes cujo determinante é igual a 1. Este
caso forma o subgrupo conhecido como SU (NNV), chamado de grupo especial unitario de grau N.

Entao, para uma matriz U pertencer ao grupo SU (N), essa deve satisfazer
UlU=vU'=1, detU=1, (C.1)

onde I denota a matriz identidade. Como uma matriz do grupo U (N) pode ser escrita como
uma matriz de SU (N) multiplicada por um fator de fase, estes grupos estao relacionados por
U(N)=U(1) x SU(N), onde o grupo U (1) corresponde simplesmente ao grupo dos nimeros
complexos de médulo igual a 1. Restringir-nos-emos ao grupo SU (N) no que segue, nos referindo
a U (N) quando conveniente.

Uma vez que qualquer matriz unitaria U pode ser escrita na forma U = exp ¢S, onde
S é uma matriz hermitiana. A condi¢do de determinante igual a 1 se traduz para TrS = 0. O
conjunto das matrizes hermitianas N x N de traco nulo forma um espago vetorial g de dimensao

N? — 1, de modo que qualquer matriz S pode ser escrita como a combinacao linear de N? — 1
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matrizes T%, com coeficientes reais. Definida a base de matrizes T® que geram o espago vetorial

g, qualquer elemento do grupo SU (NN) pode entéo ser escrito como
U = exp (i0,T%) (a=1,2,....,N* 1), (C.2)
onde 6, sdo coeficientes reais. Assim, as matrizes T recebem o nome de geradores do grupo.

C.1.2 Algebra de Lie

As matrizes T do espago vetorial g, satisfazem a relagdo de comutacao
[T“,Tb] — jfobere, (C.3)

onde f®¢ sio as chamadas constantes de estrutura e sdo caracteristicas da &lgebra de Lie em
questdo. O comutador [e, 8] representa um mapa bilinear alternado g x g — g. Em particular,

o comutador satisfaz a identidade de Jacobi,
[T“, [T",TCH n [T”, [TC,T“]} n [TC, [T“,T”H -0, (C.4)

de modo que o espaco vetorial g sobre o corpo R juntamente com o comutador constituem uma
algebra de Lie. A &lgebra de Lie associada ao grupo SU (N) é denotada por su(N). Neste
contexto, as matrizes T sdo chamadas de geradores da &lgebra su(IN) e é dito que as T°

satisfazem a algebra de Lie em questao.

C.1.3 Representacgoes

Uma representacao p de um grupo G em um espago vetorial V' é um mapa da forma
p: G — GL(V), (C.5)

onde cada elemento g € G é mapeado em um elemento p(g) € GL(V), com GL (V) sendo o

grupo das transformacodes lineares invertiveis que atuam em V', que satisfaz:

1. p(9192) = p(91) p(g2), para todo g1, 92 € G;

2. p(e) = Iy, onde e é o elemento neutro de G e Iy a transformagao de identidade em V;

3. p (g_l) =(p (g))fl, para todo g € G.

Em outras palavras, uma representacao é uma realizacdo do grupo por operadores lineares, ou
matrizes, sobre um espago vetorial, satisfazendo as propriedades acima.

Uma representagao de uma algebra de Lie g sobre um espaco vetorial V' é definida
de maneira similar, associando a cada gerador T® € g um operador p (T%) que atua em V, de
tal forma que as relagoes de comutacao da algebra de Lie sejam preservadas na representagao,
ou seja,

(1), p (T7)] = if™p (T7). (C.6)

Nesse caso, dizemos que a estrutura da algebra é preservada.
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Uma vez que temos uma representacao da algebra de Lie, podemos construir uma

representagao do grupo a partir dela, definindo p sobre os elementos do grupo tais que

p(g9) = exp (ibap (T)) . (C.7)

Um caso particular importante sdo as chamadas representagdes irredutiveis (RI).
Uma RI é definida como uma representagao sobre um espaco V para a qual nido exista um
sub-espaco vetorial W que seja invariante sob as transformacgées g do grupo G, onde W é dito
ser invariante se para todo vetor |w) € W e para todo g € G, temos p(g) |lw) € W (usualmente
escrito como p (¢g) W C W). Uma representagao é chamada de redutivel se nao for irredutivel.

Para o grupo SU (N), as Rls podem ser rotuladas por N inteiros ¢, satisfazendo
q1>qs > - >qn > 0. A estes inteiros estao associados diagramas conhecidos como diagramas
(ou Tableaus) de Young. Um exemplo de diagrama de Young correspondente a q; = 3, g2 = 2,

g3 =1eq, =0, para > 3 no caso de N > 3, ¢ apresentado abaixo.

L (C.8)

Alguns casos interessantes de diagramas, correspondem a ¢y =¢< N —1, ¢, =0, para > 1e
@1 =¢q="=¢q =1,q, = 0parap > v. O primeiro destes casos corresponde a representacoes

completamente simétricas do grupo e é denotado por uma linha horizontal de ¢ caixas,

RIs completamente simétricas: || ‘, L] ‘, HEEEEEE (C.9)

O segundo caso corresponde a representagées completamente anti-simétricas do grupo e corres-

ponde a v caixas empilhadas verticalmente,

RIs completamente anti-simétricas: H, @, ] (C.10)

Um caso particular ocorre quando g1 = ¢ = 1, e os demais g, sdo nulos, que em termos de
diagramas de Young corresponde a uma unica caixa: [J. Essa representacio é conhecida como a
representagao fundamental do grupo SU (V) e pode ser entendida tanto como uma representagao
simétrica quanto anti-simétrica. A representacdo fundamental serd nosso caso de interesse daqui

por diante.

C.2 Representacao fundamental

Uma forma de se realizar a representacao fundamental é a partir de um espacgo de

Hilbert N dimensional, que iremos denotar por H. Sendo B = {| ,u}}fj:l uma base de vetores or-
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tonormais neste espaco, definimos N2 operadores Al = |v)(u|. Os geradores T do grupo U (N),
que corresponde ao grupo das matrizes unitarias N x N, podem ser escritos como combinacoes

lineares dos operadores AL,
(T*)h = ¢\ A, (C.11)

onde CZ ), sdo coeficientes complexos. Assim, os operadores A sdo também chamados de gerado-
res do grupo U (N). Os geradores Bl do grupo SU (N) podem ser construidos com a imposicio
de trago nulo, resultando em

Bl — Ab — %55@. (C.12)

v

A algebra su (N) em termos dos operadores Al satisfaz a relagao de comutacao [63]
(AL, Afﬂ = 6gA§ - 5§‘Ag, (C.13)

que é obtida de maneira direta da representacido adotada para os operadores A,. Uma condicao

necessaria para fixar a representagdo do grupo como a representacao fundamental é que [63]
Ay =1, (C.14)

que corresponde exatamente a relagdo de fechamento da base B escolhida para o espago de
Hilbert.

C.3 Representacoes em Termos de Bésons e Férmions

As representagoes totalmente simétricas e totalmente anti-simétricas pode ser obti-
das utilizando-se operadores de criacdo e destruicdo bosdnicos e fermidnicos, respectivamente.
Definindo-se N sabores de bésons b, ou N sabores de férmions f,,, os geradores do grupo U ()

pode ser escritos como
Al =blby, AL = flfu (C.15)

Pode-se mostrar que os operadores acima satisfazem as relagdes de comutagao de su(N), Eq.
(C.13). Isso nos mostra que podemos gerar representacoes para o grupo SU (V) em termos de
operadores bosonicos e fermidnicos. No entanto, a representacdo obtida é, em geral, redutivel.
Para obter Rls é necessario impdr um vinculo sobre o niimero total de férmions ou bésons. Ao
impor

ny = ZbLbM =gq, ou ny = Z f;ﬂfﬂ =g, (C.16)
I

I

obtemos uma representagao simétrica (anti-simétrica) correspondente a um diagram de Young
de ¢ caixas empilhadas horizontalmente (verticalmente) para bésons (férmions). Para entender

este fato, vamos considerar o caso do grupo SU (2) como um exemplo.

C.3.1 Geradores e Representagoes de SU (2) em Termo de Férmions

H4 inumeras formas de se representar a algebra do grupo SU (2). Um caso particular

¢é através de dois sabores de férmions.
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Considere dois operadores fermidnicos, f1 e fo. Os estados do espaco de Hilbert

gerado sao

0y, o, g, A, (C.17)
onde |0) representa o estado de vicuo. Os operadores AY = clc,, satisfazem a dlgebra do grupo
U(2),

(AL, AS] = (£ h £11a]
= f§ [fur 1 0] + [ 15 00) F
= 13 ({25} fa = £1t0 1) + ({0 88 S = a8 { A 2} ) £ (C18)
= 1 (0= 0) + (0= £102) S
= 04 AS — 65 AL,

onde utilizamos as relacoes de comutacao

[AB,C] = A[B,C] + [A,C] B, (C.19)
[A,BC) = {A,B}C — B{A,C}. (C.20)

Assim, Al geram representacdes do grupo U (2), e os operadores BY = Al — 168/ >~ A} geram
representagoes do SU (2).

O préximo passo é analisar se os Bl geram representacoes irredutiveis (IRs) do
grupo SU (2), ou uma representagao redutivel. Para isso, vamos considerar os operadores J,,

Jy e J., que também geram o grupo SU (2). Em termos dos operadores f,, temos
1 b
Ja = iz.fuo—,uyfl/v (021)
BV

onde o = z,y,2 denotam cada componente dos operador de momento angular e ¢% sdo as
matrizes de Pauli. Essa representagao é conhecida como representacao de pseudo—férmions de

Abrikosov [79]. Explicitamente, os operadores J, sdo dados por

=y (fn+in).  h=t(dp+in).  r=5(in-fp). ©2)

Utilizando a representacio acima, o operador de momento angular total, J2, que é
o operador de Casimir quadratico d4 algebra de Lie associada, é dado por J? = J2 + Jy2 + J2.
Os auto-valores deste operador determinam univocamente a representacdo do grupo, de modo
que podemos usé-los para estudar a representacio gerada pelos Bl,. Vamos calcular cada termo

2 N . .. _ T
Js em termos dos operadores fermionicos. Por simplicidade, escreveremos n, = f.f, para o
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operador nimero de férmions de sabor u. Com isso, temos

P= ¢ [Anfif+ Safn+ finiin+ niis).

=—[0+0+n1(1—n2)+n2(l—nq),

— | =

= - [nl + ng — 2711712] , (0.23)

W

{g:_iMﬁﬁh+ﬂﬁﬁh—ﬁﬁﬂﬁ—ﬁﬁﬁﬁy

1
=+Z[0+0+n1(1—n2)+n2(1—n2)],

1
= 1 [nl + ng — 277,177,2] , (C.24)
Jz2 = % (m — n2)2 . (C.25)

Assim, obtemos

1 1
J2:*(n1—n2)2+§(n1—n2)2,

- % (; 4 1) (n1 —n2)?. (C.26)

Para os quatro estados possiveis do espago de Hilbert, temos ny = no = 0, n; =
ny = 1 e os estados com apenas um bdson, n; = 1,n2 =0 e ny = 0,ny = 1. Seja ny = ny + no
o ntimero total de férmions, os estados ny = 0 e ny = 2 resultam em J 2 = 0. Os estados para
os quais ny = 1 resultam em J? = %(% + 1). Uma vez que J? = j(j + 1), onde j é o valor
do momento angular, vemos que os sub-espagos ny = 0 e ny = 2 geram uma representacao de
momento angular j = 0 (singleto, ou representacao trivial), enquanto que o sub—espago ny =1
gera a representagdo de momento angular j = 1/2 (dubleto), que corresponde a representagao
fundamental do grupo SU (2).

Com isso, podemos concluir que o vinculo ny = 1 fixa a representagio obtida pelos
geradores Bl = f,J,r Ju— % fi fx para a RI fundamental do grupo, enquanto que os demais casos
geram a RI trivial. Em outras palavras, podemos dizer que o vinculo sobre n; determina a
representacao do grupo na qual estamos trabalhando; os operadores AL por si s6, satisfazem a
algebra do grupo SU (2), mas apenas quando fixamos o ntimero de ny é que estamos fixando a
representacao associada a esses geradores.

Em termos fisicos, o vinculo ny = constante representa uma forte correlacao entre
os férmions presentes. Em geral, essa forte correlacdo introduz complexidades no problema

envolvido.

C.4 Caso Geral

No caso geral do grupo SU (IN), podemos entender que o vinculo n, =1 ouny =1
corresponde a utilizar a base |u) do espago de Hilbert H utilizado anteriormente para construir
a RI fundamental. Neste caso, os estados |u) poderiam ser obtidos através da aplicacdo dos

operadores de criagdo bosonicos ou fermionicos no estado de vdcuo |0), como |u) = bL |0) ou
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) = f;ﬂ |0). Em ambos os casos, o numero total de bésons/férmions é fixado para 1, para que
haja um isomorfismo entre o espaco de Hilbert H e os espacos de Fock de bdsons ou férmions.

As representagbes com ¢ caixas empilhadas horizontal ou verticalmente pode ser
construidas por estados de ¢ particulas rotuladas por |ui,...,ps). De fato, esse estado se

transforma como um tensor com rela¢do ao grupo SU (N), no sentido a transformacgao de um

estado |v1,...,v4) para |u1, ..., ig) é dada por
s s ttg) = Upgor - - Upgug (1, -+, V) (C.27)
onde U é uma matriz do grupo SU (N). Sendo assim, os estados |p1,. .., tg) completamente

simetrizados ou anti-simetrizados sao gerados por

sy phg) = H?Zlfij |0) ou |1,y phg) = H;I-:lbLj |0), (C.28)

de modo que o vinculo n, = ¢ (ny = q) correspondem a escolha da RI de ¢ caixas horizontais

(verticais).

C.5 Por que Trabalhamos na Representacao Fundamental?

Nas secOes anteriores entendemos como representagoes em termos de operadores
bosonicos e fermionicos geram representagoes do grupo SU (N) e entendemos como o vinculo
ny = q ou ny, = q fixa a escolha de uma tinica RI. Também vimos que o caso especial ¢ = 1 pode
ser igualmente representado por bésons ou férmions, este ultimo correspondendo a representacao
fundamental do grupo. Para finalizar este apéndice, gostariamos de discutir, em mais detalhes,
o motivo de trabalharmos na representagao fundamental do grupo SU (N = 2j + 1).

Talvez o ponto mais importante a ser destacado seja o fato de que a escolha da
representacao fundamental é um vinculo fisico e ndo matemético. Este vinculo tem sua origem
na imposicao de que a ocupacao de cada sitio da rede de momentos magnéticos localizados é

igual a 1, apresentada nos capitulos 2 a 4 na forma da equacao

nif = Z fjmfim =1, para todo sitio i da rede. (C.29)

Este vinculo tem sua origem em duas hipdteses, a primeira sendo a hip6tese de que a energia do
orbital da impureza é negativa e suficientemente grande em médulo, de modo que a ocupacao do
sitio da impureza por 1 elétron reduz a energia do sistema, e a segunda sendo a forte interacao
coulombiana U > 0, presente no modelo de Anderson (Egs. 3.1 e (3.20)), que esté ligada ao fato
de que as funces de onda radial dos orbitais 4f e 5f! sdo altamente concentradas perto da
origem (veja Fig. 1.2), o que resulta em um custo energético muito alto para ocupagoes n;r > 1.
Com efeito, é nesse regime que Anderson mostrou que ha a formacado de momentos magnéticos
localizados e Schrieffer e Wolff mostraram a equivaléncia entre os modelos de Anderson e Kondo
(veja Eq. (3.16) e a discussao em seguida).

Ocorre de que o vinculo n;y = 1 fixa a representacdo do grupo SU (N) para a

representacao fundamental e, como vimos, essa pode ser representada igualmente por férmions
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de Abrikosov ou bdsons de Schwinger. Quando a RI é descrita em termos de bésons, a condicéo
equivalente n, = 1 nos diz que a constante r, presente no operador 6 (r) da transformagao de
Holstein—Primakoff generalizada, é igual a 1, como afirmamos no capitulo 2.

Esperamos que a discussao apresentada tenha resaltado a importancia do vinculo

n;; = 1 e esclarecido a condigao r = 1.
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