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Resumo

O objetivo deste trabalho é estudar os efeitos da desordem nas proximidades da transicao
metal-isolante de Mott. Para tanto, utilizamos o modelo de Hubbard desordenado em duas
dimensoes. A teoria que aplicamos para estudar esse modelo é a Teoria Estatistica Dinamica
de Campo Médio, que trata de maneira nao-trivial os efeitos de desordem e interacao elétron-
elétron. A aproximacao bésica da teoria consiste em descrever os efeitos de interagao de
maneira local. Nela mapeamos o nosso problema original em varios problemas de uma im-
pureza de Anderson, embebidos em banhos que sao determinados através de uma condicao
de autoconsisténcia. Esses problemas sao resolvidos no nosso trabalho aplicando o método
do Monte Carlo Quantico, algoritmo Hirsch-Fye, que faz calculos em temperatura finita. No
nosso estudo conseguimos observar a coexisténcia de solu¢oes metalicas ruins e isolantes ruins
num mesmo sistema, para temperaturas um pouco maiores do que a que determina o ponto
critico da transicao de Mott. Relacionamos a condutividade local com as energias locais des-
ordenadas, observando que essas energias funcionam como um potencial quimico dependente
do sitio que altera localmente a dopagem do sistema. Finalmente, verificamos o aumento
do valor da interagao critica com a desordem. Esse trabalho é a primeira implementacao
numérica da Teoria Estatistica Dinamica de Campo Médio com Monte Carlo Quantico, que
é o estado da arte de céalculos de sistemas de uma impureza tnica. Nesse sentido, nosso
trabalho representa um importante primeiro passo na implementacao do método e fornece

um paradigma inicial do seu poder e das suas limitacoes.
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Abstract

The main goal of this work is to study the effects of disorder in the proximity of
a Mott metal-insulator transition. For that, we use the disordered Hubbard model in two
dimensions. The theory we aply to study this model is the Statistical Dynamical Mean Field
Theory, which treats the effects of disorder and electron-electron interactions in a non-trivial
fashion. The basic aproximation of that theory is to describe the effects of interactions in
a local way. In this theory we map the original system in several Anderson single-impurity
problems; embebbed in baths that are determined through a self-consistency condition. These
problems are solved in our work through the Quantum Monte Carlo method, with the Hirsch-
Fye algorithm, at finite temperature. In our study, we found the coexistence of bubbles
of bad metal and bad insulator in the same system, for temperatures a little higher than
that which determines the critical point of the Mott transition. We could relate the local
conducting properties with the local disordered energies, finding that these energies work
like a site-dependent chemical potential which changes locally the doping of the system.
Finally, we verified the enhancement of the critical interaction by disorder. This work is
the first numerical implementation of the Statistical Dynamical Mean Field Theory with the
Quantum Monte Carlo, which is the state of art for calculations of single-impurity systems.
In this sense, our work is an important first step in the implementation of the method and

sets a preliminary benchmark of its power and limitations.
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Capitulo 1

Introducao

Sistemas desordenados sao bastante comuns e interessantes, além de terem relevancia tec-
nolégica, como no caso dos semicondutores dopados e dos semicondutores vitreos. No entanto,
devido a falta de invariancia translacional, abordagens tedricas para o estudo de tais sistemas
nao sao simples. Um bom entendimento foi ganho nos tultimos anos, desde que Anderson
propos o seu modelo em 1958 [1] e enfatizou a importancia de considerarmos distribuigdes
de probabilidade e nao apenas médias para uma descricao do que ocorre nesses sitemas.
A desordem esta associada a processos aleatorios e cada sistema é diferente: no caso de
semicondutores dopados, a distribuicao das impurezas varia de amostra para amostra. At-
ualmente entende-se bem principalmente a fisica de sistemas desordenados nao-interagentes
ou fracamente interagentes. Mas o que ocorre quando temos desordem e interagoes fortes?
A fisica de sistemas fortemente correlacionados representa outro desafio, uma outra
classe de problemas bastante interessantes e nao completamente entendidos. Por sistema
fortemente correlacionado queremos dizer um sistema em que a interacao elétron-elétron
tem intensidade igual ou maior que a energia cinética. Um modelo de sistema fortemente

corrrelacionado bastante estudado é o modelo de Hubbard. Esse é um modelo simples, que



se acredita seja capaz de captar a esséncia da fisica dos 6xidos de metais de transicao e da
transicao metal-isolante de Mott que ocorre em tais sistemas. No entanto, a nao ser em
uma dimensao, o modelo nao tem solugao analitica e precisamos de boas aproximacoes para
estuda-lo. Uma teoria que vem sendo aplicada com bastante sucesso ao modelo de Hubbard
e a outros modelos de sistemas fortemente correlacionados é Teoria Dinamica de Campo
Médio (TDCM) [2]. Essa teoria trouxe luz a diversos fendmenos, em particular a transicao
metal-isolante de Mott.

Entender quais os efeitos que a desordem traz a transicao de Mott é um problema
bastante interessante e essencialmente em aberto. Para estudé-lo, precisamos de alguma
abordagem que leve em conta os efeitos de desordem e interacao forte. A TDCM pode ser
utilizada para estudar sistemas em que desordem e interacao elétron-eléltron sao importantes,
porém ela é um tanto deficiente nesse caso, pois nao descreve efeitos de localizacao de An-
derson. O tratamento que ela dé a desordem equivale a chamada Aproximacao do Potencial
Coerente (do inglés “Coherent Potential Approximation”). Existe, entretanto, uma general-
izagao da TDCM que mantém o tratamento local das correlacoes eletronicas, caracteristica
da TDCM, mas que incorpora efeitos de localizagdo de Anderson: é a chamada Teoria Es-
tatistica Dinamica de Campo Médio (TEDCM). A TEDCM é uma teoria bastante poderosa
e ainda nao muito explorada para estudar os efeitos conjuntos de desordem e correlacao.
O interesse do nosso trabalho ¢é aplicar a TEDCM para estudar o modelo de Hubbard de-
sordenado numa rede bidimensional nas proximidades da transicao metal-isolante de Mott.
Este trabalho é o primeiro a utilizar a TEDCM com Monte Carlo Quantico, e representa um
importante primeiro passo para entender o poder e as limitagoes do método.

A transicao metal-isolante em sistemas bidimensionais é um problema que vem sendo

discutido ha vérios anos. Desde que a teoria de escala para a localizagao [3] previu que sis-



temas bidimensionais desordenados nao-interagentes seriam isolantes para qualquer valor de
desordem, a questao da possibilidade de uma estado metélico em duas dimensoes vem sendo
motivo de debate. A inclusao de interacoes fracas ao problema mostrou que essa localizacao
era realcada, de maneira que se acreditou na impossibilidade de um estado metéalico em
sistemas bidimendionais de qualquer tipo. Experimentos iniciais, feitos na década de 1980
estavam de acordo com isso. No entanto, em meados da década de 1990 comecaram a surgir
evidéncias de estados métalicos em duas dimensoes e de uma transicao metal-isolante em tais
sistemas [4, 5]. Nesses experimentos as interacoes elétron-elétron eram bastante intensas,
muito mais intensas que a energia cinética. Esses experimentos dao motivagao a um estudo
como 0 nosso, o de elétrons fortemente interagentes em uma rede bidimensional desordenada.

No capitulo 2, falaremos sobre transicao metal-isolante. Concentraremos a nossa
atenc@o no que é relevante para o nossso trabalho: a transicdo metal-isolante de Anderson,
a transicao metal-isolante de Mott, e resultados experimentais que dao evidéncias de uma
transicao metal-isolante em sistemas bidimensionais.

No capitulo 3 introduziremos a TDCM para depois abordarmos a teoria que apli-
camos no nosso estudo, a TEDCM. Finalmente serd discutido o método de solugao do pro-
blema de uma impureza de Anderson, parte importante da TEDCM.

No capitulo 4 apresentaremos os resultados que obtivemos aplicando a TEDCM ao
estudo do modelo de Hubbard desordenado em uma rede bidimensional.

Finalmente, faremos um resumo apresentando as conclusoes deste trabalho.



Capitulo 2

Transicao Metal-Isolante

Neste capitulo iremos tratar da transicao metal-isolante, nos concentrando no que é rele-
vante para o nosso trabalho. Na primeira secao falaremos da transicao de Anderson, na
segunda da transicao de Mott e por ultimo de alguns resultados experimentais em sistemas

bidimensionais.

2.1 Transicao Metal-Isolante de Anderson

Muito da maneira como pensamos sobre estados eletronicos em matéria condensada é de-
ternimado pela nossa experiéncia com elétrons independentes movendo-se num cristal. Nesse
caso, os auto-estados eletronicos sao estendidos por todo o sistema e as energias correpon-
dentes sao divididas em bandas que sao separadas por gaps, onde nao temos estados. Mas
o que ocorre quando temos um sistema desordenado? P. W. Anderson [1] perecebeu que em
sistemas desordenados as coisas podem ser bem diferentes. Nesse tipo de sistema existe a
possibilidade de uma banda de energia inteira, ou parte dela, ser composta de estados loca-

lizados espacialmente. E esse fato e as suas consequéncias que comecgaremos a discutir agora



6, 7, 8, 9].

Historicamente o que deu impeto ao estudo de Anderson sobre localizacao foram ex-
perimentos de ressonancia magnética realizados em silicio dopado com fésforo. O fenomeno
fisico de interesse nesses experimentos era a difusao de spin num meio desordenado, a mu-
danca do spin do elétron da impureza com o tempo.

Como o raio de Bohr efetivo para o elétron de valéncia do fésforo que nao forma
ligacdo com o silicio é da ordem de 20 A, a funcdo de onda desse elétron se estende sobre
um nimero grande de nicleos de Si. Da ordem de 5 % dos atomos de silicio sao do isétopo
2Si, que possui momento magnético, de maneira que o campo magnético local visto pelos
spins dos elétrons das impurezas tem uma largura causada pela interacao hiperfina. Isso
implica que a ressonancia desses spins ocorre em um intervalo amplo de campos magnéticos.
Utilizando este fato, técnicas de ressonancia magnética podem ser aplicadas de maneira a
acompanhar diretamente a difusdo de um spin (que, por exemplo, tem ressonancia no campo
H;). O fato estranho observado foi que a difusdo era da ordem de 10° vezes mais lenta que
a esperada, tomando como base estimativas tedricas simples.

Isso levou Anderson a pensar que a difusao poderia ou nao acontecer dependendo das
larguras das distribui¢oes do acoplamento spin-spin e do campo magnético experimentado
por cada elétron. Se essas larguras fossem muito grandes o spin nao difundiria. A idéia é
naturalmente generalizada para o problema da difusao de elétrons em meios desordenandos,
que é onde esta nosso interesse e no qual focaremos nossa atengao a partir de agora.

Para analisar esse problema Anderson criou o modelo mais simplificado possivel que
contivesse o essencial do problema, um modelo “tight-binding” desordenado de parti- culas

nao-interagentes conhecido como modelo de Anderson:
H = ZSiCICi—FZtijCICj, (21)
i ij
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onde ¢; e cj sao os operadores de aniquilacao e criagao de um elétron no sitio ¢, t;; é a
amplitude de “hopping” entre os sitios ¢ e j, tomado como nao aleatorio, e ¢; é uma energia
local aleatoria, determinada por um distribuicao de probabilidade com largura W.

Vamos dar uma idéia do argumento original de Anderson utilizando uma notacao
mais moderna. Basicamente o que ele fez foi estudar a funcao de Green local de um sitio

qualquer i, dada por

1 1
E+ —H)ii Bt —g — (B

Giu(E™) = ( (2:2)

onde ET = E +is, sendo E a energia do elétron e s um quantidade pequena e positiva, e
Y;(ET) a auto-energia. Analisando essa funcao, ele percebeu que se E estiver numa regiao em
que temos estados estendidos a parte imaginéria de X;(E™) tem um valor finito no limite em
que s — 0 e que, por outro lado, se E estiver numa regiao de estados localizados espacialmente
a parte imaginaria de ¥;(E™) tende a zero quando s — 0 [6, 7, 8, 9].

Podemos analisar isso tratando a parte do Hamiltoniano de Anderson que contém o

hopping como perturbacao. Expandindo a auto-energia, temos

tijtji
Si(ET) = Z E+J_] -
fez

Lijlinth
+o. (2.3)
R T e

O primeiro passo é olharmos para o comportamento do termo de ordem mais baixa, que nos

da

Im33; E+ )= —s
]Z?;l —5] +32

(2.4)
Se tomarmos a média sobre configuragoes de desordem da equagao (2.4), assumindo hopping
apenas entre primeiros vizinhos e uma distribuicao uniforme para as energias €; no intervalo

[-W/2,+W /2], obtemos que

2 w2 d
(h)) — AT %
<ImEZ(E )> - w —wy2 (B —€)? + s2



(2.5)

12 E—-W/2 E+W)/2
—ng (tan_l/ —tan_li—i_ / ),

S s
de modo que (Im¥;(ET)) d4 uma constante quando s — 0. Nesse ponto poderiamos ser
levados ao erro se, baseados no que dissemos acima acerca da diferenca entre estados esten-
didos e localizados, concluissemos que o estado de energia E é estendido. O fato importante
notado por Anderson é que se deve olhar para a distribuicao de probabilidade para fazer tal
afirmacao. Para ver por que isso é necessario, vamos analisar a equacao (2.4) de maneira
mais detalhada [7]. Com um s finito, temos que

(M) Tt .

S —
J#i

A condicao para que €; apareca como um pico de Im(3;/s), de modo que possamos ter Im¥;
finito quando s — 0, depende de que €, esteja dentro de um intervalo s ao redor de E e que t;;
seja maior que s. Para analisarmos a possibilidade de que ¢;; seja grande o suficiente vamos

assumir a hipdtese fisicamente razoavel de funcoes de onda exponenciais, de modo que
t(R) = tge fi/Fo, (2.7)

onde t(R) é o termo de hopping entre sitios i e j, separados por uma distancia R. ¢;; > s
implica
s
R < —ROIH;, (28)
0

onde o sinal de menos foi incluido porque s é muito pequeno. Sendo n a densidade de
sitios por unidade de volume, temos —n%ng(ln%)S sitios em volta do sitio i que satisfazem
a condicao t;; > s. Além disso, assumindo que E estd dentro da regiao [-W/2,4+W/2], a
probabilidade de que um dado j sitio tenha energia ¢; no intervalo s ao redor de E é s/W.

Sendo assim, a probabilidade de que t;; > s e |E — ¢;| < s é dada por

4 R3 3
Pltiy > 5,|E = &) < 5) = == (VSV) (m:o) . (2.9)



No limite s — 0

P(t” > 8, |E — €j’ < S) =0, (210)

de mareira que a possibilidade de termos estados estendidos é efetivamente zero.
Pode-se formalizar a anélise acima [1] e mostrar que a distribui¢do de probabilidade
de X = Im(%;/s) é dada por P(X)=exp(—s/X)/X3/?. A probabilidade de que X ~ 1/s

(necesséria para estados estendidos) é P(1/s) ~ s3/2

, ou seja, praticamente nula quando
s — 0. Podemos ver que a distribuicao de probabilidade de ImY;( E™) na verdade corresponde
ao estado de energia E como sendo localizado. O fato da média nao nos dar informagao til
vem do fato da distribuigdo P(X) ser bastante larga e os momemtos superiores nao serem
finitos.

Para mostrar que o estado é realmente localizado, é preciso mostrar que a expansao
em termos do hopping converge e que a distibruicao de probabilidade para ImY tem o mesmo
comportamento qualitativo que a do termo de segunda ordem, discutido anteriormente. De-
mostrar essa converegéncia é bem complicado, mas em suma requer que zt/W seja menor que
um valor critico que depende na energia, dimensionalidade e tipo de rede. Anderson mostrou
que quando a convergéncia é obtida, P(X) tem o mesmo comportameto discutido acima e
desse modo definiu os estados estendidos como aqueles em que a teoria de perturbacgao falha.
A discussao acima salienta a importancia de lidarmos com distribuicoes de probabilidade para
quantidades fisicas ao invés de valores médios quando tratamos de um sistema desordenado.
Fenomenos novos, como a localizacao, podem ser perdidos por abordagens que se concentrem
na tltima. Por exemplo, a Aproximagao do Potencial Coerente (CPA) prediz apenas estados
estendidos num sistema desordenado.

Na figura 2.1 temos a representacdo de um estado estendido (a) e de um estado

localizado (b) num sitema desordenado. De maneira geral podemos ver a fun¢ao de onda



de um estado localizado num sistema desordenado como uma funcao que tem um envelope
que decai exponencialmente a partir de um certo ponto no espaco, de modo que [(7)| ~

exp(|r — 7o|/€). € é chamado de comprimento de localizagao.

(a) (b)

Figura 2.1: Representacoes de uma (a) fungao de onda estendida e de uma (b) funcao de

onda localizada num sistema desordenado. Figura reproduzida da ref. [10].

O que emerge dessa discussao é que num sitema desordenado podemos ter regices
de energia em que os estados sao estendidos e regioes em que os estados sao localizados.
E plausivel que estados localizados e estendidos de mesma energia nao coexistam, visto que
nesse caso poderiamos mistura-los de modo a delocalizar os primeiros. Além disso, os estados
localizados devem estar nas bordas da banda pois correspondem a armadilhas mais profundas
no espectro de energia, o que impede que os sitios se conectem. Uma densidade de estados
tipica para sistemas descritos pelo Hamiltoniano (2.1) estd na figura 2.2. As energias E,. e
E. que separam estados estendidos de localizados sao chamadas de bordas de mobilidade.
A medida que a desordem aumenta as bordas de mobilidade se movem em direcao ao centro
da banda e, para desordem alta o suficiente, todos os estados estendidos desaparecem.

Uma cenério muito interessante surge da andlise da figura 2.2. A temperatura zero
os estados eletronicos sao ocupados um por um em ordem crescente de energia. Se o estado

na energia de Fermi for estendido, o sistema é um metal, visto que excitagoes eletronicas



Figura 2.2: Densidade de estados para um sistema desordenado. A regiao azul corresponde

a estados localizados. E,. e E. sao chamadas de bordas de mobilidade.

proximas a superficie de Fermi podem carregar corrente de um lado a outro da amostra. Por
outro lado, se o estado eletronico na energia de Fermi for localizado nao hé transporte de
carga e o sistema é um isolante. Desse modo, variando a densidade do sistema ou o valor
da desordem podemos cruzar a borda de mobilidade e o sistema pode passar de um estado
isolante para um estado metalico e vice-versa. Essa ¢ a chamada transi¢cao metal-isolante de
Anderson.

Visto que temos uma transicao de fase o préximo passo é sabermos se a mesma é
continua ou nao. Mott argumentava que a transicao deveria ser descontinua. Baseando-se
em idéias anteriores, ele dizia que o livre caminho médio dos elétrons no metal nao poderia

ser menor que a distancia entre os atomos. Aplicando essa idéia em conjunto com a teoria de

ne?l
m*vp

transporte de Boltzmann, que nos dd o = (onde o é a condutividade, n é a densidade
eletronica, e é a carga do elétron, m* é a massa efetiva dos elétrons, vp é a velocidade de
Fermi e [ o livre caminho médio), deve haver uma condutividade minima para o sistema, que
daria a descontinuidade da condutividade na transicao.

Essa questao sé ficou clara com a teoria de escala para a localizacao. No trabalho

de Abrahams et al. [3] foi mostrado que a transigao é continua e, além disso, que em uma e
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duas dimensoes nao ha estado metélico e conseqiientemente transicao metal-isolante. O fato
de que em uma dimensao nao hé transicao jé era conhecido [11, 12], mas em duas dimensdes

foi uma surpresa.

205 . .
181\, localizado ’
161
141
12r
10r
L estendido

Wit

DN A~ DD
T

Figura 2.3: Diagrama de fases do modelo de Anderson para uma rede cibica 3d. A linha

continua ¢ a borda de mobilidade e a linha pontilhada a borda da banda. Resultado repro-

duzido da ref. [13].

Na figura 2.3 temos o diagrama de fases do modelo de Anderson para uma rede
cibica 3d, obtido numericamente [13]. A linha continua é a borda de mobilidade e a linha
pontilhada a borda da banda. Podemos ver que para desordem suficientemente grande todos
os estados estao localizados. Esse diagrama estd de acordo com a discussao anterior.

A fisica da localizacdo e da transicao metal-isolante de Anderson é relevante para
varias situacoes, como para o estudo de conducao eletronica na banda de impurezas em
semicondutores dopados e para semicondutorees amorfos e vitreos.

Isso encerra o que queriamos falar sobre a transicao metal-isolante de Anderson. Na

secao seguinte trataremos da transicao metal-isolante de Mott.
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2.2 Transicao Metal-Isolante de Mott

Na maioria dos casos podemos determinar se um soélido cristalino é metalico ou isolante
analisando a sua estrutura de banda. Como dissemos no inicio da se¢ao anterior, para tais
solidos os niveis de energia sao divididos em bandas separadas por gaps. A temperatura T=0
K os niveis de energia sao preenchidos em ordem crescente, de maneira que se o nivel de
Fermi estd no meio de uma banda temos um metal e se estiver no meio de um gap temos
um isolante. No entanto, nem todos os sélidos sao bem descritos pela teoria de bandas. Isso
ocorre porque nem sempre os efeitos de interacao elétron-elétron sao levados em conta de
maneira adequada por essa teoria.

Historicamente, uma das primeiras falhas da teoria de bandas foi descoberta no
estudo do éxido de niquel (NiO). Este sitema que teoricamente deveria ser um metal, é na
verdade um isolante. O mesmo “problema” ocorre para varios éxidos de metais de transi¢cao
e alguns outros sitemas, que sao conhecidos como isolantes de Mott. Além disso, esses
sistemas podem sofrer uma transicao metal-isolante quando variamos a pressao, temperatura
ou composigao. Somente com os trabalhos de Mott [14] e Hubbard [15, 16, 17] ficou clara
a importancia da forte interacao entre os elétrons que ocupam um mesmo orbital para o
entendimento do que ocorre nesses sitemas.

Um modelo adequado para o estudo de tais sistemas é o modelo de Hubbard:

H=—- Ztijc;cjg + U Cl-LTCiTCLCil, (2.11)
ij,0 i
onde ¢, € c}a sao os operadores de aniquilagao e criagao de um elétron no sitio j com projecao
de spin o, t;; ¢ a amplitude de “hopping” entre os sitios ¢ e j, e U ¢ a repulsao coulombiana
entre elétrons de spins opostos em um mesmo sitio.

Quando a rede esta semi-preenchida (um elétron por sitio), os elétrons sé se movem
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se tiverem energia cinética suficiente para superar a energia de interacao U. No limite em
que t;; < U, os elétrons nao tem energia suficiente e surge um gap na densidade de estados
eletronica, dando origem ao comportamento de isolante de Mott. O gap £, ~ U — 2D, onde
D é a semi-largura de banda, ¢é a energia que um elétron tem de pagar para superar a energia
de repulsao coulombiana e sair de um dado sitio. Na figura 2.4 temos uma representacao
da densidade de estados para um isolante de Mott. No limite em que t;; > U, basicamente
o que temos é uma banda de um modelo tight-biding semi-preenchida, ou seja, um metal.
Pensando de uma maneira simplificada, partindo de um valor de U grande, a medida que U
diminui existe um valor critico de U em que as bandas se sobrepoem e obtemos um metal.
Obter esse valor de U e saber o que ocorre nas proximidades dessa tansi¢cao é um problema
bastante complicado, que vem sendo estudado ha varios anos. Essa descricao, em termos do

fechamento de um gap, foi a que Hubbard [17] deu & transigao metal-isolante.

A
\ 4

Banda de “Gap” de Mott Banda de
Hubbard Hubbard
Inferior Superior
(Preenchida) (Vazia)

D

Figura 2.4: Densidade de estados para o isolante de Mott, que se forma quando a repulsao

coulombiana local U é maior que a largura da banda D.

Outra forma de descrever essa transicao metal-isolante foi dada por Brinkman e

Rice [18]. Eles trataram o problema partindo da solugao metélica, que descreveram como
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um liquido de Fermi fortemente renormalizado. Nessa aborgem, ao nos aproximarmos da
transicao metal-isolante a massa efetiva das quasi-particulas diverge,

*

(.- Uy, (2.12)

m

indicando a localizacao (destruigao) das mesmas. Essa descri¢ao é boa para energias baixas,
mas nao captura as bandas de Hubbard que ja deveriam estar presentes no estado metalico.
Além disso, descreve o isolante de uma maneira muito simplificada, como uma colecao de
momentos independentes localizados.

Como a transicao metal-isolante de Mott ocorre quando U ~ D, seu tratamento
tedrico requer abordagens nao-perturbativas. Isso impediu um entendimento claro da regiao
critica por muitos anos. Com a Teoria Dinamica de Campo médio conseguimos ganhar uma
visao bem mais clara da transi¢ao, unificando os ponto de vista de Hubbard e Brinkman-
Rice descritos de maneira sucinta acima. Essa teoria serd descrita no proximo capitulo. Isso

encerra a descrigao breve que queriamos fazer da transicao de Mott.

2.3 Transicao Metal-Isolante em sistemas 2D

Como discutido na primeira se¢ao, em sistemas eletronicos bidimensionais nao-interagentes
nao ha transicao metal-isolante. Como a teoria de escala nao inclui efeitos de interacao, é
de se esperar que ocorram mudancas quando as interagoes entre os elétrons forem levadas
em conta. No entanto, trabalhos tedricos posteriores a teoria de escala para a localizagao
mostraram que interagoes fracas aumentavam a localizagao dos elétrons [19]. Além disso,
para interagoes fortes o sistema se torna um cristal de Wigner, em que os elétrons também
estao localizados. Dessa maneira, nao era esperado que esses sistemas fossem metélicos em

nenhums dos dois limites, fracamente (ou nao-) interagente, ou fortemente interagente.
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Experimentos em diferentes sistemas 2D, como filmes metalicos finos e MOSFET’s
(do inglés metal-oxide-semiconductor field-effect transistor), realizados na década de 1980
confirmaram as predicoes tedricas de maneira convincente, de modo que por quase duas
décadas a questao da possibilidade de um estado metdalico em um sistema 2D foi considerada
resolvida.

No entanto, o progresso recente da tecnologia de semicondutores permitiu a producao
de amostras muito puras, com muito pouca desordem, e em que podem ser feitas medidas a
densidades eletronicas muito baixas. Experimentos realizados nesses sistemas indicaram que
o ponto de vista anterior estava geralmente errado. Comportamento metalico (resistividade
diminuindo com a diminuigdo da temperatura) foi observado as temperaturas mais baixas
atingidas, para densidades eletronicas acima de um valor critico n.. Abaixo dessa densidade o
comportamento da resistividade é o de um isolante, de modo que podemos ter uma transicao
metal-isolante variando a densidade. Esses resultados s6 comecaram a ser bem aceitos depois
que grupos distintos obtiveram o mesmo comportamento em amostras e sistemas diferentes.
Uma revisao desses reultados experimentais pode ser encontrada nas referéncias [4, 5].

Os primeiros experimentos a demonstrar o comportamento nao usual da resistividade
com a temperatura e a existéncia de uma transicao metal-isolante em 2D foram realizados
por Kravchenko et al no ano de 1994 [20] em MOSFET’s de silicio muito pouco desordenados,
com mobilidades eletronicas bastante elevadas, muito maiores que as obtidas em experimen-
tos anteriores. Devido a alta qualidade dessas amostras foi possivel estuda-las num regime
bastante diluido. Nas densidades estudadas a energia de interacao elétron-elétron média
¢ dominante sobre a energia de Fermi. Estimativas para o valor dessas energias para um

MOSFET de silicio & n, ~ 10" em ™2 dao [4]

2
Euo ~ = (mny)"2 ~ 10meV (2.13)
€
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7hng

Ep =

~ 0.58meV, (2.14)

2m*

onde e é a carga do elétron, € é a constante dielétrica, F._. é a energia de interagao elétron-
elétron, Er é energia de Fermi e m* é a massa efetiva do elétrons. A razao ry = E._./FEp é
maior que 10 para essas amostras e tem-se um regime fortemente interagente.

Na figura 2.5 temos a dependéncia da resistividade com a temperatura para um MOS-
FET de silicio diluido para 30 valores de densidade eletronica, variando de 7.12 x 10*%cm=2 a
13.7 x 10*%m ™2, com os valores correspondentes de r, variando de 15 a 20 [21]. A densidades

4
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Figura 2.5: Dependéncia da resistividade com a temperatura para um MOSFET de silicio

diluido para 30 valores diferentes de densidade eletronica. Resultado reproduzido da ref. [21].
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baixas, curvas de cima, a resistividade cresce monotonicamnente com a diminui¢ao da tem-
peratura, comportamento tipico de um isolante. Para densidades pouco maiores que a den-
sidade critica n. (curvas abaixo da curva vermelha para a densidade critica) a resistividade
apresenta um comportamento nao-monotonico: diminuindo a temperatura a resistividade
primeiro aumenta, até uma temperatura da ordem de 2 K, e depois comeca a decrescer de
maneira bastante pronunciada até as temperaturaturas mais baixas obtidas. A densidades
mais altas o comportamento é monotonico com T. A separatriz entre os comportamentos

metdlico e isolante extrapola para uma valor de aproximadamente 3h/e?.

n = 8.58x1 0" cm?
8.80

10" | 9.02 .

9.33

p (We)

10° |

10"

T (K

Figura 2.6: Comportamento da resistividade na vizinhanga da separatiz para um MOSFET

de silicio diluido como funcao da temperatura. Resultado reproduzido da ref. [5].

Na figua 2.6 temos uma visao um pouco melhor do comportamento da resistividade
com a temperatura na vizinhanca da separatiz. Podemos ver que que os comportamentos
metalico e isolante sao bem pronunciados nessa regiao, quando olhados num intervalo menor

de temperatura (T<2 K). As curvas abaixo da separatiz apresentam um comportamento
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metalico muito forte, a curva com maior densidade apresentando uma queda na resistividade
de uma ordem de grandeza.

Na figura 2.7 temos uma comparagao do comportamento da resistividade na sepa-
ratriz com o esperado pela teoria de escala da localizacao para elétrons nao-interagentes.

Podemos ver a enorme discrepancia entre as duas curvas, experimental e tedrica.
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Figura 2.7: Resistividade na separatiz para um MOSFET de silicio diluido como fungao da
temperatura, comparada com a obtida teoricamente utilizando a teoria de escala com apenas

um parametro. Resultado reproduzido da ref. [5].

Comportamentos similares aos discutidos acima foram obtidos para outros sistemas
de elétrons e buracos bastante diluidos, como por exemplo heteroestruturas de GaAs/AlGaAs,
p-SiGe, p-GaAs/AlGaAs e n-AlAs (ver referéncias em [4, 5]).

A discussao acima mostra a relevancia do estudo de sistemas bidimendionais em

que desordem e interacoes entre os elétrons estao presentes. Apesar dos dados discutidos
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nessa secao terem sido obtidos para desordem pequena e interagoes fortes, é um problema
interessante saber o que ocorre quando o valor da desordem é moderado ou grande, e compete

com as interacoes. Isso encerra o que queriamos falar sobre transicao metal-isolante.
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Capitulo 3

Fundamentacao Téorica

Neste capitulo iremos discutir dois métodos utilizados para o estudo de sistemas fortemente
correlacionados. Comegaremos com a Teoria Dinamica de Campo Médio (TDCM), que pode
ser aplicada a sistemas com ou sem desordem. Depois, trataremos da Teoria Estatistica
Dinamica de Campo Médio (TEDCM), prépria para sistemas com desordem, que leva em
conta os efeitos de localizacao de Anderson desprezados pela TDCM. Por tltimo, falaremos de
maneira sucinta sobre o método que utilizamos no nosso trabalho para resolver o problema de
uma impureza de Anderson, parte fundamental tanto da TDCM quanto da TEDCM. Como
nosso trabalho esta focado no modelo de Hubbard, utilizaremos o mesmo como referéncia na

deducao de algumas equacoes.
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3.1 Teoria Dinadmica de Campo Médio

3.1.1 Teoria

A TDCM comegou a surgir com o trabalho de Metzner e Vollhardt [22]. Eles perceberam que
no limite de dimensao espacial infinita (d — 00) se o “hopping” no modelo de Hubbard for
reescalado de maneira adequada obtém-se um limite nao-trivial em que as energias cinética
e potencial sao da mesma ordem. Por outro lado, os calctilos seriam bem mais simplificados
nesse limite.
Isso levou a um série de desenvolvimentos que culminou com o artigo de Georges e
Kotliar [23], em que eles mostraram que no limite d — oo 0 modelo de Hubbard pode ser ma-
peado em um problema de uma impureza embebida num banho autoconsistente, construgao
que é a base da TDCM.
Vamos primeiramente introduzir o modelo de Hubbard:
H=- Ztijcjgcja + UZ Cl-LTCiTCLCu, (3.1)
ij,o i
onde ¢j, € c}o sao os operadores de aniquilagao e criagao de um elétron no sitio j com projecao
de spin o, t;; ¢ a amplitude de “hopping” entre os sitios ¢ e 7, e U ¢ a repulsao coulombiana
entre elétrons de spins opostos em um mesmo sitio.
No caso de uma rede ciibica simples d-dimensional com parametro de rede a =1 e
hopping apenas entre primeiros vizinhos a tranformada de Fourier de ¢,;; ¢ dada por
d
eg = —2t Y cosk;, (3.2)
j=1
onde t é a amplitude de hopping e k= (k1,...,kq). A densidade de estados das particulas

nao-interagentes (U = 0) no limite d — oo é determinada pelo teorema do limite central
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como
1

Dl = s

exp|—(e/2tVd)?). (3.3)

Para que essa densidade seja finita e, consequentemente, a energia cinética média das particulas
nao-interagentes seja finita temos de reescalar o hopping fazendo t = t*/ v/2d. Dessa maneira
consegue-se que os termos cinético e potencial tenham a mesma ordem de grandeza e que o
modelo tenha solugao nao-trivial [22].

Na discusao abaixo assumiremos que o sistema estd na fase paramagnética, mas a
teoria pode ser utilizada no estudo de fases ordenadas magneticamente. Para introduzirmos
a TDCM ¢é conveniente escrevermos a funcao de particao do modelo de Hubbard como uma

integragao funcional nas varidveis de Grassmann [24]:

Z:/HDQD%aﬂ (3.4)

B
S = / dr {Z CZTU(@T — W)Cig — Ztijcjgcjg + UZ”iT”iL ) (3.5)
0 i,o i

iJ,0
B =1/T, onde T é a temperatura, e y é o potencial quimico.
Vamos agora nos concentrar em um dado sitio, que chamaremos de o, e integrar os
graus de liberdade de todos os outros sitios da rede para determinarmos a dinamica efetiva

do sitio escolhido, ou seja, para encontrarmos a agao efetiva do mesmo. Esse é o chamado

método da cavidade [2], e estd ilustrado na figura 3.1. A agdo efetiva deve ser tal que

1 S et 1
—m%wff/HDTD»ﬂ. 3.6
6fe U ciyDcige (3.6)

Para obtermos uma expressao formal para S.; vamos dividir a a¢ao em trés partes:
uma que contém apenas variaveis do sitio escolhido (S,), outra que contém os termos que

conectam o sitio escolhido ao resto da rede (AS) e outra que contém os termos do resto da
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Figura 3.1: Cavidade criada na rede removendo-se um unico sitio e suas ligacoes adjacentes.

Figura reproduzida da ref. [2]

rede (S():

B
S, = / dr [Z cl (0r — 11)Coo + UnoTnol] , (3.7)
0 o
B
AS = / dr Z(tioc;coa +toiCl Cig) € (3.8)
J0 1,0
B
S(O) — / dr Z CIO’(aT — /L)Cig — Z tijC;-rngg + UZniTnil] . (39)
0 1#0,0 i#0jF#0,0 i#0

Assim, podemos escrever
Z :/ Dc!_Deoye™ /HDCIJDCZ‘JG_S(O)_AS. (3.10)
* Y i#o
Definindo as variaveis 7; = t;0co,, AS pode ser reescrita como
o f t
AS = / dr S (nicis + ciym). (3.11)
0 1,0
Olhando agora para a integragdo na equagao (3.10) que nao envolve o sitio o, podemos ver

que ela é o funcional geratriz das fungoes de Green conectadas da rede com o sitio o removido
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[24]. Temos ent@o que

Ser =3 X [nhm) -l G n (7)o, (5)G T TTT) (312)

n=1141...0n
+S,.
No limite de dimensées muito grandes (d — oo) a acao efetiva simplifica bastante. Isso ocorre
devido ao reescalonamento do hopping, discutido no inicio dessa secao. Nesse caso, como é
bem explicado na Ref. [2], s6 os termos com n = 1 nao se anulam na equacao (3.12), de

maneira que

B B B
Sef = _/0 dTA dr’ Z Cla (T)g(]_1<T - T,)COO' (7—,) + U/O dTnOT (T)nol(T)a (313>
com

Go Hiwn) = iwn + 1 — 3 tigtoy G (i) (3.14)
]
no espaco de frequéncias. Ggg)(iwn) ¢ a fungao de Green para propagacao entre os sitios ¢ e
j, numa rede em que o sitio o tenha sido removido.
Fisicamente Go(7 — 7') representa uma amplitude efetiva para um férmion ser criado
no sitio o no tempo 7, vindo do banho, e ser destruido no tempo 7/, voltando ao banho.
Dessa maneira incorporamos a informagao dos outros sitios da rede.

A funcao de Green da rede com o sitio o removido que aparece na equagao (3.14)

pode ser relacionada com as funcoes de Green da rede completa através da seguinte relacao

2],
Glio(iwn) G oj(iwy,) .

(0) /- — (). (s —
Gij (an) = GU (ZWn) Goo(iu}n)

(3.15)

Para tentarmos escrever G, ' (iw, ), dado pela expressdo (3.14), apenas em termos da funcdo

de Green local, vamos introduzir a funcao de Green no espaco dos momentos, que é dada por

Gk, iwy,) =

1
- S (3.16)
iwy, + pu—e(k) — X(k,iwy)
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onde Z(E, iwy,) é a auto-energia e (k ) Y, tijer k-Ris ¢ g relacao de dispersao do problema
nao-interagente. Metzner e Vollhardt [22] mostraram que no limte d — oo a auto-energia é
local, ou seja, S(k, iwy,) = S(iwy,).

Substituindo (3.15) na equagao (3.14), ficamos com

o | L Giliwn) Gy (i)
go 1(200”) = 1w, + ou— % tiotoj Gz’j (an) — Goo(iwi) (317)

E conveniente transformarmos para o espaco k:
Gij(iwy,) Zek R”G k,iwn). (3.18)

k

Substituindo a equacao (3.18) na equacgao (3.17), temos

k

2

Gy (iwn) = iwn + 1 — Z Gk, iw,) + (Zg(E)G<E, mn)) /3 Gk iw,).  (3.19)
i

As somas sobre & na equagao (3.19) podem ser obtidas através de integragdes sobre a energia

se introduzirmos a densidade de estados nao-interagente D(e) = >3 d(e — e(k)). Fazendo isso

e definindo a varidvel ¢ = iw, + p — X(iw,), podemos escrever

2
G (iw,) :iwn+u—/_+ delz(i)f + (/_+ d D@;) //_+ dgffg) (3.20)
Podemos utilizar as relagoes
+00 D({S) B +oo )
/_OO dag_g——l—kg/ — (3.21)
teo  D(e)e? | [tee D(a)s
/_Oo de s *C/_oo der (3.22)
para obter que
-1
Go Hiwy) = iwy + p— ¢+ (/_+ defﬁi) . (3.23)

[t de =2 ( ¢ a funcao de Green local G,,(iwy,) = G(iwy,).
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Finalmente, podemos escrever G;*'(iw,) em termos da funcdo de Green local do

Hamiltoniano original:
Go Hiwn) = iwy + p + Giw,) ™t — R[G(iwy)], (3.24)

onde R(G) ¢é a funcao reciproca da transformada de Hilbert da densidade de estados D(e),
correspondente ao problema nao-interagente (U = 0). A transformada de Hilbert D(¢) e sua

funcao reciproca R sao definidas por

b = [Tae?) Ripe)=c (3.25)

—00 < - 6,
Podemos ver que temos um conjunto de equacoes autoconsistentes, ja que a acao
efetiva dada por (3.13) depende da fungao de Green local, que pode ser calculada de maneira

direta a partir da acao efetiva,

G(r — 7)) = —(Trce(T)ch (7)) g (3.26)

ef”

Para que possamos ganhar com a nossa intui¢ao ¢ interessante que haja um Hamil-
toniano efetivo, ao invés de uma acao efetiva, que descreva a dinamica do sitio. No entanto,
um Hamiltoniano que contenha apenas os graus de liberdade do sitio é impossivel, visto que
a acao efetiva permite que o sitio troque elétrons com o resto da rede. Portanto precisamos
introduzir graus de liberdade auxiliares.

Um Hamiltoniano que serve para essa descricao é do modelo de uma impureza de

Anderson:

H = Z 5kcLO,c;w + Z[chlocka + Vk*c,tacoa] — 1 Z ! Cow + Unoin, - (3.27)
k,o k,o o

A agao que descreve a dinamica da impureza o nesse caso é

Sef = /OﬂdT/OﬂdT’ S (TG (T — T oo (7)) + U/OﬁdTnoT (T)noy (1), (3.28)

26



onde

“+oo
Gy Hiwy,) = iwy, + p — /_ dwi Alw)

—— AWw) =) V(w —ep). (3.29)
Wy — W P

Podemos entao ver (3.27) como uma representagdo Hamiltoniana da agao efetiva
desde que escolhamos os pardmetros Vj e g de modo a reproduzir Gy (iw,) em (3.24). E
importante ter em mente que Gy ' (iw,) ndo é conhecida a priori , mas é na verdade a solugao
procurada do problema.

Entao, o que fizemos foi mapear o modelo de Hubbard em uma rede num modelo
de uma impureza de Anderson embebida num meio autoconsistente. Esse mapeamento é
muito util pois o modelo de Andeson foi muito bem estudado nos ultimos 40 anos e esse
conhecimento pode agora ser utilizado para o estudo de varios modelos de sistemas fortemente
correlacionados (ja que a TDCM pode ser aplicada a outros modelos).

Em geral as equagoes autoconsistentes sao resolvidas por iteragao. Comegamos com
um chute inicial para Gy(iw,), definindo o problema de uma impureza dado pela equacao

(3.13). Resolvendo o problema de uma impureza através de algum método, obtemos a fungao

de Green local G(iw,). Podemos entao obter a auto-energia local através da equagao

Gy Hiwn) = S(iwy) + G (iwy,). (3.30)
Com X(iw,,), através de
Gliwn) = [ e Dee) (3.31)
" s iwn‘f‘ﬂ_z(iwn)_E’ .

podemos calular a nova fun¢ao de Green. Com os novos G(iw,) e 3(iw,) obtemos um novo
Go(iwy,), que determina um novo problema de uma impureza a ser resolvido. O processo se
repete até que uma solugao convergida é obtida.

Podemos ver uma semelhanca muito grande entre a TDCM e a teoria de campo

médio classica de sistemas magnéticos. Em ambas, um problema complicado em uma rede é
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transformado em um problema mais simples em que um dado sitio interage com um banho,
mais uma condicao de autoconsisténcia que determina esse banho. Outro fato importante é
que ambas sao exatas no limite d — oo, mas que nao deixam de ser boas aproximacoes para

sistemas fisicos reais.

3.1.2 TDCM e Transicao Metal-Isolante de Mott

Nos ultimos anos surgiu uma descricao bastante completa da transigao metal-isolante de Mott
devido a TDCM. Ela unificou os pontos de vista de Hubbard e Brinkman-Rice, discutidos
no Capitulo 1, dando uma descricao bem mais rica a transicao.

Nas figuras 3.2 e 3.3 abaixo estao alguns resultados interessantes obtidos com a
TDCM, para uma rede com densidade de estados semi-circular e semi-preenchida. Na 3.2
temos a densidade de estados local para alguns valores de U. Esses resultados foram obtidos
utilizando a teoria de perturbacao iterada como método de solucao do problema de uma
impureza [2]. Para U pequeno a densidade de estados local é muito parecida com a do caso
nao-interagente. Com o aumento de U surgem as bandas de Hubbard e o pico de quasi-
particula de Brinkman-Rice. Para U maior ainda o pico de quasi-particula some e surge um
gap na densidade de estados local: o sistema deixa de ser um metal e se torna um isolante.

Na figura 3.3 estd um diagrama de fases do modelo [2]. A regiao limitada pelas
linhas pontilhadas é a chamada regiao de coexisténcia, pois dentro dela as solucoes metalica
e isolante coexitem. Pode-se obter a linha da transicao de primeira ordem calculando-se
a energia livre das duas solugoes e determinando qual a menor. Essa linha termina num
ponto de transicao de segunda ordem. Acima desse ponto temos uma regiao de “crossover”
e podemos passar de maneira continua de um metal a um isolante.

E importante frisar que um isolante s6 pode ser distinguido de um metal rigorosa-
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Figura 3.2: Densidade de estados local a T=0, para alguns valores de U, obtidas pela teoria
de perturbagao iterada. As primeiras quatro curvas (de cima para baixo U/D=1,2,2.5,3)
correspondem a um metal cada vez mais correlacionado, enquanto a curva de baixo (U/D=4)

corresponde a um isolante. D é a largura da banda. Resultado reproduzido da ref. [2].

0.06
T/D

0.04 METAL ISOLANTE

00z 1

0.00 | | ' |

0 1 2 ! by 5
Ucl Uc2
U/D

Figura 3.3: Diagrama de fases do modelo de Hubbard completamente frustrado no semi-
preenchimento, obtido utilizando TDCM. Dentro da regiao delimitada pelas linhas pontil-
hadas solucoes metéalica e isolante coexistem. A linha preta ¢é a linha da transicao de primeira
ordem que termina num ponto de preto que indica uma transi¢ao de segunda ordem. Resul-

tado reproduzido da ref. [2].
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mente em T=0, o primeiro tendo condutividade nula e o iltimo condutividade finita. Em
temperaturas um pouco maiores, ainda podemos continuar diferenciando um metal de um
isolante Mott porque temos uma transi¢ao de primeira ordem, uma mudanca brusca na con-
dutividade quando aumentamos o valor de U, e associamos uma lado a um metal e o outro a
um isolante. Acima do ponto critico de segunda ordem essa condutividade muda de maneira
continua com U. Se olharmos para a curva de condutividade temos duas regioes distintas e
podemos dizer que uma estd associada a um mal isolante e outra a um mal metal.

Na figura 3.4 temos o diagrama de fase para o 6xido de vanadio V503 dopado com
cromo Cr [25], um sistema muitas vezes descrito pelo modelo de Hubbard. A introdugao do
cromo altera os parametros da rede cristalina, e consequentemente a importancia relativa
dos termos de hopping e de interagao local U, de tal modo que é equivalente a aplicacao de

pressao no sistema.

(a) (b)

500 500
' i %P %P
- g —%— Cross-over
400 Mott R
Insulator &
400 i A
X 350 E. 3 Stfongg; gg}rglared
- SR ! 200
300 ‘\{Q\\ §“\ ; ' csae —
\\\"strongly correlated| 100\  Antiferromagnetic "~

o
s \S\\\ metal Insulator

D L 1 1 .\‘
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 -8000 0 8000 16000 24000
P (bar) P (bar)

Figura 3.4: Diagrama de fases para o 6éxido de vanadio V5,03 dopado com cromo Cr. Resultado

reproduzido da ref. [25]

Podemos ver que esse diagrama tem algumas das caracteristicas do diagrama da

figura 3.3, como uma regiao de coexisténcia e um ponto critico de segunda ordem, além
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de um formato bem parecido. A fase ordenada magneticamente depende de detalhes mais
especificos do material, cuja reproducao geralmente requer uma descricao mais detalhada que

val além do modelo de Hubbard considerado.

3.2 Teoria Estatistica Dinamica de Campo Médio

Vamos considerar o modelo de Hubbard desordenado:

H =Y (—tij +€ib;;)clycio + U chiinel ey, (3.32)

ij,0
onde estamos assumindo que a energia atomica de cada sitio ; é dada por uma distribuicao
de probabillidade P(g;), que geralmente é considerada como sendo uniforme no intervalo
[-W/2,4W /2] ou uma gaussiana centrada em zero com dispersao W.

Consideremos uma dada realizagao de desordem, definida por um conjunto de ener-
gias aledtorias dos sitios. Seguindo a abordagem utilizada na TDCM no caso limpo, vamos
nos concentrar num dado sitio da rede, o sitio i, e integrar todos os outros para obtermos
uma acao efetiva para o sitio 7. Isso gera acoplamentos de todas as ordens entre os elétrons do
sitio, como em (3.12). Dentro do espirito da se¢ao anterior reteremos, além da repulsao local
de Hubbard, apenas as contribuicoes quadraticas dos campos férmionicos. Dessa maneira, a

acao efetiva local assume a forma

. p s, + i—1 / / A
Sep(i) = —/0 dT/O 'S e ()G (7 — e (F) + U/0 drng (T)ni (), (3.33)
com
Gl (iwn) = iwy, — &5+ p1 — Ai(iw,). (3.34)
A;(iw,) é chamada fungao de hibridizagao e é dada por

Ai(iwn) = 3 titaGS) (iwn) (3.35)
jk
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A construcao acima é exata em dois casos: no limite de dimensao infinita, discutido
na primeira secao, e para elétrons nao-interagentes em qualquer dimensao. No primeiro caso,
a soma na defini¢ao de A;(iw,,) é feita sobre um nuimero infinito de termos, os vizinhos do
sitio 7, o que faz com que a funcao de hibridizacao seja substituida pelo seu valor médio.
Isso significa que todos os sitios veem o mesmo banho. Como consequéncia, as flutuagoes
espaciais da funcao de hibridizacao, que representam as diferentes vizinhancas vistas por
cada sitio, sao suprimidas e nao capturamos efeitos de localizacao de Anderson. No caso de
elétrons nao-interagentes (U=0) isso se reduz a Aproximacao do Potencial Coerente (CPA).
E dessa forma que a TDCM trata a desordem [26, 27]. E importante salientar que agora
nao temos apenas um, mas varios problemas de uma impureza a serem resolvidos. Na figura
3.5 temos o diagrama de fase do modelo de Hubbard desordenado para varios valores de

desordem obtidos com TDCM [26].

0.025 T T T
| (@) -—W=0 .
. e W=04
0.020} i‘\ W=08 -
“'. -_——-W=12
i i l"- W=1.6 )
AR E--oW=2.0
= 0.015 ': \ \ W=24
-\
| : N :\ Ucl 1
- \'.
0.0101~ | |\\ \N?-U, . 7]
| \- \. . J
Lo : \\ =
PR S M U L L .
0.005 55 1.50 20 th 3.00

Figura 3.5: Diagrama de fases do modelo de Hubbard desordenado para varios valores de W,

obtido com a TDCM. Resultado reproduzido da ref. [26].

Para que possamos incluir efeitos de localizacao de Anderson dentro da abordagem
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acima temos de estudar redes com nimero de coordenacio finito. E isso que é feito na
TEDCM [28, 29, 30, 31], e que analisaremos a partir de agora. Olhando para as equagdes
(3.15) e (3.35) podemos ver a funcao de hibridizacao, que define a agao efetiva, como fun-
cional das funcoes de Green locais e nao-locais. Para podermos obter uma relacao de auto-
consisténcia na TEDCM precisamos relacionar essas fungoes de Green com a acao efetiva.
Para fazer isso vamos lembrar que a agao (3.33) é idéntica aquela do modelo de uma impureza
de Anderson num banho fermionico. A solucao desse modelo define uma auto-energia dada

por

Yi(iwn) = fwy + p — & — Ai(iwy) — (Gi(iw,)) ™, (3.36)

com

Gu(r—1') = —<TTCM<T)CIU(T/)>S#. (3.37)

Sejam G?j as funcoes de Green da rede para a mesma realizacao de desordem, mas no caso
em que nao ha interagdo (U = 0). As fungdes de Green G;;, do problema com interagao, sao

definidas dentro da TEDCM por

Z][

fechando o laco de autoconsisténcia da teoria.

Mais especificamente, a funcao de Green procurada é o elemento de matriz do resol-

vente
R 1
G = A , (3.39)
’iwn + o — Ho[&'i — & + Z@]
onde
ﬁo[&] = Z(—t” + Ei(sl'j)cl.a'cjo" (340)

ij,0

Esse resolvente pode ser calculado facilmente por inversao matricial.
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E importante enfatizar que a substituigdo na equagao (3.39) nao é exata, e constitui
a segunda aproximagao da teoria. Na formulacao exata as auto-energias sao nao-locais no
espaco. Podemos entao descrever a TEDCM como uma aproximacao na qual as auto-energias
tém um carater estritamente local.

Podemos escrever um algoritmo de solugao da seguinte maneira:

1. Dada uma realizacao de desordem, comecamos com um palpite para as funcoes de

hibridizacao Al (iw,).

2. Para cada sitio resolvemos o problema definido por (3.33), isto é, achamos a fungao de
Green local (3.37) utilizando algum método aproximativo e através de (3.36) encon-

tramos as auto-energias.
3. Utilizando as autoenergias caculamos as func¢oes de Green da rede atavés de (3.39).

4. Com as novas fungoes de Green atualizamos as fungoes de hibridizagao A?(iw,,), através

de (3.36).

5. Voltamos ao item 2 e comparamos as fungoes de hibridizacao, parando o processo

quando atingida a convergéncia necessaria.

Na figura 3.6 estao ilustradas as funcgoes de hibridizacao para dois sitios quaisquer
de uma dada realizagao de desordem e o seu valor médio [31]. Como podemos ver, a funcao
de hibridizacao média contém bem menos informagao que a funcao de hibridizacao de cada

sitio, o que traz uma enorme vantagem a TEDCM quando comparada a TDCM.
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Figura 3.6: Parte real (linhas pontilhadas) e parte imaginaria (linhas cheias) da fungao de
hibridizagao A;(w) de dois sitios quaisquer e do seu valor médio. Resultado reproduzido da

ref. [30].

3.3 Problema de uma impureza

Na pratica, as duas teorias discutidas acima sao resolvidas de maneira iterativa, de maneira
que temos de resolver um nimero muito grande de problemas de uma impureza de Anderson.
A resolucao desses problemas é a parte mais custosa dos cédlculos e, portanto, precisamos de
métodos praticos para solucionar o problema de uma impureza que, apesar de ser bem mais
simples que o problema original, continua a ser um problema de muitos corpos. Como esse
modelo foi bastante estudado nos ltimos anos, existem uma grande quantidade de métodos.
Nesta se¢ao vamos dar uma idéia geral do Monte Carlo Quantico, algoritmo Hirsch-Fye [32],
que utilizamos no nosso trabalho como método de solucao. No apéndice A estao alguns
detalhes a mais.

Basicamente, queremos obter a funcao de Green local a temperatura finita, equacao

(3.37), dada a acao efetiva ou o Hamiltoniano efetivo. Vamos utilizar a abordagem hamilto-
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niana.

Consideremos um operador A. O seu valor esperado a temperatura finita é dado por

B TrAe PH

() =~

(3.41)

Aqui H ¢é o Hamiltoniano do modelo de Anderson (3.27) e Z = Tre 1 é a fungao de partigao.
O primeiro passo consiste em separarmos o Hamiltoniano em duas partes, uma que contém

apenas termos de um corpo (H) e outra que contém a interagao (H') e é dada por
z. 1
H = U[”OT”OL - §(nm + nOL)]. (342)

O préximo passo é dividirmos o intervalo [0, 5] em L intervalos de tamanho At e fazer

L L

—BH _ {e—AT(HO—l-H’i)] ~ [e—ArHOe—ATH’L’ 7 (3.43)

(&

onde utilizamos a decomposicao de Suziki-Troter e introduzimos erros da ordem de (A7)?U.
Podemos desacoplar os termos quarticos utilizando uma transformacao de Hubbard-

Stratonovich,

G—ATU[HOTNOL—%(”OT"’”OL)] _ ; Z e/\S(NOT_nOl)7 (3.44)
s==1

A = e 27U/2 ¢ o campo discreto s é uma varidvel tipo Ising. Introduzindo uma

onde cosh
transformagao desse tipo em cada intervalo de tempo (7, = [A7) torna-se possivel tomar o
trago sobre os graus de liberdade fermionicos ja que os termos quarticos deram lugar a termos
quadraticos. Temos entao que

7 - ZngdetoT({s})detol({s})

= {E;p({s}) (3.45)
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com a matriz O, ({s}) definida em (A.16) e p({s}) = detO;({s})detO,({s}). Podemos fazer

o mesmo e obter a funcao de Green:

Go (11,5 71,) 21L; {2}; detOT({S})detOl({8})G§5}(Tll \Tly)
Z{s} p({s})G;{rS}(Tlu le)
RY(EY (349

onde Gi}(7,,7,) é dada pela equacio (A.15). Em (3.46) temos de somar sobre 2° con-
figuracoes e em cada termo a inversao de uma matriz L X L esta envolvida. Em geral temos
entao de utilizar o método Monte Carlo para calcular a funcao de Green. Primeiro, uma
configuracao aleatoria de spins é gerada, depois um processo aleatoério é construido tentando
flipar spins sucessivamente. Para gerarmos um processo Markoviano para o procedimento
de flips de spin precisamos determinar uma probabilidade de transi¢ao, com o requerimento
de satisfazer o balango detalhado. Duas formas muito utilizadas para essa probabilidade de

transicao P sao :

/

p

P(s — &) = -
p+p

(Banho térmico), (3.47)

1 se p>p
P(s — ') = (Metropolis). (3.48)
% de outro modo
A implementacao do algoritmo requer que calculemos os determinantes que aparecem
em p, assim como a inversao das matrizes que aparecem no calculo da funcao de Green. Hirsch

e Fye descobriram uma maneira de facilitar esse procedimento. Primeiramente encontraram

uma equagao de Dyson relacionando configuracoes de spin diferentes, dada por
G = A"'a, (3.49)

com

A=1+(1-G) V-1, (3.50)

37



que é chamada de atualizacdo limpa. Na equacio (3.50) G = G{*} e ¥ é uma matriz diagonal
cujos elementos sao e*”*. Quando as configuracoes diferem por apenas um spin a expressao

(3.49) se simplifica, e ficamos com a chamada atualizacdo suja
Gty = Gt + (G = Dia(e” ™ = Du(Au) ™ G, (3.51)

Nesse caso também podemos calcular a razao entre os determinantes de maneira simplificada,
dada por
/
Po 14 (1= Gy)(eXlr==0 — 1), (3.52)
p

Os nomes atualizacao limpa e suja se devem ao fato de que a ultima introduz erros de
arredondamento que se amplificam depois de muitas iteracoes, de maneira que devemos

intercala-la com a limpa que é computacionalmente mais cara.
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Capitulo 4

Resultados

Nesse capitulo discutiremos os resultados que obtivemos aplicando a Teoria Estatistica Dinamica
de Campo Médio, discutida no capitulo anterior, ao modelo de Hubbard desordenado, uti-
lizando o Monte Carlo Quantico (algoritmo Hirsch-Fye) como método de solugao do probema
de um impureza. Na primeira secao falaremos da rede que utilizamos para o nosso estudo e
determinaremos a unidade de energia utilizada nos resultados, na segunda falaremos de al-
guns dos testes que fizemos para estudar a convergéncia do método e por ltimo discutiremos

os resultados.

4.1 Modelo

No nosso trabalho focamos nossa atencao na fase paramagnética do modelo de Hubbard
desordenado numa rede quadrada, com hopping entre primeiros e segundos vizinhos e com as
energias dos orbitais, ¢;, dadas por uma distribuigdo uniforme no intervalo [—W/2, +W/2].
Escolhemos o hopping entre primeiros vizinhos (¢;) real e o hopping entre segundos vizinhos

(t2) imaginario, e utilizamos ty = i0.5¢;. Introduzimos “hopping” entre segundos vizinhos
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para eliminar a sigularidade de Van Hove que aparece no nivel de Fermi quando W=0. D, a
semi-largura de banda quando U=0 e W=0 (na figura 4.1 temos a densidade de estados para
esse caso), é a unidade de energia utilizada na apresentagao dos resultados. Para os sistemas
em que o modelo estudado se aplica D ~ 0.5eV — 1eV ~ 10*K.

Todos os resultados que serao apresentados foram feitos para uma rede quadrada

20 x 20, com condigoes periédicas de contorno, no semi-preenchimento, pu = U/2.

3
T

15—

N(E)

05—

Figura 4.1: Densidade de estados para o Hamiltoniano estudado quando U=0, W=0e t; =

0.25. D ¢é a semi-largura da banda, a unidade de energia que utilizamos.

4.2 Meétodo

Nesta secao discutiremos alguns dos estudos que fizemos para entender melhor o processo de
convergéncia das solucoes e a dependéncia com parametros do método Monte Carlo.

Apresentaremos daqui para frente alguns graficos como o mostrado na figura 4.2.
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Figura 4.2: Im G;(iw;) como funcao de sua posigao espacial na rede para W=0.6, U=2.18 e

T=0.025

Esses gréaficos mostram a distribuicao espacial da parte imaginaria da funcao de Green na
primeira frequéncia de Matsubara (Im G;(iw,)) para uma realiza¢do de desordem. Por re-
alizagao de desordem queremos dizer uma escolha aleatoria das energias dos sitios da rede.
Com esses graficos podemos ver as flutuagoes espaciais que a TEDCM capta. Além disso, é
facil ver que a teoria incorpora correlagoes entre os sitios: o valor de Im G(iw;) de um dado
sitio correlaciona-se com o valor da mesma quantidade para o sitio vizinho.

Na figura 4.3 temos a evolucao de Im G(iw;) para alguns sitios da rede com o niimero
de passos de iteracao. Em geral, comecamos com uma func¢ao de hibridizacao inicial igual

para todos os sitios, que descreve um banho isolante ou um banho condutor. Cada uma

41



das curvas na figura 4.3 esta associada a um problema de uma impureza de Anderson no
banho gerado pelos outros sitios. Para uma rede quadrada L x L temos L? curvas deste
tipo. Acompanhamos essa evolucao apenas na primeira frequéncia de Matsubara porque é
nela que a fungdo de Green (ou hibridizagdo) demora mais para se estabilizar. Na TDCM
sem desordem temos que acompanhar a evolugao de apenas uma curva desse tipo devido a
invariancia translacional. A convergéncia é obtida quando as flutuacgoes entre duas iteragoes

consecutivas sao menores que as flutuagoes estatisticas do Monte Carlo.

0,5 T T T

0 | | 1 | |
0 50 ) 100 150
numero de passos

Figura 4.3: Evolugao de Im G(iw,) para alguns sitios da rede 20 x 20 com o ntiimero de passos

de iteracao, para W=0.6, U=2.22 e T=0.025
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Na figura 4.4 fizemos graficos com a evolucao de Im G(iw;) com o nimero de passos
de iteracao como funcao de sua posicao espacial. Esses graficos auxiliam no processo de
checagem de convergéncia das solucoes. Podemos perceber que algumas regioes se definem

bem cedo no processo iterativo.

(a) (b) (c)

0.49

(d) (e) ()

Figura 4.4: Evolugao de Im G(iw;) para toda a rede 20 x 20 com o nimero de passos: (a) 0,
(b) 10, (c) 20,(d) 25, (e) 35 e (f) 130 passos. Os parametros utilizados foram W=0.6, U=2.22
e T=0.025.

Para uma mesma realizacao de desordem, com valores iguais de W,U e T, fizemos
alguns calculos com diferentes “chutes” inicias. Na figura 4.5 temos um desses resultados

para W=0.6, U=2.22 e T=0.035. Na figura 4.5 (a) comegamos com um “chute” inicial em
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que todas as fungoes de hibridiza¢do descrevem um banho isolante e em 4.5 (b) um banho
metalico. O que observamos foi que a dependéncia com esse “chute” inicial é bastante

pequena.

(a) (b)

Figura 4.5: Nessa figura comparamos a distribuigao espacial de Im G(iw;) para dois “chutes”
inicias diferentes para as fungoes de hibridizagao: em (a) todas sdo caracteristicas de um
banho isolante e em (b) de um banho metélico. Os parametros utilizados foram W=0.6,

U=2.22 e T=0.031

Na figura 4.6 fizemos uma comparagao entre o valor médio da parte imaginaria da
funcao de Green para diferentes niimeros de varreduras que utilizamos no Monte Carlo,
que denominaremos n-varreduras, para W=0.6, U=2.2 e T=0.025. Essas varreduras dao o
numero de vezes que tentamos mudar todos os spins de Ising que o nosso método de solucao
utiliza, discutido no capitulo anterior e no apéndice A. O que observamos foi que para valores
de n-varreduras igual ou maiores que 60000 as solugoes nao variam muito. Podemos ver

claramente na figura a diferenca entre a curva obtida com n-varreduras=20000 e as outras,
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que sao praticamente idénticas. O valor de n-varreduras=60000 esta de acordo com o utilizado
no trabalho [33], que aplica o Monte Carlo Quantico, algoritmo Hirsch-Fye, como método
de solucao dos problemas de uma impureza dentro da TDCM, para estudar valores de U
nao muito proximos do ponto critico. No entanto, na TDCM a diferenca encontrada para

diferentes valores de n-varreduras nao é tao grande quanto a que observamos aqui.

0,5 T T T T T T
04—
A 0.3
=
8
3 L
£
Vop2b- —
— n-varreduras=20000
| — n-varreduras=60000 i
n-varreduras=100000
o1l — n-varreduras=150000 n
0 1 | 1 | 1 | 1 | 1 | 1
0 0.5 1 L5 2 2.5 3

Figura 4.6: Média aritimética de Im G;(iw,,) para uma realizacao de desordem para W=0.6,
U=2.22 e T=0.025 e diferentes valores de nimero de varreduras de Monte Carlo: 20000,

60000, 100000 e 150000.

Nao podemos olhar apenas para valores médios. Precisamos ver se a distribuicao
espacial nao se altera muito quando mudamos o valor de n-varreduras. Na figura 4.7 fizemos
uma comparagao entre os graficos com a distribuigao espacial de Im G(iw;) para diferentes

valores de n-varreduras, com a realizacao de desordem correspondente a utilizada na figura
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4.6. Nao colocamos o grafico para n-varreduras=20000 porque com a mesma escala de cor
nao se consegue ver de maneira nitida os contornos dos graficos para os outros valores de
n-varreduras. Podemos ver que nao sé o valor médio de Im G(iw,) é bastante parecido, mas
também a distribuicao espacial dessa funcao, mostrando que n-varreduras=60000 ja nos dao

resultados bem confidveis.

(2l (b)

0.35

(c)

Figura 4.7: Distribuigao espacial de Im G(iw;) para uma realiza¢ao de desordem para W=0.6,

U=2.22 e T=0.025 e diferentes valores de n-varreduras: (a) 60000, (b) 100000 e (c¢) 150000.
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4.3 Resultados

O Monte Carlo Quantico, algoritmo Hirsch-Fye, é um método poderoso para o estudo do pro-
blema de uma impureza de Anderson. Quando acoplado a TEDCM podemos estudar tanto a
fase metalica quanto a isolante. Além disso, o método nos permite estudar um vasto intervalo
de parametros: temperatura T, valor de interacao local U e potencial quimico u. No entanto,
os calculos sao bastante custosos e, como na TEDCM precisamos resolver um niimero muito
grande de problemas de uma impureza, atingir temperaturas muito baixas requer um tempo
de computacao muito grande. Isso representou um impedimento para estudarmos a regiao de
coexisténcia, onde estava o nosso interesse inicial. Em todos os resultados apresentados aqui
estamos com temperaturas acima da que determina o ponto critico de segunda ordem, que
marca o fim da regido de coexisténcia. Para o caso em que nao temos desordem (W=0), o
ponto critico para o modelo que estamos utilizando ocorre aproximadamente em U? = 2.13 e
T = 0.025 [34]. Na figura 4.8 temos um diagrama de fases aproximado para o modelo nesse
caso. Como estudamos apenas temperaturas iguais ou maiores que 70, e é um resultado co-
nhecido que T diminui com a desordem [26], sabemos que estamos acima do ponto critico.
Mantivemos a desordem pequena para nao nos afastarmos muito do ponto critico, de modo
a podermos observar o que ocorre em suas proximidades.

Antes de mais nada é conveniente mostrar como distinguimos um isolante de Mott
de um metal utilizando o Monte Carlo Quantico, visto que o método se restringe ao tempo
imginario e sozinho nao permite que calculemos, por exemplo, a resistividade do sistema. Na
figura 4.9 temos a parte imaginaria da fungao de Green para dois casos: (a) um metal tipico
e (b) um isolante de Mott tipico. As duas figuras foram obtidas para W=0 e T" < T.. No
isolante de Mott temos um gap na densidade de estados. Portanto, quando iw, — 0, Im

G(iw,) tende a zero. Ja para o metal Im G(iw,) tende a uma constante quando iw, — 0,
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que é a densidade de estados em . Os circulos determinam as frequéncias de Matsubara,

wy, = (2n+ 1)mkpT.

0.025 |--------

Metal Isolante

2.13

Figura 4.8: Diagrama de fases aproximado para o modelo que estamos estudando, no caso
limpo (W=0). A regiao em azul é a chamada regiao de coexisténcia, que termina num ponto

critico, em vermelho

o : : . 0.5 : : : e

Metal 4 r Isolante

(a) (b)

Figura 4.9: Em (a) temos um comportamento de um metal tipico e em (b) de um isolante

de Mott tipico. Em (a) U=2.11 e em (b) U=2.22, ¢ T=0.013 em ambos os casos.
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Como dito no capitulo anterior, uma distincao rigorosa entre um metal e um isolante
s pode ser feita em T=0. O fato é que com temperaturas finitas surge um valor pequeno
de densidade de estados, parte imaginaria da fungao de Green, mesmo numa regiao em que
ha um gap em T=0. Podemos, no entanto, continuar associando o comportamento visto na
figura 4.9 (a) com um metal, que para temperaturas acima de T, é chamado de metal ruim, e
um comportamento como o da figura 4.9 (b) com um isolante, que para temperaturas acima
de T, é chamado de isolante ruim [35].

Assim, graficos como o apresentado na figura 4.2, com a distribuigao espacial de Im
G(iw1), nos dao uma “paisagem” das propriedades de condugao do sistema. As regides que
tem valores maiores de Im G;(iw;) conduzem melhor que as regides que tem um valor menor
de ITm G;(iw).

Nas figuras 4.10 (a),4.11 (a) e 4.12 (a) temos gréaficos mostrando a dependéncia
espacial de Im G;(iw, ) para diferentes parametros. Temos também em 4.10 (b),4.11 (b) e 4.12
(b), o valor médio de Im G;(iw,) para a realizacao de desordem correspondente e as curvas
de Im G;(iw,) para o sitio em que o valor de Im G;(iw;) é maximo e o sitio em que o valor
de Im G;(iw;) é minimo. Escolhemos essas figuras porque apresentam um comportamento
interessante, que sera discutido abaixo.

Na figura 4.10 (a) temos trés picos bem distintos. Esses picos tém fungoes de Green
com comportamento semelhante ao da curva vermelha que estd ilustrada na figura 4.10 (b),
que é para o pico maior. Essa curva tem comportamento como a de um metal ruim, indicando
a existéncia de “bolhas” de metal ruim no sistema. Utilizaremos esse termo “bolhas® para
designar regides em que as fungoes de Green dos sitios tem comportamento parecido. A
maioria dos sitios apresentam uma funcao de Green tipica de um isolante ruim, como a curva

azul da figura 4.10 (b). Podemos perceber isso claramente olhando para a média na figura
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Figura 4.10: Em (a) temos Im G;(iw;) como fungao de sua posigao espacial na rede e em (b)
temos trés curvas: valor médio de Im G;(iw,), Im G;(iw,) para o sitio em que Im G;(iw;) é
maxima e Im G;(iw,) para o sitio em que Im G;(iw;) é minima. Os parametros utilizados

foram W=0.8, U=2.27 e T=0.025.

4.10 (b), curva preta. Podemos dizer que esse sistema apresenta uma coexisténcia de “bolhas”
de metal ruim e “bolhas” de isolante ruim. Como a desordem para esse caso é pequena e a
temperatura é alta, esperamos que esse comportamento fique mais definido se aumentarmos
a desordem e diminuirmos a temperatura.

Na figura 4.11 (a), temos um comportamento semelhante ao da figura 4.10 (a), mas
podemos ver que temos apenas um pico que se destaca mais, uma bolha com comportamento
metalico. A realizacao de desordem é a mesma nos dois casos, o que justifica a semelhanca.
No entanto, os valores de U e W utilizados na figura 4.10 (a) sdo maiores. Essas bolhas
metalicas existem para valores de U maiores com desordem maior. Para W=0.6, U=2.20 e

T=0.025 (ver figura 4.15 (d)), um valor de U menor que o da figura 4.10, esse comportamento
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Figura 4.11: Em (a) temos Im G;(iw;) como fungao de sua posigao espacial na rede e em (b)
temos trés curvas: valor médio de Im G;(iw,), Im G;(iw,) para o sitio em que Im G;(iw;) é
maxima e Im G;(iw,) para o sitio em que Im G;(iw;) é minima. Os parametros utilizados

foram W=0.6, U=2.18 e T=0.025

ja4 nao aparece mais e todo o sistema tem um carater isolante. Na figura 4.11 (b), vemos que
o comportamento médio indica que o sistema é um isolante.

Na figura 4.12 (a) podemos ver que o que estd comegando a surgir é um comporta-
mento isolante, bolhas de isolantes ruins. A regiao mais azul, no menor valor na escala de
cores, tem funcoes de Green que parecem estar indo para um comportamento isolante, como
podemos ver pela curva em azul na figura 4.12 (b). Diferentemente dos casos anteriores o sis-
tema agora tem um comportamento médio semelhante ao de um metal, curva preta na figura
4.12 (b). Novamente, esparamos que esses comportamentos fiquem mais definidos quando a
desordem aumenta e quando a temperatura é mais baixa.

Como podemos relacionar as regioes mais ou menos condutoras com as energias locais

g;? Para responder essa pergunta construimos a figura 4.13. Na figura 4.13 (a) plotamos os
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Figura 4.12: Em (a) temos Im G;(iw;) como funcao de sua posicao espacial na rede e em (b)
temos trés curvas: valor médio de Im G;(iw,), Im G;(iw,) para o sitio em que Im G;(iw;) é
maxima e Im G;(iw,) para o sitio em que Im G;(iw;) é minima. Os pardmetros utilizados

foram W=0.6, U=2.13 e T=0.025

valores de Im G(iw;) para uma realizacao de desordem em ordem decrescente: pegamos os 400
valores obtidos para essa quantidade e colocamos em ordem decrescente. Na figura 4.13 (b)
plotamos as energias locais ¢; seguindo o ordenamento definido pela figura 4.13 (a): colocamos
a energia do sitio i na mesma posigao horizontal que Im G;(iw;). Podemos perceber que para
os menores valores de Im G(iw;) as energias correspondentes estdo préximas a zero e para
os maiores valores de Im G(iw;) as energias correspondentes tem médulo maior. Isso estd
associado ao fato de que para energias locais distantes de zero os sitios tem maior tendéncia a
estarem duplamente ou nao ocupados, favorecendo a conducao, ou seja, valores maiores de Im
G(iwq). Sitios com energias mais préximas de zero tem maior chance de estarem ocupados
com apenas um elétron, desfavorecendo a conducao, ou seja, favorecendo valores menores

de Im G(iw;). Nesse sentido, as energias locais €; atuam como uma espécie de “potencial
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quimico local”, alterando localmente a dopagem.

0.3
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01 . o e :
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Figura 4.13: (a) Im G(iw;) em ordem decrescente para uma realizacdo de desordem. (b) ¢;
seguindo o ordenamento decrescente de Im G(iw;). Os parametros utilizados foram W=0.6,

U=2.08 e T=0.025.

Na figura 4.14 temos gréficos de Im G;(iw;) para trés realiza¢oes de desordem. Pode-
mos ver que as “paisagens” de conducao mudam nos trés casos. Essa mudanga ocorre porque
as equacoes a serem resolvidas sao diferentes para realizacoes de desordem diferentes. No
entanto, caracteristicas similiares se mantém e Im G;(iw;) permanece na mesma regiao de
valores, ja que os valores de desordem, interacao e temperatura se mantém os mesmos.

Podemos olhar melhor a mudanca de comportamento do sistema quando aumenta-
mos o valor de U olhando para a figura 4.15. Nessa figura temos os valores de Im G(iw,,)
para o sitio em que Im G(iw;) é maxima, Im G(iw,) para o sitio em que Im G(iw;) é minima
e o valor médio de Im G(iw,), para quatro valores de U. Podemos ver que na figura 4.15 (a)
todos os sitios tém um comportamento de um metal ruim. Quando U aumenta um pouco
aparecem bolhas isolantes no sistema, até que na figura 4.15 (d) todos os sitios do sistema

tem um carater isolante. A medida que o valor de U aumenta o carater metélico do sistema
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vai diminuindo até desaparecer completamente.

Figura 4.14: Im G;(iw;) como funcao de sua posigao espacial na rede para trés realizagdes

diferentes de desordem, para W=0.6, U=2.21 e T=0.025
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Figura 4.15: Im G(iw,) para o sitio em que Im G(iw;) é maxima, Im G(iw,) para o sitio em
que Im G(iw;) é minima e o valor médio de Im G(iw,) para uma realizacdo de desordem e

quatro valores de U: (a) 2.08, (b) 2.13, (c¢) 2.18 e (d) 2.20. Os outros parametros utilizados
foram W=0.6 e T=0.025
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Podemos olhar também para a mudanca que ocorre com o aumento de U através da
figura 4.16. Todos esses graficos foram feitos para valores de U tais que todos tém comporta-
mento isolante, sem presenca de bolhas metalicas. Fizemos isso para manter a mesma escala
de cores e facilitar a vizualizacao. E perceptivel que a medida que U aumenta os valores de
Im G(iw;) vao diminuindo. Como a realizagao de desordem ¢ a mesma que a utilizada nas
figuras 4.11 (a) e 4.12 (a) podemos perceber que os picos se mantém basicamente nas mesmas

posicoes.

Figura 4.16: Im G;(iw;) como fungao de sua posi¢ao espacial na rede para quatro valores
de U: (a) 2.20, (b) 2.22, (c) 2.24 e (d) 2.26. Os outros paratros utilizados foram W=0.6 e

T=0.025.
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Outra coisa que podemos fazer é olhar para as flutuagoes de Im G(iw;) em torno de
sua média para uma realizacao de desordem. Isso ¢é feito na figura 4.17. Podemos perceber
que a medida que U aumenta as flutuacoes em torno da média aumentam e depois diminuem.
Isso parece sugerir que as figuras (b) e (c¢) correspondam a pontos mais proximos do ponto

critico.

U=2.10 U=2.18

U=2.20 U=2.22

(c) (d)

Figura 4.17: Im G;(iw,)/ < Im G;(iw,) > para alguns valores de U: (a) 2.08, (b) 2.18, (c)

2.20 e (d) 2.22. Os outros parametros utilizados foram W=0.6 e T=0.025.



O mesmo comportamento aparece quando analisamos uma desordem um pouco
maior. Na figura 4.18 temos também as flutuagoes em torno da média para diferentes valores
de U. As flutuagoes aumentam e depois diminuem, sendo méximas na figura 4.18 (¢). O valor
de U nesse caso é U=2.27, maior que o que ocorre com desordem W=0.6 que é préximo de
U=2.18. Supondo que U=2.27 estd mais perto do ponto critico, podemos ver que o valor de

U critico deve estar aumentando com a desordem, como ¢ esperado.

U=2.14 U=2.21

U=2.27 U=2.32

Figura 4.18: Im G;(iw,)/ < Im G;(iw,) > para alguns valores de U: (a) 2.14, (b) 2.21, (c)

2.27 e (d) 2.32. Os outros parametros utilizados foram W=0.8 e T=0.025.
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Na figura abaixo temos as flutuagoes de Im G(iw;) em torno da média como fungao
de U para os mesmos valores de desordem das figuras anteriores. Podemos ver melhor o
aumento e a diminui¢ao das flutuagoes com a variacao de U. E interessante notar que para
a desordem maior o valor de U em que as flutuagoes sao maiores aumenta, assim como a

amplitude dessas flutuacoes.
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Figura 4.19: Flutuacoes de Im G(iw;) em torno da média para T=0.025 e dois valores de

desordem: W=0.6 ¢ W=0.8.

Como a desordem que utilizamos em todos os nossos resultados é moderada, de

maneira geral as distribui¢oes que aparecem nao sao muito largas e o valor médio da uma
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boa idéia do comportamento do sistema. Na figura 4.20 temos o valor médio da parte
imaginaria da funcao de Green para alguns valores de U. Quando olhamos essa figura fica
clara a transicao metal-isolante que o sistema sofre com o aumento de U. No entanto, essa
transicao que observamos é um “crossover”’, em que passamos continuamente de um metal

ruim a um isolante ruim, pois estamos acima de 7).
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Figura 4.20: Média aritimética de Im G;(iw,) para uma realizagdo de desordem para alguns

valores de U, W=0.6 e T=0.025

Na figura 4.21 fizemos um grafico com o valor médio de Im G;(iw;) como fungao de U
para dois valores de desordem: W=0.6 e W=0.8. Apesar de nao termos uma transicao bem
definida, podemos ver que ha uma regiao em que as curvas, tanto para W=0.6 quanto para
W=0.8, tem uma derivada mais pronunciada. E razodvel supor que essa regiao corresponde
ao crossover, indicando que a desordem esta aumentamdo o valor de U,, o U no ponto critico.

A explicacao para o aumento do valor de U, com a desordem segue a que demos an-
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teriormente para explicar o comportamento da figura 4.13. Ao introduzirmos a desordem nas
energias locais, favorecemos um pouco a dupla ocupacao de alguns sitios e a ocupagao nula de
outros, ou seja, dopamos localmente em relagao ao semi-preenchimento. Como teremos mais
sitios duplamente ocupados e sitios vazios que quando W=0, favorecemos o estado metalico,
pois os elétrons tem maior liberdade para passear pelo sistema. De modo a recuperarmos
uma situacao em que temos um elétron por sitio precisamos de um valor de U maior que no

caso W=0.
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Figura 4.21: Média aritimética de Im G;(iw;) para uma realizacao de desordem para alguns
valores de U e dois valores de desordem W=0.6 e W=0.8. A temperatura para todos casos

¢ T=0.025
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Capitulo 5

Conclusoes

Neste trabalho estudamos o modelo de Hubbard desordenado numa rede bidimensional
quadrada, com hopping entre primeiros e segundos vizinhos. Utilizamos como ferramenta
para esse estudo a Teoria Estatistica Dinamica de Campo Médio. Essa teoria mapeia o
problema original em varios problemas de uma impureza de Anderson, que estao embebidos
em meios determinados por uma relagao de autoconsisténcia. O método que aplicamos para
resolver esses problemas de uma impureza foi o Monte Carlo Quantico, que faz cdlculos em
temperatura finita. O nosso trabalho é a primeira implemetagao numérica da TEDCM que
utiliza o Monte Carlo Quantico como método de solugao dos problemas de uma impureza.
Um dos resultados interessantes que obtivemos foi a coexisténcia de “bolhas” de
isolantes e metais ruins. Em sistemas maiores essas “bolhas” devem crescer, surgindo a
possibilidade de estudarmos problemas de interface entre essas regidoes com comportamen-
tos diferentes. Uma série de perguntas interessantes aparecem, como por exemplo, de que
maneira o metal (isolante) penetra no isolante (metal) [36]. Em temperaturas mais baixas
do que as estudadas neste trabalho, em que existe uma regiao de coexisténcia, agora no

sentido de que o sistema tem mais de uma solucao estavel possivel, podemos estudar pare-
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des de dominio definindo duas regioes da rede com valores de interacao U diferentes, um
estando dentro e outro fora dessa regiao de coexisténcia. De maneira geral, poderemos es-
tudar sistemas fortemente correlacionados nao-homogéneos como, por exemplo, super-redes
compostas por metais de transigao [37, 38].

Além de observar essa coexisténcia de “bolhas”, conseguimos associar regioes mais
(menos) condutoras com energias locais maiores (menores), essas energias locais atuando
como um potencial quimico local, que altera localmente a dopagem. Observamos também
que as flutuagoes em torno da média da parte imaginaria da funcao de Green na primeira
frequéncia de Matsubara sao maiores em algumas regioes, que parecem sugerir uma maior
proximidade do ponto critico de segunda ordem em que termina a regiao de coexisténcia.
Finalmente, observamos o aumento do valor de U critico com a desordem, resultado ja co-
nhecido.

Esse trabalho representa o primeiro esforco na utilizagao da combinacao TEDCM e

Monte Carlo Quantico no estudo de sistemas fortemente correlacionados nao homogéneos.
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Apeéendice A

Algoritmo Hirsch-Fye

O algoritmo Hirsch-Fye [32, 2] foi desenvolvido para o estudo do modelo de Anderson, que
descreve uma impureza magnética num banho fermionico. O hamiltoniano modelo é dado

por

H = Z EOCEUCOU + Unorno, + Z [‘/()pcgocpo + ‘/S;QCLO'COU] + Z Epc;rmcpov (A1)

p>0,0 p>0,0

onde os dois primeiros termos descrevem apenas a impureza, o ultimo descreve o banho em
que a impureza esta embebida e o peniltimo o acoplamento entre a impureza e o banho.
Chamaremos de N o nimero total de orbitais presentes no hamiltoniano.

Vamos separar o hamiltoniano H em duas partes, uma nao-interagente H° e outra

interagente H*, de modo que H = H® + H'. Podemos realizar isso fazendo:

1
HO = Z(é‘p + 6P>O§U)CI)JCOU + Z [%PCEL)JCPU + ‘/OZCLUCOU] (A2>
p,o p>0,a
, 1
H' = U[nOTnOl — 5( 07 + n()l)]. (A?))

Consideremos agora a fungao particao do sistema

L ,
Z="Tre " =1r]] e ATHOHHY] (A.4)

=1
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onde separamos o intevalo de tempo imaginario [0, 5] em L partes iguais de tamanho A1 =
B/L.

O que dificulta o caculo de Z é o termo que envolve quatro operadores (o termo
de interacao), ja que um hamiltoniano quadatico pode ser facilmente diagonalizado. Entao,
vamos escrever o operador quartico em termos de operados quadraticos.

Primeiramente, vamos separar as exponenciais através da decomposi¢ao de Suziki-

Troter, que nos da

efAT[H°+Hi] _ efATHoefA‘rH" + O(ATQ[HO, Hz])
— e*ATHOefATHZ‘ + O(ATQU)

~ €

—ATHOQ—ATHi. <A5>

Podemos utilizar o resultado anterior para aproximar a funcao de particdo por Z ~ Z47,
com

ZAT — Ty ﬁ e—ATHoe—ATHi <A6)
=1

O préximo passo é introduzirmos uma transformacao de Hubbard-Stratonovich

e—ATU[TLOT'rLOi_%(nOTJ"nOl)] — ; Z eAS("OT_”Oi)7 (A7)
s==+1

—ATU2 B facil verificar que isso é verdade,

com A determinado pela equacao coshA = e
bastando aplicar os dois lados da equagao aos quatro estados possiveis de ocupagao do orbital
da impureza. Podemos agora substituir isso em cada intervalo de tempo da equagao A.6 e

chegamos a

L
1
ZAT = Tr e_ATHO, 2: 6/\sl(n0T—n01)
l=111[ Zsl::tl ]

L
— LLZTTH[efATHoe)\sl(nOT*n()l)]’
2 {s} =1
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onde {s} = (s1, Sa,...,51). Separando agora H° em suas componentes de spin de modo que
= Y, HY e definindo o operador V(1) = 3, cb V.7 (1)cpy, com VI,(1) = bppdoprasy,

pp" “po ¥ pp’

podemos escrever

AT 2LZTTH H e~ ATHZ V(1)

{s} I=10= Tl
= LZ 11 TTHe ATHz V(). (A.8)
2 {s}o=1,1 I=1

Por conveniéncia vamos definir a seguinte quantidade
Z{s}l= II Tr H e ATz 0, (A.9)
o=11 I=1
a funcao de particao para uma dada configuracio de spins de ising {s}, de modo que Z27 =
O trago em Z[{s}| pode ser calculado diretamente, como se pode ver em [39]. Uti-
lizando esse resultado, temos que

Z[{s}] = ][] det[l + B{...BY], (A.10)
o=T,1

—ATHY V() gendo HO a matriz N x N, que nao depende do spin, do operador

com B =e
H? e V°(I) a matriz N x N do operador V().
Podemos definir fungoes de Green dentro da mesma aproximcao que utilizamos para

— 0 _ i ~ .
Z27 tomando Up, = e 27H e=27H" como operador de evolucdo entre intervalos de tempo:

gﬁ;lpZ <l1’ 12) = <T Cplg(Tll)CLQU(T12>> (A.ll)
1 = AT 0 Ve
- AT 2L Z Tr T CplO' 7_l1 p20’ le 1:[ l_[ ATHg (l)] (A12)

De acordo com a literatura em Monte Carlo Quantico definimos a funcao de Green sem o

sinal negativo.
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Vamos agora introduzir a funcao de Green para uma dada configuracao de spins de

ising {s}:

T8 1 L —ATHO g
gﬁpigg}(h’l?) = TT[TTcpm(Th)CLQo(Tb) H e BTHee (l)]a (A.13)
Z1() II 11

de modo que

Z s gAT’{S}(llv ZQ)Z[{S}]
AT I 1) = {s} Yo,p1p2 . A 14
907171172( 1y 2) Z{s} Z[{S}] ( )

Podemos tirar o trago da equagao A.13, como descrito na referéncia [40], e encontramos que

[Bg_l...Bg(l+Bg_1...B;’Bg...Bg)—1] se 1 >y

At {s} (I, 1) = pip2

gUaPlP?

{—Bfl_l...BfBg...Bg(lJrBg_l...B{’Bg...Bg)‘l}pm se I <l
(A.15)

Para simplificar um pouco a notacao definiremos a partir de agora a matriz 9fsy

que é uma matriz L x L de matrizes N x N, ou seja, uma matriz (N * L) x (N * L), cujos

AT {s} (lh l2> ]

elementos sao dados por g7 (pripa),(al)  Jopive

As aproximacoes feitas acima sdo muito boas desde que AT?U < 1. Se estivermos
interessados em valores de U pequenos ou em temperaturas altas o L serd pequeno. Nesse
caso, a somdatoria sobre as confiruracoes de ising {s}, que s@o poucas, pode ser feita dire-
tamente através do “Gray code” [2]. Mas em geral esse nao ¢ o caso e precisamos utilizar
o método Monte Carlo para realizé-la. Abaixo vamos obter algumas relagoes tteis e depois

descrever o método como proposto originalmente por Hirsch e Fye.
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Vamos agora introduzir a matriz (N« L) x (N x L) O, ({s}):

1 0 ... 0 BT
B 1 ... ... 0
O,({s})=] 0o -By 1 ... .. |- (A.16)
1 0
i By, 1

Podemos calcular diretamente o determinante de O,({s}) e obtemos que ele é dado por
det[1+ BY ... BY], e ainda que O, '({s}) = 975y
Apesar das matrizes descritas acima serem grandes, nao precisamos manipuld-las
diretamente, como notaram Hirsch e Fey. Eles observaram que as funcoes de Green para duas
/

configuragoes de ising diferentes (s1...s7) e (s]...s}) estao relacionadas por uma equacao

de Dyson. Para encontrar essa equacao vamos fazer

1 0 ... 0 Br|levo o o o o
—-BY 1 el 0 0 V7 (2) 0 0 0
O ({she™” N = | o _pg 1 ... .. 0 0 eV o 0
10
I Bf_, 1 || .. 0 eV |
[ v 0 0 Bge—V"(L)_
_Bre V") V@ o N 0
0 _Bje V@ V) o 0
- (A7)
eV (L-1) 0
_Bg_ eV V)

onde introduzimos a matriz (N * L) x (N * L) eV () definida a partir das matrizes
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N x N €. Os elementos fora da diagonal nao dependem da configuracio de spin pois
Bre V) = AT VTV () — o~ ATHY ) ovidente entdo que para duas configuracoes

distintas {s} e {s'} vale a relagao
OU({s})e_W({S}) — @J({S/})G—V"({s’}) — o V' {sh _ oV (A.18)
Apoés alguma manipulagoes chegamos a

90y — 9% = (97 — D7 EDVTED) —1)g7,. (A.19)

(V" NV — 1) ) (i) X 011150001 Oops €, devido a esse fato, surge a possibilidade de
“integrarmos” os graus de liberdades do banho, pois a equacao A.19 permanece vélida no
subespaco definido por p; = 0 e po = 0. Vamos entao nos concentrar na fungao de Green do
orbital da impureza gﬁ&){s}(h, l5), que chamaremos por enquanto de Gy, 4,, e reescrever A.19

de uma maneira mais 1util para computacao:

G = A7'G, (A.20)
com

A=1+(1-G) 7V -1) e (A.21)

)\0'(81/ — 81> 0 0 0

0 Ao (sy — $3)

V-V = - - e . : (A.22)

0

L 0 0 0 /\O'(SL/—SL) ]

Se considerarmos duas configuragoes {s} e {s'} que diferem apenas por um spin, s;,
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teremos que

1 0 Ay 0
0 . Ay 0
A= - : N (A.23)
0O 0 ... Ay ... 0
| 0 0 ... Ay ... 1_

Nesse caso, podemos calcular diretamente a inversa de A utilizando a férmula de Woodbury

[39] e obtemos que

= 14 (Ag) NG = DV Y = 1), (A.24)
Substituindo A.24 em A.20 temos
Gy, = Gty + (G = Diu(e” ™ = Du(Au) ™ G, (A.25)

que é uma féormula simplificada do “update” da funcao de Green para um flip de spin. O

determinante de A também pode ser obtido diretamente,
detA = Ay =1+ (1 —Gy)(etr==0 1), (A.26)

Finalmente,

detO,({s'}) _ detgfy
detO,({s}) detgfy, = detA (A-27)

Vamos agora juntar as pecas e explicar como funciona o algoritmo:

Como dito anteriormente, para obtermos gﬁgo = (G, temos de somar em praticamente

todos os casos de interesse sobre um numero muito grande de configuracoes de ising,

o _ S GEZIs)
TS 2
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o que é impraticavel. Podemos, no entanto, utilizar o método Monte Carlo, que soma sobre as
configuragdes importantes. Comegamos fazendo todos os spins iguais a zero (s ...sy = 0).
Olhando para as expressoes A.8 e A.12, podemos ver que isso nos da a funcao de Green
nao-interagente. Geramos entao uma configuracao aleatéria de spins de ising e, utilizando
a expressao A.20, obtemos a funcao de Green correspondente a essa configuracao. Depois
escolhemos aleatoriamente um intervalo de tempo imaginario [ e flipamos ou nao o spin cor-
respondente com um certa probabilidade P. Se o spin mudar utilizamos A.25 ou A.20 para
atualizar a funcao de Green. Depois escolhemos outro spin aleatoriamente e aplicamos o
mesmo procedimento. Fazendo isso varias vezes podemos obter a soma A.28. Se utillizarmos
a equacao A.25 para atualizar as funcoes de Green muitas vezes os erros de arredondamento
se amplificam e, por isso, é preciso intercald-la com a equacao A.20 que é mais cara com-
putacionalmente.

Temos alguma liberdade para escolher essa probabilidade P, no entanto ela deve

satisfazer a propriedade do balanco detalhado:

P(s —s')  Tl,detO,({s'})

= . A2
P(s' —s) Il,detO,({s}) (4.29)
Duas formas muito utilizadas para P sao :
det !
P(s— &) = [, detO, (15'}) (Banho térmico), (A.30)

[, detOs ({s'}) + I1, detOs({s})]

1 se [l,detO,({s'}) > II, detO,({s})

[1, deto,({s'})
[1, deto, ({s}h

P(s — ') = (Metropolis). (A.31)

de outro modo

Em ambos os casos a probabilidade de transicao esta em funcao da razao entre determinantes
que pode ser calculada de maneira simples, como podemos ver em A.26 e A.27.
Em geral utiliza-se da ordem de 10° passos de flips de spin. Desses, aproximadamente

os primeiros 10% sao descartados para equilibrarmos os spins. Depois, tomamos medidas
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separadas por um certo niimero de passos para evitar correlacoes entre essas medidas.
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