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Resumo

O conceito de topologia, uma area da matematica que estuda quantidades invariantes
sob deformacoes continuas dos sistemas que as definem, vem sendo utilizado na area
da fisica da matéria condensada desde meados de 1970 [1, 2]. No caso dos materiais
conhecidos como isolantes topoldgicos, essa caracteristica implica no surgimento de estados
de superficie condutores cuja direcao de propagacao esta associada a projecao de spin,
fenémeno conhecido como condutividade Hall de Spin, mesmo na auséncia de campos
magnéticos externos [3, 4].

Réapidos avancos foram realizados no campo dos isolantes topologicos e uma grande
variedade de materiais foram propostos como candidatos a exibir essa fase topoldgica,
como em pogos quanticos de HgTe/CdTe [5] e nos compostos tridimensionais Bij_,Sb,
[6] e BigSes [7]. Em especial, alguns compostos da familia dos semicondutores ternarios
conhecidos como Half-Heuslers (HHs) sao apontados como possiveis candidatos a exibirem
o fenémeno de topologia, devido a sua grande semelhanga estrutural e eletronica com os
compostos cristalinos HgTe e CdTe, seu forte acoplamento spin-orbita e a possibilidade
da realizagao de inversao de bandas de cardter topolégico. Recentes experimentos [§]
de ressonancia paramagnética eletronica (EPR) de impurezas magnéticas inseridas em
YPtBi, um candidato a apresentar topologia nao trivial, identificaram que os momentos
ressonantes exibem um comportamento difusivo, incomum para espécies magnéticas desse
tipo.

Nesta dissertacao, é apresentado um desenvolvimento tedrico que leva a construcao dos
conceitos basicos dos isolantes topolégicos (TIs) a partir da teoria eletronica de sélidos
cristalinos, utilizando noc¢oes da fase de Berry e teoria moderna de polarizagdo. Os
modelos iniciais propostos para a descricao da fase topologica sao mostrados em detalhe
[9], bem como os aspectos fisicos fundamentais que essa classe de materiais exibe. Com
esse embasamento, é feita uma descrigdo microscépica [10] dos compostos HHs YPtBi e
YPdBIi, extraindo seus espectros de dispersao eletronicos e as caracteristicas dos estados
de superficie a partir de um modelo “tight-binding”, cujo Hamiltoniano é expandido em
uma base de orbitais atomicos [11, 12]. Em seguida, o modelo de Anderson [13] é utilizado
para descrever a interacao de momentos magnéticos localizados com elétrons de conducao,
através um formalismo de operadores tensoriais esféricos irredutiveis [14], possibilitando o

d3+

estudo do acoplamento das impurezas magnéticas de N com os estados de superficie



presentes nos HHs nao triviais.

Por fim, apresentamos uma modelagem dos experimentos de EPR, baseado na teoria
desenvolvida por Pifer [15], a fim de ajustar as formas de linha aquelas obtidas experimen-
talmente para os compostos de interesse. Os resultados obtidos nos permitem associar
o comportamento difusivo do momento magnético localizado no YPtBi a sua rapida
relaxacao pelos estados topologicos de superficie presentes neste composto, mediada por

um aprisionamento de fénons [16].



Abstract

The concept of topology, a field of mathematics that studies quantities invariant under
continuous deformations of the systems that define them, has been used in condensed
matter physics since the mid-1970 [1, 2]. In the case of materials known as topological
insulators, this characteristic implies the emergence of conductive surface states whose
direction of propagation is associated with its spin projection, a phenomenon known as
Spin Hall conductivity, even in the absence of external magnetic fields [3, 4].

Significant advances have been made in the field of topological insulators, and a wide
variety of materials have been proposed as candidates do exhibit this topological phase, such
as in HgTe/CdTe quantum wells [5] and the three-dimentional compounds Bij_;Sb, [6]
and BisSes [7]. In particular, some compounds from the family of ternary semiconductors
known as Half-Heuslers (HHs) are considered potential candidates to exhibit topological
phenomena due to their structural and electronic resemblance to crystalline HgTe and
CdTe compounds, their strong spin-orbit couplig, and the possibility of realizing a band
inversion on its spectrum. Recent experiments [8] in electron paramagnetic resonance
(EPR) of magnetic impurities in YPtBi, a condidate for exhibiting non-trivial topology,
identified that the resonant moments show a diffusive behaviour, unusual for magnetic
species of this type.

This work presents a theoretical development leading to the construction of the basic
concepts of topological insulators (TIs) based on the electronic theory of crystalline
solids, using notions from Berry phase and the modern theory of polarization. The
initial models proposed to describe the topologial phase are show in detail [9], as well
as the fundamental physical aspects that this class of materials exhibit. Based on this,
a microscopic description [10] of the HH compounds YPtBi and YPdBi is provided,
extracting their electronic dispersion spectra and surface states characteristics using a
tight-binding model, whose Hamiltonian is expanded in an atomic orbital basis [11, 12].
Then, the Anderson model [13] is used to describe the interaction of localized magnetic
moments with conduction electrons through a formalism of irreducible spherical tensor
operators [14], allowing the study of the coupling of Nd** magnetic impurities with the
surface states present in non-trivial HHs.

Finally, we present a model of the EPR expermients, based on the theory developed
by Pifer [15], to fit the lineshapes obtained experimentally for the compounds of interest.



The results obtained allow us to associate the diffusive behaviour of the localized magnetic
moment in the YPtBi to its fast relaxation by the topological surface states present in

this compound, mediated by the phonon bottleneck phenomenon [16].
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Capitulo 1
Introducao

No inicio do século passado experimentos de difracao de raios-X revelaram a natureza
cristalina da matéria solida, na qual os atomos sao ordenados em estruturas periédicas,
gerando uma revolu¢ao na descrigdo microscopica dos materiais. Este paradigma permite
uma excelente descricao de condutores, semicondutores e isolantes, bem como diversas de
suas propriedades térmicas, eletronicas, magnéticas, etc. Sua caracteristica principal é a
quebra de simetria de translacao continua do sistema, impondo tais condi¢bes sobre sua
dindmica microscopica.

Por outro lado, o conceito matematico de topologia - que traduzido para o contexto da
fisica, representam quantidades que assumem valores discretos que permanecem constantes
por transfomagoes suaves dos parametros que as define - foi introduzido na fisica por
Thouless e Kosterlitz [1] que descrevem um ordenamento topolégico de longo alcance
no modelo XY-bidimensional baseado em propriedades globais do sistema, neste caso a
fungao de correlacao de spin. Posteriormente, Thouless, Kohomoto, Nightingale e Nijs [2]
descreveram o surgimento de uma condutividade Hall quantizada, em multiplos de €?/h,
com e a carga eletronica, em um gas de elétrons nao interagente bidimensional imersos
em um campo magnético constante e sujeitos a um potencial periédico. Depois disso,
Haldane [17] desenvolveu um modelo simples de elétrons sem spin em uma rede cristalina
hexagonal na auséncia de campos externos. Para este modelo, é possivel demonstrar que a
condutividade Hall também é quantizada e se mantém invariante a menos que uma fase
metalica ocorra no espectro eletronico no sistema, estendendo o conceito da topologia a
andlise de quantidades invariantes sob deformagoes continuas do Hamiltoniano.

O modelo de Haldane, embora ilustre o conceito da topologia nos materiais, nao leva
em conta a liberdade de spin dos elétrons, o que dificulta a sua realizacao em sistemas
realisticos, de fato, evidéncias experimentais para a fase nao-trivial deste modelo foi
somente realizada na década passada [18, 19]. Kane e Mele superaram essa limitagdo em
2005 [3], introduzindo uma nova classificacao topolédgica de sistemas cristalinos em um
modelo semelhante ao anterior, mas agora considerando os spins eletronicos, preservando

a simetria de reversao temporal e com acoplamento spin-érbita (SOC). Esta classe de
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materiais, conhecida como Isolantes Topolégicos (TI), é caracterizada por um invariante
topoldgico de classe Zg (conjunto dos inteiros mod 2), uma quantidade que se mantém
constante a menos que uma fase semi-metéalica ocorra no espectro eletronico do sistema.
Na interface de um isolante topolégico com o vacuo, o material exibe pares de estados
de superficie que atravessam o “gap” do espectro eletrénico, cuja projecao de spin esta
associada com a direcao do momento cristalino, protegidos contra desordem nao magnética
pela reversao temporal. Esta polarizagao resulta em uma “corrente de spin” na superficie
do material, levando ao chamado efeito Hall quéantico de spin.

Bernevig, Hughes e Zhang [20] sugeriram em 2006 que pogos quanticos de HgTe/CdTe
seriam bons candidatos a isolantes topolégicos. De fato, medidas por Konig et al. [5]
em 2007 mostraram assinaturas do efeito Hall quantico de spin nesses sistemas. Além
disso, experimentos de espectroscopia de fotoemissao com resolugao angular (ARPES)
determinaram a dispersao dos estados de superficie dos compostos Bij_;Sb, [6] e BiaSes [7],
o que rapidamente expandiu a familia de materiais candidatos a exibir essa fase topolégica.
Considerando este rapido avancgo, novas plataformas capazes de exibir o fenémeno de
topologia foram investigadas. Uma delas reside nos compostos conhecidos como Half-
Heuslers (HH) de terras raras [21, 22], uma classe de semicondutores ternérios altamente
versateis com propriedades eletronicas muito semelhantes aos compostos cristalinos HgTe
e CdTe, sendo capazes de manifestar a fase de isolante topologico, promovida por um forte
acoplamento spin-érbita, pela deformacao do parametro de rede cristalino e pelo carater
de inversao de bandas eletronicas [23].

Recentes experimentos de ressonancia paramagnética eletronica (EPR) de momentos
localizados [8, 24] em dois HHs, YPtBi (topolégico) e YPdBI (trivial), levemente dopados
com fons de Nd** revelaram um comportamento intrigante. Na presenca do engarrafamento
de fonons - um efeito no qual a relaxagao da magnetizacao via acoplamento spin-érbita
com os fonons do sistema é fortemente atenuada - a resposta de EPR do composto
(Y0.9Ndg.1)PtBi é muito mais difusiva do que se esperaria de um momento localizado
imerso em um semicondutor deste tipo, enquanto o mesmo nao ocorre no (Y 9Ndg.1)PdBi
sob as mesmas condigoes experimentais. [sso sugere que a magnetizacao adquirida durante o
experimento, aprisionada pelos fonons engarrafados, se difunde pela amostra possibilitando
a interacao com os estados de superficie condutores topologicamente protegidos via
acoplamento spin-orbita, resultando na relaxacao observada experimentalmente.

Com esta fundamentagao, este projeto é dividido em duas partes. Primeiro, é feita uma
abordagem microscopica dos compostos HHs, modelando o espectro eletronico a fim de
reproduzir as fases topoldgicas dos compostos baseado em um modelo “Tight-Binding” [10].
O modelo de impureza de Anderson [13] juntamente com um formalismo desenvolvido por

Hirst [14] ¢ utilizado para calcular o acoplamento entre o Nd**

e os estados de superficie
topologicos do sistema. Paralelamente, empregamos a teoria de EPR desenvolvida por

Pifer [15, 25, 26] para modelar os dados experimentais dos compostos YPtBi e YPdBI,
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considerando a influéncia da difusao das espécies magnéticas e a dispersao da radiacdo na
amostra nas curvas de EPR.

Dada a natureza intrincada da interacao entre a impureza e os elétrons cristalinos na
simetria cibica dos HHs, a segunda parte do projeto nao foi inteiramente concluida dentro
do prazo estabelecido para o projeto de mestrado. Entre as dificuldades, destacam-se a
complexidade do modelo “Tight-Binding” para construir o espectro eletronico dos HHs, a
descricdo complexa da interacdo com o orbital 43 do Nd?* com os elétrons do material, e a
dificuldade de se estabelecer uma conexao desta descrigdo microscopica com as quantidades
observadas no experimento de EPR. Apesar disso, o estudo desses tépicos promoveu o

desenvolvimento de conceitos e ferramentas necessarias para futuras investigagoes.
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Capitulo 2
Introducao Teérica

Para um elétron em um solido cristalino, a superficie do material geralmente esta distante o
suficiente para que a sua influéncia sobre fungao de onda eletronica possa ser ignorada [27].
Dessa forma, uma excelente aproximacgao é considerar o problema de uma particula imersa
em um potencial peridédico infinito. A fim de representar essa situacdo, o conceito da Rede
de Bravais é extremamente 1til, permitindo descrever todo o comportamento eletronico
do material com base em uma pequena regiao em torno do potencial periddico, levando
ao teorema de Bloch, suas funcoes periddicas, as funcoes de Wannier e as estruturas de

bandas dos compostos. Neste capitulo, revisitaremos brevemente estes conceitos.

2.1 Elétrons em uma Rede de Bravais

A Rede de Bravais é um conceito matematico que especifica um arranjo periédico e infinito
de pontos. Na fisica, estes pontos podem conter atomos, grupos de atomos, moléculas, etc.
Em termos formais, a Rede de Bravais consiste em todos os pontos cujo vetor posicao tem
a forma

R =lia; +lsas +[3a3, (2.1.1)

onde a; sdo quaisquer trés vetores nao todos no mesmo plano, ditos vetores primitivos, e
1= (l1,l2,13) varre o conjunto dos inteiros.

Em toda Rede de Bravais, define-se uma célula unitaria, uma regiao que, ao ser
deslocada por todos os vetores R, preenche todo o espaco sem sobreposicao e sem deixar
espacos vazios. Para uma mesma rede a escolha de célula unitaria nao é tnica, mas a
célula unitaria tal que todos os pontos em seu interior estao mais préximos do sitio central
do que de qualquer outro sitio, é conhecida como célula de Wigner-Seitz. Ela pode ser
construida ao considerar um poliedro cujos lados sao planos perpendiculares ao segmento
de reta que conecta sitios adjacentes, interceptando-a na metade do seu comprimento.

Se considerarmos agora um elétron imerso em um meio cristalino [9], a dindmica dos

elétrons é muito mais rapida do que a dos nicleos atomicos, portanto é suficiente supor o
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potencial periddico estatico dos fons em suas posi¢oes de equilibrio, e seu Hamiltoniano
tem a forma
P2
H=—+V(r), 2.1.2
2y (2.1.2)

cujo potencial carrega a simetria da rede de Bravais
V(ir+R)=V(r). (2.1.3)

Portanto, o sistema sera invariante por uma translacao de R e o teorema de Bloch garante

que as funcoes de onda eletronicas sao escritas como

Uk (1) = X T (1), (2.1.4)
onde u,k (r) é uma funcao periddica, obedecendo

Unk (C+R) = Ui (T),  Upperg (r) = e G Tu, (1), (2.1.5)

n indexa os diferentes autovalores do Hamiltoniano

Htpx (I‘) = Epx¥nk (I‘) ) (2'1'6>

e a fim de introduzir os vetores k e G, é necessario o conceito do espaco reciproco.
A rede reciproca é uma rede de pontos constituida por todos os vetores de onda G tais
iGr

que as ondas planas e possuem a mesma periodicidade da rede do espago real, logo

(G (r+R) _ iGr __ JiGR _ | (2.1.7)

Por isso, os vetores G devem ser da forma
G =m1b; +mobs +msbs, (2.1.8)

onde a;-b; =27md;;, e (m1,ma,m3) sdo indices inteiros. A rede reciproca de um sistema,
cristalino também forma uma rede de Bravais, expandida por vetores by, b, bs, ditos
vetores primitivos da rede reciproca. Os possiveis valores de k que aparecem na Eq. (2.1.4)
sao

3 n:
k=) —b; (2.1.9)

com N = N1N3N3 o nimero de células unitarias do cristal, n; =1,2,3,...,N;, e o indice k

é um vetor de onda cristalino. Por isso, pode-se expressar o teorema de Bloch como

Unk (r+R) = e®Rep 1 (). (2.1.10)
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De maneira andloga ao espaco real, define-se na rede reciproca sua célula de Wigner-
Seitz, a regiao tal que todos os vetores k estao mais proximos de um vetor G do que de
qualquer outro adjacente. Ela é conhecida como primeira Zona de Brillouin (BZ). Dada a

definigao da Eq. (2.1.4), as fungoes de Bloch possuem a propriedade

77Z)n,k+G (I‘) = 2bnk (I‘) (2.1.11)

ou seja, um dado vetor k’ fora da BZ pode ser escrito como k' =k + G, e a BZ pode ser
interpretada como um espaco de geometria toroidal, tal que as fungdes de Bloch retornam
a si proprias apds a adicao de um G qualquer, e k’ representa um indice redundante das
funcoes de Bloch, onde quaisquer consideracoes feitas para k sao também validas para k'.

Associando o “ket” |upk) a fun¢do u,k (r) e o mesmo para |,x), o Hamiltoniano do

sistema pode ser escrito na representacao k
(e H|tomer) = (tnic|e™ ST He™® T |uper) = (upie|[H (K) [upie’) = Entelewe = (2.1.12)

H (k) [unk) = Enk|unk), (2.1.13)

onde
H (k) = e kT Helkr, (2.1.14)

As relagoes de ortogonalidade sao obtidas ao considerar duas funcoes de Bloch |i),x) =

KT ) € |dmicr) = eik/'r|vmk/> (demonstragao feita no Apéndice 10.1)

(27)°
Veell

(k| Pmier) = 5 (k= K') (tniclvmier) (2.1.15)

onde Veep € 0 volime da célula unitéria do espago real. Assumindo |uyk) € |vp,/) ortonor-

mais,

(ntcl Smicr) = =0 (k= K') Gyun. (2.1.16)

2.2 Exemplos

A fim de exemplificar a rede de Bravais e seus conceitos associados, vejamos dois sistemas
cristalinos que serao uteis para este trabalho. A rede hexagonal é descrita por uma rede

triangular, bidimensional, de vetores primitivos

ajo = % (V3g=2), (2.2.1)
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Figura 2.2.1: Representagdo da rede no espago real (a) e no espago reciproco (b). Em
verde tem-se os vetores da rede aj 2 e a regiao em destaque ¢ a célula de Wigner-Seitz.
No espago reciproco o parametro de rede se torna 27 /a e os vetores primitivos da rede
reciproca sao mostrados em amarelo. Além disso, o hexagono central é a BZ.

com dois atomos na base por célula unitaria, nas posig¢oes

a .

d1 = 0, d2 = _ﬁy, (222)
onde a é o pardmetro de rede (frequentemente feito unitario). Sua célula de Wigner-Seitz
tem a forma de um losango centrado no ponto médio entre os dois sitios da base, como

visto na Fig. 2.2.1. A rede reciproca é gerada pelos vetores

2r (1

b172 - ; (ﬁégiél,) 5 (223)

que também representam uma rede triangular com parametro de rede 27 /a. A notagao de

vetores unitarios €, , . ¢ utilizada no espago reciproco para de diferencid-lo do espaco real.

Em trés dimensoes teremos a rede ctibica de face centrada (FCC), na qual os sitios
ocupam cada vértice de um cubo de lado a e os centros de suas faces. Os vetores primitivos
sao

a

a
alzi(i—kgj), aa=—(2+2), az==(y+32), (2.2.4)

2

e a célula de Wigner-Seitz tem a forma de um dodecaedro rémbico. A rede reciproca da

|

FCC é uma rede cibica de corpo centrado (BCC), cujos vetores primitivos sao

2T R R 2 R R R 2T

by (6y+é.—¢z),  (2.2.5)

e a sua BZ ¢é representada por um octaedro truncado. Estas geometrias estao representadas
na Fig. 2.2.2.
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(a) Espaco Real - FCC (b) Espacgo Reciproco - BCC

NAVAVAN
OISR

Figura 2.2.2: Representacao da rede FCC no espago real (a) e sua rede reciproca (b). Os
vetores primitivos das redes sao representados em verde e as regides em destaque amarelo
sao a célula de Wigner-Seitz e a primeira Zona de Brillouin em seus respectivos espacos.

2.2.1 Funcoes de Wannier

A fim de estudar as propriedades topoldgicas dos elétrons de Bloch, uma descri¢ao a partir
das fungoes de Wannier [28] é extremamente 1til. Elas sdo definidas como a transformada

de Fourier das fungoes de Bloch

Vee —ik-
o) = 5% | e R, (2.2.6)
|wnk> = Zeik‘R’wnR% (2.2.7)
R

onde Ve é 0 volume da célula unitaria cristalina. Esta representacao nos permite entender
como quantidades fisicas se comportam no espaco real, como funcao de k. Por exemplo, é
mostrado no Apéndice 10.2 que o elemento de matriz do operador posicao entre estados

de Wannier é dado por

Veell
(27)°?

onde Ay, (k) = (upk|iVi|unk) é a conexdo de Berry, que serd introduzida na Secao 2.3. O

(wno|F|wpR) = /B AL, (2.2.8)

valor esperado da posi¢ao, denominados centros de carga de Wannier, é escrito como

r, = <wn0|r|wn0> =

v
cell / A, (k) &k (2.2.9)
(2m)° JBZ
Retornaremos a esta expressao durante a discussao da fase de Berry.

Outra construcao tutil é uma representacido que mistura o espaco reciproco e espaco

real, as chamadas fungoes hibridas de Wannier, a transformada de Fourier das fungdes de
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Bloch em apenas uma das dire¢oes do momento cristalino, por exemplo k3 =k - é3,

1 27r/a o
| sy oasls) = 27T/ eI ke oy s ) K. (2.2.10)
0

Estas funcoes possuem a caracteristica das fun¢oes de Wannier na direcao €3, e mantém
os indices de momento nas direcoes perpendiculares, de tal forma que é possivel calcular o

centro de Wannier nesta dire¢do como funcao do momento perpendicular
T35 (F1,k2) = Pk kot | 23] Py sl ) - (2.2.11)

2.2.2 Simetria de Reversao Temporal

Uma importante simetria presente em diversos sistemas cristalinos é a simetria sob a

operagao de reversao temporal (TR). A TR é caracterizada pela operagao
T:t— —t. (2.2.12)

Sob a agdo desta operagao, quantidades podem ser pares (posigao, campo elétrico, energia,
etc.) ou impares, (velocidade, momento angular, poténcia, etc.). Se os estados e as
equacgoes que regem a dinamica do sistema sao invariantes sob a TR, o sistema possui
simetria de reversao temporal (TRS), do contrario, ndo. Sistemas magnéticos ou com
campo magnético externo quebram essa simetria. Como exemplo dessa quebra, considere
uma particula carregada se movendo em um campo magnético uniforme. Se aplicamos
a TR, inverte-se o sentido da velocidade da particula e, consequentemente, o sentido da
forca de Lorentz e a particula nao retraga a sua trajetoria anterior ao evoluir no tempo,
como mostrado na Fig. 2.2.3.

Na mecanica quantica [29, 30], esta operagao é implementada por um operador antiu-
nitario T'= UK, onde U é um operador linear que depende da representacao escolhida, e

K ¢é o operador de conjugacao complexa, cuja agao sobre um escalar é dada por
Kcl) = K|). (2.2.13)

Operadores Hermitianos podem ser classificados pelo seu comportamento sob a acao do
operador T
TOT ! =+0,

sendo dito pares (e, portanto, invariantes) se vale o sinal 4+ ou fmpares se vale o sinal
—. J& que coordenadas espaciais sao preservadas sob reversao temporal, espera-se que
o operador posicao seja par TrT~! =r. J4 para o momento linear, a TR inverte o seu

sentido e, portanto, é um operador impar Tp7T = —p, o que resulta na relacao para o
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Figura 2.2.3: Representacao de uma particula se movendo em um campo magnético como
exemplo de um sistema com quebra de simetria de reversao temporal. Em ¢ <ty o sistema
realiza a trajetéria a esquerda. Quando t =t o sistema é congelado e a reversao temporal
¢ acionada, invertendo o sentido da velocidade da particula e portanto, o sentido da forga
de Lorentz. Ao liberar o sistema, a trajetéria descrita sera diferente da anterior e o sistema
nao a refaz sob reversao temporal.

momento angular

TLT ' =L, (2.2.14)

ja que L=r xp.
Estabelecida a paridade destes operadores sob a TR, podemos encontrar sua acao sobre

uma fungao de onda. Consideramos um estado [¢)) sem spin, na representacao de posi¢ao
o) = [ d%' ) ). (2215)
A acgao do operador T'
1) = [ @7 ()] = [ /e (2:2.16)
pois TxT ! =x = Tx =xT. Segue que

T (x) = 9" (x). (2.2.17)

Ty (p) =v" (-p), (2.2.18)

onde agora, a acao da TR nao s6 toma o complexo conjugado da funcao, mas também

inverte o sinal do argumento, indicando a importancia da forma 7= UK, onde U possui
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uma acao particular a depender da representacao escolhida.
Uma vez que um momento magnético classico é gerado por um circuito de corrente,

ele é impar sob TR. O mesmo é esperado de um momento magnético quantico
TST ! = -8, (2.2.19)

e o spin de um sistema sera invertido sob essa operacao. Para encontrar a forma do
operador de TR numa representacao que incorpora o spin, considere um auto-estado de
spin |ms) na diregdo 2 , de tal forma que o estado com a proje¢ao de spin em um eixo

arbitrario n, caracterizado pelos angulos azimutal « e polar 3, seja
|0, m) = e/ e i5uB/M (2.2.20)
Da mesma forma, o estado de spin oposto ¢ dado por uma rotacao polar de 7+ (3
|fh; —myg) = e =Sy (TR Ry (2.2.21)
Dada a Eq. (2.2.19), espera-se que a acao da TR sob um estado de spin seja
T ms) = nlf; —ms), (2.2.22)
onde 7 é uma fase arbitraria, portanto
| —my) = Ty my) = e =5/ Me=SuB/I |y ). (2.2.23)
Comparando as Egs. (2.2.21) e (2.2.23) obtemos
T =ne ™S/l (2.2.24)

Este resultado implica que a dupla acao deste operador sobre um estado de spin genérico

sera,
T2 = |p|? e 2mS/h K2 — 41, (2.2.25)

—2imSy/h — 41, onde o sinal positivo refere-se a um

j4 que n possui médulo 1, K2=1ee
spin inteiro e o negativo a um spin semi-inteiro.

Esta propriedade leva a degenerescéncia de Kramers segundo a qual, em sistemas com
spin semi-inteiro, seus autovalores de energia sao pelo menos duplamente degenerados.
Essa degenerescéncia é vista ao considerarmos um sistema onde [H,T] =0 e selecionando
) um autoestado de energia E. Seu par por reversio temporal é definido por [¢)) = T'|4)),

também com energia E, pois

H|¢) = HT|¢) = TH|¢) = ET|¢) = E|). (2.2.26)
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O estado ]@E} é também ortogonal ao seu par, pois o operador unitario U, da defini¢ao
T = UK, deve ser também anti-simétrico afim de respeitar 72 = —1, como pode ser visto

numa base genérica
T?=UU =-1=U"=-U"'=-Ul=U=-0". (2.2.27)
e expandindo o produto (1)) na base, tem-se

(W) = Zmemann—Zwm Unn¥y, (2.2.28)

n,m

- an Unm @Dm anUanQ/}m = WJWNJ) (2.2.29)

Como (|¢)) é igual ao seu negativo, (¥[1)) =0 como proposto.

Em sistemas cristalinos, o Hamiltoniano da Eq. (2.1.14) se transforma como
TH&)T ' =H(-k), (2.2.30)

de tal forma que para um estado peridédico de Bloch |upk), T|unk) é um autoestado do

Hamiltoniano em —k, com energia F (—k) = E (k)
H(—K)T)upk) = TH(K) T Tlun) = TH (k) [uni) = E (k) T|pn).

Dessa forma, a operagao de reversao temporal deve levar um estado |u,k) no autoestado

de momento cristalino oposto
Tlun ) = €% [un, ), (2.2.31)

onde ¢,k € uma fase arbitraria. Em pontos especificos da BZ |, em que K e —K estao
relacionados por um vetor da rede reciproca G, ou seja, —K = K+ G para algum G, o

Hamiltoniano comuta com o operador de TR,
TH(XK)T™' = H(K) (2.2.32)

ja que H (k+G) = H (k). Estes pontos especiais sdo chamados de momentos invariantes
por reversao temporal (TRIM) e serdo fundamentais para a andlise da topologia do sistema,

ja que nesses pontos Fgt+ = F_g| = FK|.

2.3 Fase de Berry

Nos anos 80, Michael Berry [31] introduziu a ideia de que, em certas circunstancias, as

fases adquiridas por sistemas quanticos durante um transporte adiabatico podem ter
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consequéncias fisicas nao triviais. Um dos principais fendomenos onde isso ocorre é o efeito
Ahanorov-Bohm [32], no qual uma das interpretagoes para a interferéncia das fungoes de
onda na regiao de campo magnético nulo é uma fase geométrica adquirida pelas particulas
ao serem transportadas lentamente em um caminho ao redor do fluxo de campo magnético.
Vejamos como esta ideia é desenvolvida e como ¢é possivel a sua relevancia em elétrons em
sistemas cristalinos.

Seja A(t) = (A1(t),A2(t),...) um vetor de pardmetros genéricos que dependem do
tempo e seja um Hamiltoniano Hy que depende parametricamente deste vetor. Se estamos
interessados na evolugdo adiabética do sistema sob Hy, supde-se que A () varie lentamente
de forma a nao induzir transicoes entre estados. Dessa forma, o teorema adiabatico garante
que se o sistema for preparado inicialmente em um dos seus autoestados instanténeos |ny)
do Hamiltoniano Hy

Hxnx) = Enxlna) (2.3.1)

ele permanecerd nesse autoestado. A Eq. (2.3.1) determina os estados |ny) & menos de
uma fase.

Consideremos a fase dos autoestados quando evoluidos adiabaticamente no espago de
pardmetros A (t). Para isso, considere um estado da forma | (t)) = e_w(t)|n)\(t)>, onde
0 (t) é uma fase a ser determinada. A evolucao temporal desse estado é dada pela equagao

de Schrodinger
Hyy [ (1)) = ik |1 (1)) , (2.3.2)

onde 0y é uma forma abreviada para 0/0t. Escrevendo a dependéncia explicita com 6 (t)
na Eq. (2.3.2)

En)\(t) ‘n)\(t)> =h ’n)\(t)> 8t9 (t) —i—iﬁat ‘n,\(t)> s (2.3.3)

e multiplicando-a por <n A(D)

, temos

En)\(t) —ih <n>\(t)‘ O ‘n)\(t)> =hoo(t),

que pode ser resolvida para 6 (t),

1 t ‘ t
Q(t) = ﬁ/o En)\(t’)dt/_Z/O <7’L)‘(t/)

O primeiro termo da Eq. (2.3.4) ¢ a fase convencional de evolugao temporal de um estado

Oy

n)\(t/)>dt/. (234)

quantico. O negativo do segundo é a chamada Fase de Berry 7, e podemos usar a regra

da cadeia para eliminar a sua dependéncia temporal explicita

dA

t
’Yn:/ <n)\|iV)\|n)\>-LMdt/:/<n)\|iV)\|n)\>-d)\ (2.3.5)
0 C

onde C é o caminho percorrido no espaco de pardmetros A conforme ¢ evolui.
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O integrando da Eq. (2.3.5), (nx|iVx|na), representa a fase por unidade de compri-

mento do espaco A, chamado potencial vetor ou conexao de Berry,

An(N) = (mAiValny), = /CAn(A) “dA. (2.3.6)

Esta quantidade nao é invariante de “gauge”, pois uma transformacgdo genérica nos

autoestados
n(A)) = LN In (X)), (2.3.7)

transforma a conexao de Berry como
An(A)=An(A) = Vioa (2.3.8)
E, de maneira similar, a fase de Berry fica

=+ [0 (N0) =6 (Af)] (2.3.9)

onde A; e Ay sao os extremos do caminho C.

Consideramos agora um caminho fechado no espaco de parametros, no qual o vetor
A retorna ao seu valor inicial A; = Ay ao final do transporte. Neste caso, supoe-se a
continuidade dos estados no comeco e no fim do transporte ew(’\i)]n)‘i) — (s )|n)\ f>,
impondo

(6N =0 (Af)| =2nC (2.3.10)

sobre a fase das fungoes, onde C' é um inteiro. Este foi o marco introduzido por Berry
em seu trabalho, concluindo que esta fase definida em um circuito adiabatico fechado é

invariante de “gauge” e bem definida a menos de multiplos inteiros de 27
Yn = Yo+ 27C. (2.3.11)

Paralelos dessas quantidades podem ser feitas com campos magnéticos. De fato, a
nomenclatura potencial vetor de Berry faz referéncia ao fato de que, assim como o potencial
vetor magnético, essa quantidade nao é invariante de “gauge”. Adicionalmente, para um

caminho fechado C podemos escrever

Yn = §éAn (A)-dX = /SFn (A)-dS, (2.3.12)

onde
F,(A)=VixA,(A) (2.3.13)

¢ a chamada curvatura de Berry, e § é a superficie aberta cuja borda é o caminho C. Da

mesma forma como o campo magnético, a curvatura de Berry é invariante de “gauge”,
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pois sob a transformagao da Eq. (2.3.7) ela se transforma como
o (A) = Vax A, (A) = Vax [A,(A) = Vao N =F,(A),  (2.3.14)

ja que VA x [Vad(A)] =0.

2.3.1 O Teorema de Chern

Antes de continuar a discussao, observamos um detalhe na Eq. (2.3.12). Vimos que o
lado direito desta equacao, o fluxo da curvatura de Berry passando pela superficie S, é
totalmente determinado, ja que F,, é invariante de “gauge”. Ja o lado esquerdo, a integral
de linha da curvatura de Berry ao longo do caminho C, é determinada a menos de um
fator 27C, segundo a Eq. (2.3.11). Sendo assim, qual das duas é a correta?

De fato, ambas estao e esta indeterminagao ¢ consequéncia do teorema de Chern e
acontece se considerarmos variagoes descontinuas ou singulares da conexao de Berry. Para
entender isso, consideremos um unico parametro periédico k e vamos estabelecer duas
maneiras distintas que a fase de Berry pode satisfazer a continuidade do sistema, ilustradas
na Fig 2.3.1. A fase em laranja v2 permanece em seu intervalo principal [0,27] durante
todo o percurso podendo ser continuamente deformada na funcao constante. Por outro
lado, a fase em azul 1 retorna deslocada de 27. Se impusermos que ela sempre assuma
valores no intervalo principal [0,27], ela necessariamente exibird uma descontinuidade em
algum ponto do percurso e nao podera ser deformada continuamente na funcao constante.
Este fato se manifesta como descontinuidades/singularidades no dominio de A (X) e F (),
e o teorema de Stokes s6 ¢ aplicavel para fases do tipo v2. Note que a descontinuidade de
1 pode ser de qualquer multiplo de 27, e portanto o argumento anterior é generalizado
para 27C', com C' um inteiro.

Retornando ao teorema de Chern, ele afirma que a integral da curvatura de Berry sobre
qualquer superficie bidimensional fechada é sempre 27C, onde C' é um inteiro denominado

numero de Chern, assim

/F-dS =0, (2.3.15)
S

onde a notagao “:=" indica que a quantidade a direita é definida modulo 27. A maneira
mais simples de se justificar esse fato é considerar uma superficie de topologia esférica,
e nela fazer um recorte limitado por uma curva fechada P, dividindo a esfera em duas
regides A e B como mostrado na Fig. 2.3.2. A curva percorre o recorte A no sentido
anti-horario e o recorte B no sentido oposto, tal que a fase de Berry ao longo da curva P

pode ser calculada de duas maneiras:

/AF-dS =0, e —/BF-dS = ¢, (2.3.16)
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Figura 2.3.1: Representagao de duas fases v como fungdo do pardmetro k, sujeitas as
condigoes de continuidade dos valores inicial e final médulo 2. Em laranja a fase permanece
em seu intervalo principal, ja em azul ela apresenta um salto de 2.

Region B Region A

Figura 2.3.2: Representacao de uma superficie esférica dividida em duas regioes, A e B,
pela curva fechada P. Retirado de Vanderbilt [9].

Subtraindo estes dois resultados, tem-se o fluxo da curvatura sobre toda a superficie
da esfera, obtendo a Eq. (2.3.15), e podemos escrever

1
= —PF-4gs. 2.3.1
c zﬂé is (2.3.17)

Um importante sistema, no qual o nimero de Chern pode ser calculado analiticamente,

¢ um Hamiltoniano de dois niveis em um espaco fechado bidimensional
H(k)=ho(k)I;+h(k)- 0o, (2.3.18)

parametrizado por funcoes reais hg (k) e h(k) = (h; (k),hy (k),h, (k)) no espago k, for-

mando o espaco de pardmetros como X, e o = (0,,04,0,) um vetor contendo as matrizes
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de Pauli. As autoenergias do sistema sao dadas por
Ex (k) = ho (k) £ h (k)| (2.3.19)

associadas aos autoestados

) = ( o 5) ) L )= ( oo (5) . ) (2.3.20)
cisin (3) it cos (9)
onde 0 =0 (k) e ¢ = ¢ (k) sdo angulos de uma parametrizacao esférica do vetor h
hy = |h|sinfcos ¢, hy = |h|sinfsin ¢, h, = |h|cos#. (2.3.21)
Uma &algebra simples permite o calculo da conexao de Berry para o estado |¢_)

A_=—(1-cosf) Vo, (2.3.22)

N | —

e, portanto, a curvatura de Berry se escreve

- 1 (5’(15 dcos  Dcosh 8(]5) .

—- - 2.3.2
2\ Ok, Ok, Ok, Oky)" (2:3.23)

onde o termo entre parénteses na expressao acima é o Jacobiano da transformacao
(kg ky) em (0,¢). Afim de prosseguir com o calculo, serd interessante considerar uma

parametrizagao particular para o Hamiltoniano, por exemplo h (k) =k, e a curvatura sera

1 k

= 2.3.24
2 k|* ( )

que corresponde a um campo vetorial gerado por um monopolo de intensidade 1/2 no
ponto k =0, um ponto de degenerescéncia de energia do sistema (E4 (0) = E_ (0) = hyg).
Fazendo um célculo semelhante para |11 ), tem-se Fy = —F_, e o niimero de Chern é
calculado pela Eq. (2.3.17)

Cy ==+1.

Ou seja, o numero de Chern é nada menos que o ntimero total de fontes e drenos de
curvatura de Berry no espago de pardmetros k [33] e tais singularidades estao localizadas

nos pontos do espaco de parametros em que ocorrem as degenerescéncias.

2.3.2 A Fase de Berry na Zona de Brillouin

Nas secoes anteriores, vimos que os sistemas cristalinos podem ser descritos por estados

de Bloch [¢,k), indexados por vetores de onda k no espago reciproco. Vimos também
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que uma unica BZ é suficiente para descrever todo o sistema, de tal forma que ela pode
ser entendida como um espago fechado (toro) no qual definem-se os estados de Bloch.
Seguindo este argumento, podemos definir fases de Berry neste espaco e observar se a
invariancia de “gauge” dessa fase implica em algum fendmeno nao trivial. Vejamos a seguir
como estes conceitos se conectam.

Considerando bandas isoladas na BZ, cujas energias E,x sao todas nao degeneradas,
uma fase, potencial e curvatura de Berry podem ser associadas a cada uma das fungoes
periddicas de Bloch

Tn = A, (k> -dk, (2.3.25)
OBZ

Ay (k) = (unk| iV |unk),  Fn(k)=Vikx Ay, (k), (2.3.26)

onde OBZ refere-se a borda da BZ. Em componentes direcionais p, v a conexao e curvatura

de Berry se escrevem

An (k) = <un,k‘iauun,k>a (2.3.27)
Fn,;u/ (k) = 8uAn,1/ (k) - auAn,,u (k) (2.3.28)
= i(@uunk]&,unk) — i(@,,unk‘auunk>. (2.3.29)

Como as funcoes de Bloch sao dependentes de “gauge”, as mesmas consideracoes feitas no
inicio da Secdo 2.3, sao validas para a fase, curvatura e conexao de Berry definidas na BZ.
Um aspecto sutil na Eq. (2.3.26) é: porque nao utilizar as fung¢oes de Bloch |1),x), mas
somente a sua parte periddica |uyk)? A fim de entender esta questao, consideramos uma
discretizacao da BZ unidimensional em pequenos intervalos de tamanho b. O calculo da

fase de Berry envolvera produtos do tipo

/A N P () Y iy () d = /A N T (1) U pyp () da (2.3.30)
pace pace

como as funcoes wu,y, () sio periddicas na célula unitaria, a fase e?* i direita da Eq. (2.3.30)

torna nula a integral. Entretanto o produto

a
Ctntlinses) = | 50 ) 40 (@) (2.3.31)

é finito e bem comportado, sendo uma melhor definicao para a fase de Berry entre estados
k vizinhos.

Subespacgos bidimensionais da BZ, formados por uma dupla de vetores no espaco
reciproco, também possuem geometrias de toro. Por exemplo, ao fixar k, as diregoes

perpendiculares a este, kg, ky, formam também uma superficie fechada nessas direcoes, de
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forma a definir uma triplice de ntimeros C,, = (Cy,1,Cp2,Cp3) para cada diregao

Crs — ;15 B, (k)- dS (2.3.32)
onde §; é a superficie no espaco k perpendicular a direcao f)z
Voltando a Eq. (2.2.9) ¢ evidente a conexao entre os centros de carga de Wannier ¢ a

conexao de Berry na BZ definida nesta secao

_ v, ik
T = (wno|r|war) = (2‘:;13 /B e KRA L (K)dPk. (2.3.33)

Além disso, uma transformacao de “gauge” na base das func¢des periddicas de Bloch

|tipk) = €|,y ), transforma a Eq. (2.3.33) como

o V. kR
(tnolr|BnR) = (2:;13 /B K KRA(K)d3k (2.3.34)
V. .

:(wnolr\wnR>—|—(2w;lg / e Ry, Bed’k (2.3.35)
v BZ
V. .
:<wnoyr\wnR>+zR(2‘?e;g / e &Ry P, (2.3.36)
™ BZ

onde definimos A,, (k) = A,, (k) + VS e integracio por partes foi utilizada na tltima
igualdade. Note entao que os centros de Wannier, expressos como o elemento diagonal

(R =0) da expressao acima, sao invariantes de “gauge”

Ty = T (2.3.37)

Em uma dimensao, a Eq. (2.3.33) se torna

27 /a
= Ay (k) dk = a L2 (2.3.38)

2T 0 21
Portanto, os centros de Wannier sdo proporcionais a fase de Berry por um fator a/27.
Ainda mais surpreendente é o fato de que, uma fase de Berry nao nula necessariamente

desloca os centros de Wannier por exatamente C' parametros de rede, pois 7, = 27C.

2.4 Formulacao de Multibandas

Na defini¢ao da fase de Berry da Eq. (2.3.25), foi feita a hipdtese de que os autovalores
de energia F,) sao todos nao degenerados representando bandas isoladas. Em geral, os
espectros eletronicos de materiais cristalinos apresentam multiplas degenerescéncias e

precisamos relaxar essa condicao se desejamos descrevé-los. Comegando com o caso simples
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de duas bandas nao degeneradas em uma dimensao, descritas pelo Hamiltoniano

([ E® o
H(k:)_( ) Ez(k)), (2.4.1)

em uma base {|ujx),|ugk)}, suponha que FEj (k) # E2(k) para todo k. Portanto, os

autoestados do sistema sao

i) = € B ugy),  [ihar) = 2B ugy), (2.4.2)

com a1, a9 fases arbitrarias. Neste caso, podemos utilizar todo o desenvolvimento feito
anteriormente, associando fases de Berry 7; e 72 para cada banda.
Se incluimos um unico ponto k; no qual Fj (k;) = Fa2 (k;) = E, qualquer combinacao

linear unitaria dos vetores acima é um autoestado do sistema naquele ponto, por exemplo

1 i ; ioo (k;
[Y2)k;) = 7 (eml(kl)|u1ki> te 2(k2)|u2ki>) : (2.4.3)

Essa indeterminacao se apresenta como uma ambiguidade na definicdo da fase de Berry
como funcao de k, o que leva a pergunta: como é possivel associar 7, para cada banda? A
resposta Obvia seria escolher a combinacao linear que mantém continuos os autoestados ao
longo de k, neste caso [¢(1 2)k,) = |u(1,2)k,)- Mas ndo existe uma maneira de distinguir, a
partir das equacoes do sistema, entre esta e qualquer outra combinacao.

O problema se torna ainda mais complicado ao considerar um espectro com um
nimero grande de bandas, cujo auto-sistema ¢é obtido somente por vias numéricas de
diagonalizacao, que podem ainda incluir intervalos finitos de degenerescéncia. Geralmente,
essa diagonalizagao é feita com uma sub-rotina de diagonalizagdo numérica, acionada
independentemente em cada ponto da BZ, e a informagao de continuidade nao é transmitida
para o processo. Para resolver essas dificuldades, é necessario o uso do formalismo de
multibandas da fase de Berry, também conhecido como formalismo nao-abeliano devido a
nao comutatividade das matrizes que serao definidas.

Considere um conjunto de J bandas ocupadas que podem genericamente ser degeneradas

na BZ, tal que a Eq. (2.4.3) assume a forma mais geral

J
‘ank> = Z Unm (k) |Umk>, (2.4.4)
m=1
onde a matriz de transformagao U (k) é escolhida de forma a tornar |u,x) suave em toda

a BZ, e uma versao analoga para os estados de Bloch

J

‘@an> = Z Unm (k) ka>- (2.4.5)

m=1
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As fungoes de Wannier sao redefinidas para o caso multibandas a partir do conjunto de

funcdes [Yhpi) continuas em todo k

Veell LR

]wnR> = 3/ (& ZkR’¢nk>d3k/’, (246)
(2m)” JBz

Note que as novas fungoes ]zﬁnk> nao sao autoestados de energia do sistema, ja que a

transformagao U (k) mistura bandas de energias diferentes. Elas, alternativamente, devem

ser interpretadas como uma base que expande o espaco das fungdes de Bloch. Apesar disso,

as quantidades fisicas do problema permanecem inalteradas ja que podem ser escritas como

tragos dos operadores que as definem, que sdao invariantes sob transformagoes unitarias

(0) = (wr|O|wpr) = Tr (|wpr) (WrR|O), (2.4.7)

0 que nos permite utilizar igualmente |¢,x) ou |@Enk> na Eq. (2.4.6). A fim de simplificar

“won

a notagao, deixaremos de utilizar nas equacgoes, mantendo essa nova interpretagao das

funcoes de Bloch.

2.4.1 Aplicando os conceitos as Funcoes de Bloch

A conexao de Berry nao-abeliana se escreve como
Aﬁnn (k) = <umk’ia,u‘unk>a (2.4.8)

onde os indices superiores se referem a componente direcional da derivada e os inferiores aos
indices de matriz de cada fungao |u,k). Analogamente, a curvatura de Berry nao-abeliana

é o rotacional da conexao

FIY (k) = B, A%, () — 0, AL, (K) (2.4.9)
= 1(Opmk | Oy tnk) — 1{Optumk |0 tink) - (2.4.10)

Escrevendo em forma compacta
Ann (k) = (upmk|iVi|unk), Fon (k) = Vi x Ay (k). (2.4.11)

Note que os elementos diagonais da Eq. (2.4.11), podem ser identificados com A,, (k) e
F,, (k) definidos para bandas isoladas.
De maneira similar, uma fase de Berry total é associada ao conjunto de J bandas

ocupadas

= Ay (k)-dk :;5 Fy, (k) -dS, (2.4.12)
OBZ BZ
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onde
AL (k)= A0 (k),  FY (k)= Fiy (k) (2.4.13)

n
sao os tracos da conexao e curvatura de Berry, respectivamente.
Para estudar a dependéncia de “gauge” da conexao e curvatura nao-abeliana de Berry,
é essencial construir a nogao de covariancia de “gauge”. Um vetor genérico v e uma matriz

V', sao ditos covariantes se suas leis de transformacgao sao da forma

0= Unntm, Vi = (UTVU) (2.4.14)
m

mn

respectivamente. Assim, os estados |u,k) sdo covariantes de “gauge”, dada a Eq. (2.4.4), e

da mesma forma uma matriz de valores esperados entre estes estados
Opmn = (T Oliini) = (| UTOU [tse) = (ttae| Outnge ) (2.4.15)
Sob essa defini¢ao, o vetor que aparece na definicdo da conexao de Berry

Outink) =Y Unn|ptimx) + > (0pUmn) [timx), (2.4.16)

nao ¢é covariante de “gauge”, dado o segundo termo a direita da Eq. (2.4.16). E, da mesma

forma, a conexao de Berry
A, = (Utary) 4 (Utig,U) (2.4.17)

Isso nao ¢ tao surpreendente pois, no caso abeliano, a conexao nao era invariante de “gauge”.

No entanto, a definigdo natural da curvatura de Berry na Eq. (2.4.11) se transforma como
Epn = (UTF*U) 4+ |0,U1 (A, +i0,) U+ U (A, +i0,) 0,U — (n > v)| . (2.4.18)

e portanto a curvatura nao-abeliana nao é covariante de “gauge”, apresentando uma
inconveniéncia ja que no caso abeliano ela é invariante de “gauge”. As Eqs. (2.4.17) e (2.4.18)
sao demonstradas no Apéndice 10.3.

O complementar do operador de projecao sob as bandas ocupadas

J
Qx =1-" |unk) (unk| (2.4.19)

n=1

nos permite definir a derivada covariante de “gauge” do vetor |uyk)

|9yutinkc) = Qx| Oputtnkc).- (2.4.20)
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Agora,
|Opinic) = Qx| Oyutinic) (2.4.21)
= ZUank|auumk> _ZﬁuUank|Umk> (2.4.22)
= Z Umn‘@u“mk) (2423)

ja que o segundo termo da Eq. (2.4.22) é nulo, pois os “kets” |u,k) sdo referentes as
bandas ocupadas. E a curvatura de Berry assume finalmente uma forma covariante de
Ltgauge77

FHY (k) = FHY (k) —i [AM, AY) (2.4.24)

mn’

satisfazendo uma equacio como a Eq. (2.4.14). Note ainda que F*” (k) = F*” (k), j& que
o trago do comutador da Eq.(2.4.24) é nulo.

Este formalismo demonstra que, a principio, é possivel definir fase, conexao e curvatura
de Berry para qualquer conjunto de estados se conhecidos o Hamiltoniano do sistema
cristalino e a sua Zona de Brillouin, e a topologia de um espectro eletronico genérico pode ser
bem definida. Resta ainda resolver o problema da diagonalizacao numérica do Hamiltoniano:
para que a Eq. (2.4.4) seja rigorosamente definida, deve-se manter a suavidade das fungoes
|tiyx) em toda a BZ, uma tarefa ardua de ser executada computacionalmente. A préxima
secao sera destinada a descricdo de um método que independe das fases relativas dos
estados periddicos de Bloch, o que nos permite construir um cédigo simples para o calculo

dos invariantes topologicos.

2.4.2 Calculos Computacionais

Embora a fase de Berry seja bem definida analiticamente, os Hamiltonianos de sistemas
cristalinos realisticos possuem inimeros graus de liberdade orbital e de spin e a dimensao
do seu espago de Hilbert cresce rapidamente. O uso de procedimentos numéricos para
encontrar os autoestados do sistema ¢ inevitavel e, como discutido na subsecao anterior,
isso causa problemas para a definicado continua dos estados ao longo da BZ.

Fukui et al. [34, 35] introduzem um procedimento que independe das fases relativas
entre estados de Bloch vizinhos no espago k. Definimos uma discretizagao uniforme da BZ

bidimensional de tamanho 27/q; X 27 /¢

727r1

kl:(k7k)v ky =
€ vy o q,uN/A

(2.4.25)

com N, o nimero de pontos discretos na direcao = z,y do espaco k. Para cada ki,

diagonaliza-se o Hamiltoniano, e os M autoestados ocupados sao armazenados em um
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k+ 9 k,+)?+ }7
- o
U (ki+9) A
U;’ (k) Fyy(k)) U, (ki+X)
Y Uy (ki) -
kl k/+§

Figura 2.4.1: Plaqueta formada por quatro vizinhos da discretizacdo da BZ. As setas
indicam o circuito no qual U, ¢ calculado.

vetor

U (ki) = (Jur (k1)) - - [uar (Fr)))- (2.4.26)

Define-se entdo uma variavel de projecao U (1) entre estados adjacentes

det [UT (k)W (k; + /i
oy = L2 )]

(2.4.27)

onde [i é um vetor na direcao u, que conecta dois pontos vizinhos da discretizacao e
Ny (k) = ‘det [\I/T(kl)\ll(k:l—i-ﬂ)} ‘ Note que U* representa as projecoes de cada vetor
luy, (k7)) em seu vizinho |y, (k;+ f2)), ja que WT (k) W (k;+ /i) é o produto de um vetor
coluna 1 x M por um vetor linha M x 1, resultando em uma matriz quadrada M x M
cada entrada da qual serd (uy, (k;)|um (k;+ii)).

A conexao de Berry é definida como a fase infinitesimal adquirida pelos estados durante
o transporte adiabatico, portanto, no caso discreto, toma-se a fase entre dois estados

vizinhos

AM (/Cl) = log UM (kl) s (2.4.28)

ja que Uy, (k) = ¢?(k) B a curvatura de Berry, que é o rotacional da conexao, é calculada
pela mudanca de fase dos estados quando transportados em um circuito infinitesimal,

como mostrado na Fig. 2.4.1,
Fuy (k) =log |Us (k) Uy (ky + 2) U (ky+9) Uy ()| (2.4.29)

O ntmero de Chern ¢é entao calculado somando-se as curvaturas em cada plaqueta
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C=-—) Fuylki), (2.4.30)

1
271 =
e mesmo que a curvatura de Berry em cada plaqueta dependa da fase relativa dos estados, a
soma de suas contribui¢oes sob todas as plaquetas da BZ é insensivel a essa fase. Portanto,
o nimero de Chern fica bem definido em diagonalizacdes numéricas para discretizagoes

suficientemente finas da BZ.
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Capitulo 3
Topologia em Isolantes

Nesse ponto, estamos prontos para combinar os conceitos das quantidades de Berry (fase,
conexao e curvatura) e a topologia da BZ aos sélidos cristalinos. O termo topologia,
quando utilizado nesse contexto, se refere aos distintos comportamentos que a fase de
Berry pode assumir quando definida na Zona de Brillouin do cristal. Como discutido
no capitulo anterior, essa fase se apresenta como um invariante de “gauge”, portanto,
quantidades mensuraveis podem ser associadas a ela e a sua topologia sera relacionada a

quantizagao de fenémenos fisicos.

3.1 Isolantes de Chern

Em 1988, Haldane [17] introduziu um modelo “tight-binding” em uma rede hexagonal,
que possibilita a existéncia de um ntimero de Chern nao nulo na BZ bidimensional. Os
elétrons sao tratados como férmions sem spin e possuem carater orbital s. O Hamiltoniano

do sistema é dado por

A , .
H= (2 Z(_l)ﬂ c;rcﬁ—tlZc;rcj + 19 Z elsoijC;[Cj) +h.c., (3.1.1)
‘ (ig) (i)

onde ¢; é o operador de segunda quantizacao que aniquila um elétron no sitio 7. O primeiro
termo corresponde a energia “on-site”; que associa £A a cada sub-rede, quebrando a
simetria de inversao espacial em relagao ao centro da célula unitaria. O segundo, representa
o “hopping” t1 de primeiros vizinhos entre dois sitios diferentes. O terceiro termo, incluido
por Haldane, ¢ um “hopping” complexo entre segundos vizinhos orientado no sentido
anti-horario em relagdo ao centro do hexdgono da rede, mostrado na Fig. 3.1.1a, quebrando
a simetria de reversao temporal. Ao escrever a transformada de Fourier dos operadores de
segunda quantizacao

ci —ikTig (3.1.2)

1
:ﬁzk:e
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Figura 3.1.1: Representacao dos “hoppings” do modelo de Haldane (a) e rede hexagonal
finita (b). As laterais sao identificadas, indicando condig¢oes periédicas de contorno na
direcao Z, e condigoes abertas na direcao .

onde N ¢é o niimero de sitios da rede, o Hamiltoniano é diagonalizado no espago reciproco
H(k) =Y el [h(k) 7]e, (3.1.3)
k

T

onde ¢ = (CL A,CL B)v A, B denotam as duas sub-redes, e 7 um vetor contendo as matrizes

de Pauli no espaco de sub-rede, e
hy (k) =11 cos(k-u), hy (k) =—t1)_sin(k-u), (3.1.4)
u u

ho (k) = A =2t sin (k-v), (3.1.5)
v
onde u e v sao os vetores que conectam os primeiros e segundos vizinhos, respectivamente.
A dispersio eletrénica é dada por Ejf = [h(k)], e o seu espectro é mostrado na Fig. 3.1.2.
A fisica interessante acontece nos pontos K e K’ da BZ,

_27T

1 2w 1
K="(z+—7], K="(i-—79], 3.1.6
() (- 57) 10
relacionados por reversao temporal —K = K’ + G, cujas energias sao
B =+(A=3V3ty),  Ego==+(A+3V3h). (3.1.7)

Na presenca de reversao temporal (t3 = 0) o espectro possui um “gap” de ’Ef{ — Ef{‘ =
2A. Ao diminuir o valor de t9, o sistema desenvolve uma assimetria entre os pontos K
e K’, atingindo uma fase semimetdlica em 5. = —A/3+/3 quando o “gap” se fecha. Se

continuamos a diminuir £9, o “gap” reabre, mas o carater de sub-rede das bandas em torno
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Figura 3.1.2: Dispersoes eletronicas das fases C'= 0 (esquerda) e C' =1 (direita) do modelo
de Haldane. As cores indicam a contribuicao de cada sub-rede, vermelha ou azul, para o
espectro ao longo das linhas de alta simetria.

do ponto K’, se torna invertido, como indicado pelas cores da dispersao.

Tal caracteristica, chamada de inversao de bandas, indica o carater topolégico das
bandas. De fato, na regiao em que t9. < t3 < 0, a bandas de energia podem ser levadas
ao limite atomico sem alcancar nenhuma fase semimetalica. O mesmo nao é possivel se
to < tac, ja que as bandas precisam desfazer a sua inversao de carater, que s6 é permitido
perante o fechamento do “gap”. Assumindo o semi-preenchimento, o nimero de Chern
das bandas abaixo do nivel de Fermi é calculado através da Eq. (2.3.17), que no caso de
Haldane se reduz a [33]

C_= 1 > sgnh. (k)= ; {sgnE_ (K)—sgnFE_ (K/)] , (3.1.8)

2 k=K K’

onde sgn () é a fungdo sinal. A topologia do sistema depende somente do ordenamento de
energia das bandas nos pontos em que o espectro do sistema pode se tornar semimetalico
(Bgr =0).

Em geometrias finitas, a topologia se manifesta na forma de estados de superficie.
Considere uma rede hexagonal finita na dire¢ao y, com cem sitios indexados por um indice
inteiro j € [0,100], e condigoes de contorno periddicas na diregao Z, na qual a transformada,
de Fourier pode ser aplicada, representada na Fig. 3.1.1b. O espectro é mostrado na
Fig. 3.1.3 para C'=0 e C' =1 nos painéis superiores e inferiores, respectivamente. No
segundo caso, um par de estados de superficie atravessam o “gap” isolante do “bulk” o que
torna o sistema condutor na superficie. Esses estados estao associados com o deslocamento
dos centros de carga de Wannier [9]. Neste contexto, pode-se calcular y (k;), utilizando
a Eq. (2.2.10) ao tomar a transformada de Fourier das fungoes de Bloch na direcao 7.
Na fase nao trivial, a mudanca na fase de Berry ao longo da Zona de Brillouin induz
um avancgo dos centros de carga de Wannier de exatamente um parametro de rede. No
“bulk” a vacancia deixada por este deslocamento ¢ ocupada pelo avango do seu vizinho, e o

sistema permanece isolante. Mas nas interfaces com o vacuo, o deslocamento dos centros
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Figura 3.1.3: Resultados numéricos para os centros de carga de Wannier como fungao de
ky para C =0 (a, b) e C' =1 (¢, d). k1 representa o vetor de onda normalizado da BZ
unidimensional. O espectro do sistema finito é mostrado (b, d) com estados de superficie
evidenciando a topologia do sistema. Figura modificada de Vanderbilt [9].

leva a uma polarizacao de cargas nas bordas e o surgimento dos estados condutores.
Esta polarizacao esta conectada com a quantizacao do efeito Hall. Um argumento
qualitativo para este fenomeno é o seguinte: suponha um isolante com niimero de Chern

C =1, com uma célula unitaria retangular de tamanho a x b, sujeito a um campo elétrico

E = —EZ. A resposta linear [36] do vetor de onda de um elétron de Bloch sujeito a um
campo elétrico fraco sera
: e
k=——E. 3.1.9
: (3.1.9)

Com isso, o tempo necessério para que k, avance de um pardmetro da rede reciproca 27 /a

_2n/a _ h

= =—. 3.1.10
“eE/h  eal ( )

Neste periodo, cada elétron da rede é deslocado de b na direcao ¢, induzindo uma
densidade de corrente K, = —eb/T,Acenl = (62 / h) E, onde A.ep = ab é a area da célula

unitaria. Reescrevendo a densidade de corrente em termos do campo elétrico

62

Ky =oyyF, Oay = 7 (3.1.11)

ficando evidente a quantizacao da condutividade Hall.
O modelo de Haldane oferece uma plataforma simples e exatamente diagonalizavel para
a introdugao da topologia em sistemas cristalinos. Apesar disso, suas estritas condigoes -

a quebra da simetria de reversao temporal e a natureza independente de spin dos elétrons
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- dificultam a sua realizacao experimental, e sistemas capazes de exibirem este fenémeno
s6 foram alcangados, primeiramente, em 2013 [18], e 2019 em monocamadas de grafeno
[19] excitadas por pulsos ultra-rdpidos de luz circularmente polarizada, fazendo o papel
dos “hoppings” complexos. Ao introduzir modificagoes no modelo de Chern, no entanto,
Fu, Kane e Mele [3, 4], em 2005 e 2006, obtiveram um modelo onde existe o efeito Hall
de spin quantizado com uma nova classificacdo topoldgica, mas com elétrons com spin
na presenca do acoplamento spin-6rbita e preservando a simetria de reversao temporal.

Vejamos na secao seguinte como ele é construido.

3.2 Isolantes Topolégicos e o Invariante Z,

Ao invés de focar no desenvolvimento tedrico dos isolantes topoldgicos, introduzidos a
partir da teoria moderna de polarizacao [4], nesta se¢do veremos como estes isolantes
sao previstos a partir de uma série de generalizacoes imediatas dos isolantes de Chern.
Veremos que, assim como no modelo de Haldane, os isolantes topolégicos apresentam uma
fase nao trivial caracterizada por um invariante topoldgico que pode assumir apenas dois
valores distintos, por isso a classificagao é dita de classe Zsg (inteiros mod2).

Comecamos ao considerar dois isolantes de Chern nao interagentes e tomamos um caso
idealizado no qual associamos uma projecao de spin T ou | a cada um. Como os sistemas
nao interagem, associa-se um par de nimeros de Chern (C¢,C i) para cada sistema e
nenhuma novidade se apresenta até aqui. Uma maneira de introduzir uma interacao entre
os sistemas, é um acoplamento spin-érbita do tipo .. Neste caso o Hamiltoniano ainda é

diagonal na base de spin, introduzindo apenas um indice de spin no sistema

HnT|1/JnT> - EnT|1/JnT>7 Hmllﬁm) - Eme), (3‘2‘1>

e a classificacdo de Chern ainda ¢ vélida C'= Cy + ().

Agora, consideramos um sistema nao magnético (no caso de Haldane é equivalente
a fazer to9 =0). Os termos diagonais do acoplamento spin-érbita (SOC) sdo da forma
[(0:V)py — (0yV) pz] 5 que preserva a simetria de reversao temporal, ja que p e s s@o
impares sob esta operagao. Dessa forma, se o sistema de spin 1 possuir um niimero de
Chern Cj, seu par deve obedecer C| = —C%, a fim de preservar o numero de Chern total
nulo

C=Cy+C,=0. (3.2.2)

Uma representacao deste sistema é mostrada na Fig. 3.2.1, onde véem-se pares de centros

de Wannier se deslocando em sentidos opostos, representando os sistemas com (CT’ C i) =

(1,-1).

Suponha agora sistemas como aqueles descritos no paragrafo anterior com ntmeros de
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Figura 3.2.1: Representacao dos centros de carga de Wannier (esquerda) e da dispersao
eletronica, (direita) como fungao do vetor de onda cristalino k1, em um sistema com
Cy,p = 1. Figura modificada de Vanderbilt [9].

Chern parciais Cy = {0,1,2,3}, representados no painel da esquerda da Fig. 3.2.2, onde os
centros de Wannier avangam de zero, um, dois e trés parametros de rede respectivamente.
No painel da direita, tem-se os mesmos sistemas com a inclusao do acoplamento spin-orbita
diagonal, induzindo a quebra de degenerescéncia dos niveis de spin em alguns pontos do
espectro dos painéis (g) e (h). Entretanto nota-se que as degenerescéncias nos pontos
0, ™ e 27 sobrevivem a esse processo. De fato, esses pontos sao invariantes sob reversao
temporal, pois —k = k + 27 neste caso, e o teorema de Kramers garante que o sistema
é degenerado nestes pontos. Como o acoplamento spin-6rbita nao quebra essa simetria
ela deve estar presente no espectro e uma nova caracteristica topologica é associada ao
sistema. Ao observar a evolucao dos centros de Wannier, nota-se que aqueles do painel
(e) podem ser deformados continuamente, sem que nenhum “gap” se feche ou se abra, no
painel (g). Ou seja, um sistema com ntimero de Chern parcial C} = 0 é topologicamente
idéntico ao sistema com C4 =2, e 0 mesmo ¢ valido para o para os painéis (f) e (g) com
C =1 e C =3. Isso significa que o SOC transforma o sistema, sendo distinguiveis por

inteiros pares e impares.
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Figura 3.2.2: Representacao dos centros de Wannier como funcao de x1, para sistemas com
C ={0,1,2,3} (de cima para baixo) sem SOC (esquerda) e com SOC (direita). Figura
modificada de Vanderbilt [9].

3.2.1 O Modelo de Kane e Mele

A fim de ilustrar um isolante cristalino que exibe a fase topoldgica Zz, Kane e Mele [3]
construiram um modelo eletrénico de spin 1/2, cujos setores de spin “up” e “down” séo
descritos por pares complexo-conjugados de Hamiltonianos de Haldane, com interacao
spin-érbita [37]

A , .
H = (2 Z (_1)7'7, C;I;’aci,a +t Z C;,!-7O¢Cjaa _'_Z)\SO Z C:Ii-,ao-gé/))cj76> + h.c. (323)
io (ig)cx (7)),

Os primeiros dois termos sao idénticos ao modelo de Haldane, com a inclusdo do indice de
spin a em cada operador de segunda quantizacao. O terceiro termo é também anélogo a sua
versao de Haldane, mas sua amplitude é renomeada para Agg para enfatizar a dependéncia
de spin o7, - Neste modelo trataremos apenas o caso mais simples do acoplamento spin-
orbita, tomando-o somente na dire¢ao 2. Entretanto, como discutido na secao anterior, a

fase topolégica pode ser acessada a partir de um acoplamento com simetria SU(2), j& que
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Figura 3.2.3: Dispersoes eletronicas das fases trivial (esquerda) e topoldgica (direita) do
modelo de Kane e Mele. As cores indicam o carater de sub-rede das bandas, azul ou
vermelha, quando a contribuicao para a funcao de onda esta localizada em uma delas, e
roxo quando ha uma mistura.

a simetria de reversao temporal nao é quebrada pelo acoplamento spin-érbita.
Novamente, a transformada de Fourier dos operadores de segunda quantizacao, nos
leva ao espago reciproco
1 —ik-r;
Ciaq=—=—=) ¢€ “Ck.a- 3.2.4
1, \/N % , ( )
Como o modelo de Kane-Mele corresponde a duas cépias do Hamiltoniano de Haldane, ele

assume uma forma simples no espaco k, na base de spin

(3.2.5)

H(k) _ ( Hyal (k) 0 )

0 Hﬁal<_k>

Devido a presenca da simetria de reversao temporal, as energias se apresentam simétricas
nos pontos K, K’ em qualquer configuracao de pardmetros, em contraste com o modelo de
Haldane

Eio(K)=FEs o, (K') =+ (330 —0A), (3.2.6)

e héd um “gap” de 61/3Ag0 — 2A nestes pontos. No valor critico Ago = —A/3v/3 = A, uma
fase semimetdlica surge no espectro.

O carater topologico é analisado de maneira semelhante ao modelo de Haldane:

1. Para Ago > A. o sistema possui topologia trivial e o cardter das bandas permanece o

mesmo em toda BZ.

2. Para Ago < A¢, 0 “gap” do sistema reabre, mas a dispersao apresenta bandas com
carater de sub-rede invertido em relacao ao ponto I', evidenciado pelas cores na
Fig. 3.2.3.

Quando o modelo conserva o spin na dire¢ao 2, a topologia do sistema pode ser determinada

através dos nimeros de Chern parciais, associando (C’T,C’ ¢)7 calculados a partir da
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Eq. (3.1.8), as bandas ocupadas E_ y e E_ |, como funcao de Ago. Na configuracao trivial
Aso > A¢, os numeros de Chern parciais sao Cy = C| = 0, enquanto que para Ago < Ac,
seguindo o cardter de inversao do espectro eletronico, C4 = —C'| = 1. Em ambos os casos,

o nimero de Chern total é nulo, mas a diferenga [38, 39|
1
=5 (¢r=Cy) mod2. (3.2.7)

define uma quantidade, dita de classe Zg (grupo dos inteiros mod2), que se mantém

invariante a menos que o sistema passe por uma fase semimetdlica com fechamento do

Realizando a transformada de Fourier em apenas uma das dire¢Oes espaciais

Cria = Clz j Z —igz Clgurf), (3.2.8)

Zlfqz

onde j é o indice de rede na direcao y, e N, o nimero de sitios na dire¢ao &, o carater
nao trivial se manifesta no espectro de sistema finito do modelo, mostrado na Fig. 3.2.4.
Nele, véem-se pares de estados de superficie, protegidos contra desordem nao magnética
pela simetria de reversao temporal, atravessando o “gap” de energia do “bulk”, formando
a estrutura conhecida como cone de Dirac em torno do ponto K. Ao considerar o
deslocamento dos centros de carga de Wannier, para cada avango de uma célula unitaria de
um centro, existe outro estado com spin oposto que avancga no sentido contrario, resultando
em uma corrente de carga nula, mas a polarizacao de spin leva a uma corrente de spin
nao nula e ao efeito spin Hall quantizado, no qual a direcdo de propagacao eletronica é

diretamente relacionada com sua projecao de spin.

a ~
(@) 1.0F gy ~0.05
oo=1
0.5¢ o=14
- N 000 T e e e R L T VIV TV YTV
w 0.0f 30 20 50
qx ~ -0.05
-0.5f
E oo=1
= S it g=1
-1.0f : o
-17/2 0 T2 %%MW

q 0 10 20 30 40 50
X .
]

Figura 3.2.4: Representagao do espectro de sistema finito do modelo de Kane-Mele. A
dispersao eletrdnica (a) mostra os estados de “bulk” isolantes e estados de superficie
condutores. E mostrado o cardter espacial dos estados de superficie (b, ¢) separados em
projecoes de spin.
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3.2.2 Definicao do Invariante Zy

A classificacdo topoldgica Zso pode ser definida para um sistema genérico, ao retomarmos o
conceito de que um nimero de Chern nao nulo, necessariamente implica em uma obstrugao
para a definicao continua da fase de Berry na BZ. No caso dos isolantes topologicos C'
é sempre nulo, permitindo que as func¢des sempre sejam continuamente definidas. No

entanto, ao impor a restricao da reversao temporal sobre as fungoes de Bloch
lun, (—k)) = T|uy, (k)) (3.2.9)

onde n é o indice de banda e I, I] indicam os pares de reversao temporal, um invariante
Zo nao nulo se manifesta com essa mesma obstrucao, mas apenas na metade da BZ [4]. O
invariante Zs pode ser determinado a partir da diferenca entre a fase de Berry calculada
pela integral de linha da conexao ao longo da borda da BZ e do fluxo da curvatura na

superficie formada por ela

1
u:yg A(k)~dl—/ F.dk
2r | Jomz, BZ, /2

onde o caminho de integracao é tomado como a metade da BZ. A condi¢cdo mod2 na

mod 2, (3.2.10)

equacao acima, vem da distingao topologica em multiplos pares ou impares na presenca
do acoplamento spin-6rbita, como mostrado na Fig. 3.2.2.

Uma solugao numérica para a Eq. (3.2.10) é proposta por Fukui et al. [34], ao considerar
metade da BZ Bl_/z’ e diagonalizar numericamente o sistema somente nesta regiao. A
reversao temporal é automaticamente satisfeita pelo sistema quando a Eq. (3.2.9) é utilizada
para definir os autoestados na regido complementar BT/Q. Por outro lado, nos pontos de

alta simetria, os autoestados, degenerados em pares de Kramers, devem satisfazer
luon (K)) = T|uzp—1 (K)). (3.2.11)
Assim, a forma discreta da Eq. (3.2.10) é escrita como

v=c1| Y As(k)— > Fuy(k)| mod2, (3.2.12)

kleﬁBl_/Q klEBl_/Q

onde A, (k;) e Fyy (ki) sdo definidas nas Eqs. (2.4.28) e (2.4.29), respectivamente.

3.3 Os Half-Heuslers e sua Topologia

Os Half-Heuslers (HHs) comp6em uma classe de materiais extremamente diversa, que vem

atraindo a atencao pela possibilidade da existéncia de uma fase topoldgica em diversos
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compostos [22, 23, 40]. Eles pertencem a classe de semicondutores ternarios, constituidos
de uma estrutura covalente (Y Z)"" disposta em uma blenda de zinco, preenchida com
fons X", geralmente compostos de terras raras ou metais de transicao, ocupando uma
FCC deslocada de meio parametro de rede em relacao a primeira. Quando combinados,

formam o HH designado XY7Z, como mostrado na Fig. 3.3.1.

Figura 3.3.1: Representacao esquemaética da estrutura cristalina de um HH.

As caracteristicas cristalinas e eletronicas dos HHs se assemelham as dos compostos
HgTe e CdTe, conhecidos na area da topologia. Assim como os modelos vistos no Cap. 3,
o ordenamento de energia das bandas desses compostos em pontos especificos da BZ

determina a sua topologia. Nesse caso, trata-se do ponto I'!
(—1)" =sign [Ep (1) — Ep (T%)], (3.3.1)

onde I'6 e I'® sdo0 as representacoes irredutiveis do grupo de simetria cibica das bandas
do composto préximo a Er (discutidas com mais detalhes no Cap. 5). Se a energia das
bandas I'0 se encontra abaixo da I'® elas se encontram invertidas e a fase topolégica é
realizada. Acredita-se que esta inversao é realizada nos semicondutores ternarios pela
corregao relativistica da massa dos elétrons no orbital 6s de elementos pesados [43, 44],
fazendo com que a banda I'®, composta de orbitais s, se apresente abaixo da I'S.

Estudos recentes apontam os HHs de elementos pesados como o YPtBi como sendo

'Esta equacdo é andloga aquelas mostradas em [41, 42]
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um semimetal, apresentando a inversao de bandas caracteristica de uma fase topologica
[23, 41, 45]. J4 o YPdBI se apresenta um pouco mais elusivo. A energia das bandas se
encontra préximo ao limiar de transigao de fase topolégica [22, 46]. Dessa forma, algumas
referéncias o apontam como um isolante topolégico [47] e outras o colocam no regime
trivial [21, 48]. Entretanto, o seu carater de inversao de bandas é sempre menor do que o

composto de Pt e para este trabalho vamos considera-lo um isolante trivial.
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Capitulo 4

Um Modelo Simples da Interacao
entre Momentos Localizados e

Estados de Superficie

A fim de estudar o comportamento de momentos localizados em isolantes topologicos
(TT), introduzimos impurezas de spin 1/2 no modelo de Kane e Mele posicionadas na
metade da distdncia entre um sitio A e um sitio B, tais impurezas sao ditas intersticiais.
Considerando a interacao da impureza com um sitio 7, seu acoplamento com os elétrons

de banda ¢ dado pelo modelo de Anderson [13]

Hy =" Bydl ydigo + Ud] (digyd! | digy + > (Vigirelradipa +hoc.) (4.0.1)
(e TQ

onde d;ro ., Cria um momento localizado de spin 1/2 e projegao «, na posicao intersticial i,
cl-Lm cria um elétron de conducgao na célula unitaria ¢ e sitio 7, E; é a energia do orbital
dos momentos localizados, U o potencial coulombiano e Vj, ; » a amplitude de hibridizagao
entre os elétrons de banda e o orbital do momento localizado. Através da transformacao de
Schrieffer-Wolf [49], a Eq. (4.0.1) pode ser escrita com uma forma semelhante ao modelo
de Kondo

Hyg = Z JSa- [c;rmaaﬁchﬁ} , (4.0.2)
Taf
1 1
JL=V2. - 4.0.3
K 10,0,T [Ed—l—U Ed] ) ( )

onde S, sao os operadores de spin do momento localizado e o sao as matrizes de Pauli.
O “gap” isolante no “bulk” do sistema suprime o efeito Kondo, por isso sera tutil

escrever os operadores de segunda quantizagao em contribuicoes de “bulk” e superficie
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separadamente
—zqzw ~ (s) e—ik-ri )
Ciro = C{xyj}ﬂ" Z quJ j) CszTa + Z 7q>k706k7’0’ (4'0'4)
k 4/ NmNy

onde ¥y, -5 (j), Pkro sa0 as fungoes de onda dos estados de superficie e “bulk”, respec-
tivamente, obtidos a partir da diagonaliza¢ao do modelo semi-infinito de Kane e Mele
[37], j um indice discreto que representa a posi¢do de um sitio na diregdo perpendicular a
superficie, e N, ¢ o niimero de sitios da rede na direcao y = x,y. No primeiro termo da
Eq. (4.0.4), a transformada de Fourier é feita somente na direcao paralela a superficie e
as fungdes de onda sao escritas como fungao do indice j. Substituindo a Eq. (4.0.4) na

Eq. (4.0.2) e mantendo apenas a contribuigao de superficie, obtemos

HK Z qqu j]mTOéo-Oé,ch,/,;T,B ) (4.0.5)
qu g

TR,
ngqwaﬁ (]) ]\/Iv{ qjquO&( )\P ’7,6'( ) (406)

Agora, a constante de acoplamento F7

wdoap (J) herda a dependéncia espacial dos estados

de superficie.

Na Secao 3.2.1, vimos que a projecao de spin dos estados de superficie esta diretamente
relacionada com a dire¢do da sua propagacao e, portanto, toda a interacao que induz uma
troca de spin, a energia constante (por exemplo a linha vermelha da Fig. 3.2.4a), deve
necessariamente inverter a direcdo do momento cristalino ¢,. Dessa forma, as duas tinicas

possibilidades de espalhamento de um elétron na impureza serao da forma

(¢z,0) — (—qe,—0), ou (qz,0) — (qr,0), (4.0.7)

o que nos permite simplificar a Eq. (4.0.5)

HIQ (])S (]) [ qITTC(ImTT iquic—Q:cTJf}
+FT () [ST () el yoricaurt +S7 ()b recgery] (4.0.8)

onde a propriedade de reversio temporal das funcoes de onda, TVg,ro () = V2, ., (j) é

utilizada a fim de definir as componentes paralela e transversal da constante de acoplamento

F7 ()= F .11 (), FL(G)=F,, _qr1(U)- (4.0.9)

Para ver o resultado desta interacao, a Fig. 4.0.1 mostra o grafico das constantes de
acoplamento transversal e paralela como fungao de j, onde assumimos um acoplamento

idéntico da impureza com ambas as sub-redes. Nota-se o comportamento exponencial
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Figura 4.0.1: Constante de acoplamento efetivo (em unidades de Jx/N,), nas diregoes
paralela e perpendicular, em funcdo do indice espacial j. O detalhe mostra a caracteristica

espacial de um estado de superficie. Ambos os dados foram obtidos com Ago = 0.1t e
Ay = 0.4¢.

caracteristico destas fungoes conforme se adentra o material, uma caracteristica herdada
dos estados de superficie topoldgicos do modelo, com contribui¢des idénticas das sub-redes.
Se os estados topoldgicos nao estao presentes, o processo € restrito a interagao com estados

de “bulk” preenchidos, que nao resulta em efeito Kondo devido a presenca do “gap”.
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Capitulo 5

Modelo Microscopico para os
Half-Heuslers

Perto do nivel de Fermi (Er), as contribuigoes principais para a estrutura de bandas dos
HHs vem de uma combinacio de orbitais Bi-s, Bi-p, Pt/Pd-s, Pt/Pd-d e Y-d' [10, 42],
fortemente influenciados pelo acoplamento spin-érbita e hibridizagao p—d. Os cinco orbitais
d podem ser classificados em dois grupos: um dubleto e; =d 2_,2,d 2 cuja maior amplitude
orbital se encontra ao longo dos eixos , 9, 2, e tog = dyy,dy-,dy, com maior amplitude
entre os eixos. Por conta da simetria local tetraédrica, mostrada na Fig. 5.0.1, os orbitais
que apontam ao longo dos eixos (e4) possuem sobreposicao minima com as fungoes de onda,
associadas aos dtomos vizinhos, consequentemente a interacao eletroestatica do dubleto e,
com seus vizinhos é menor do que a do tripleto to4, diminuindo a sua energia e fazendo
com que somente os orbitais 9, participem das bandas préximas a Er. Combinados, esses
efeitos produzem, no ponto I'; bandas identificadas pelas representacoes irredutiveis do
grupo de simetria cibica I'6 e T'7, dois dubletos com J =1 /2 e um quadrupleto I'® com
J=13/2.

Um modelo “tight-binding” é utilizado para parametrizar as bandas eletronicas. Neste,
o Hamiltoniano ¢é escrito em termos de uma combinacao linear de orbitais atémicos (LCAQO)

centrados nas posicoes dos sitios da rede cristalina
Vi;—r; = (J1ma|H |jama), (5.0.1)

onde |l;,m;) representam orbitais centrados em duas posigoes r;, i = {1,2}. Para im-
plementar os “hoppings” no método LCAO seguindo o método de Slater e Koster [11],

aplica-se uma rotacao nos orbitais a fim de alinhar o eixo z, no qual é definido as projegoes

TA contribuicdo orbital do Y é menor do que Pt e Bi nas bandas préximas a Ep
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m;, com o sistema O’ cujo o eixo 2’ é alinhado com a reta que une dois sitios vizinhos
; _ (7) Co
‘]7m>_Z‘Dm/’m(a757,}/)’j7m>' (502)
ml

A rotagao dos indices de momento angular é implementada pelas matrizes de Wigner [29]
onde «, 3,y sdo os angulos de Euler convencionais, necessarios para rodar os eixos O ao
sistema O'. Em seguida, é feita a aproximacao de dois centros no elemento de matriz do

Hamiltoniano, no qual o momento angular na dire¢ao 2’ é conservado [12]
<l1,m/1|H]l2,m'2> ~ <l1,m'1]H]l2,mﬁ)(5m/1m/2. (5.0.3)

Portanto, os “hoppings” sao escritos como

Veyr = 3 (12n’) (D93, (@8.9)) DY, (0.8.), (5.0.4)

m/

onde (j1jo2m’) é a uma notagao simplificada para a integral de energia
(172m’) = (v | H|jom’) (5.0.5)

entre os dois orbitais centrados em r; e rj. A componente do momento angular na direcao
da ligagao m’ = (0,1,2...) é usualmente denotado (o,7,d...), seguindo a nomenclatura de
ligagoes moleculares.

O Hamiltoniano em segunda quantizacao se escreve [10]

H=Y Bl ciot Z (Vij—rsClatja+hoc.) + Hsoc, (5.0.6)

]

p,d
onde c¢;,, P

cria um elétron na posicao r; com spin a, e E*P% sdo as energias “on-site” dos
elétrons. Os termos de “hopping” sao calculados a partir da geometria tetraédrica em
torno do sitio do Pt/Pd. O acoplamento spin-érbita do sistema é introduzido no termo
Hgoc nos sitios do Pt e Bi [42]

Hsoc = AL-S, (5.0.7)

com A um parametro livre.



54

Q Y
. Bi
@ rvrd

Figura 5.0.1: Geometria tetraédrica em torno de um sitio de Pt/Pd.

O Hamiltoniano é diagonalizado pela transformada de Fourier dos operadores de
segunda quantizacao
—ikeric, (5.0.8)

G

1
=—=>c¢
el
e definindo r; =r; +b,,, com b, (n=1,...8) os vetores que ligam um sitio ao seu primeiro

vizinho, o Hamiltoniano no espago reciproco sera

H (k) =S E*P e+ 5 (V (k) +h.c.) e, e + Hsoc, (5.0.9)
ko ko

Vik)=Y e ®bryg (5.0.10)
by,

Os espectros dos compostos YPtBi e YPdBIi sao mostrados na Fig. 5.0.2, obtidos a partir
da diagonalizagdo do Hamiltoniano da Eq. (5.0.9) e ajustados, utilizando os pardmetros
de energia, “hoppings” e amplitude do acoplamento spin-érbita, aos calculos numéricos de
Al-Sawai et al. [41]. A dispersao do YPdBIi é caracteristica de um isolante trivial com um
“gap” de aproximadamente 0.3 €V, pois o estado I'0 estd acima do I'® no ponto I'. J4 no
YPtBi a situagao se inverte e o espectro apresenta o fenémeno de inversao de bandas, mas
a degenerescéncia de I'® no ponto I' da BZ torna o sistema semimetalico.

A fase topoldgica de ambos os compostos é novamente confirmada pelo espectro de
sistema finito na direcao Z e condigoes peridédicas nas direcoes Z, ¢, obtido a partir da

transformada de Fourier parcial dos operadores de segunda quantizacao
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Figura 5.0.2: Espectro eletronico dos compostos YPtBi e YPdBi.
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Figura 5.0.3: Espectro de sistema finito dos compostos YPtBi e YPdBI.
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onde N ¢é o numero de sitios na dire¢dao perpendicular a superficie. O resultado é mostrado
na Fig. 5.0.3, onde uma dispersao totalmente “gapeada” é observada para o composto
YPdBi, mas um “gap” no YPtBi ndao é imediatamente identificado dada a dispersao
semimetalica. Uma deformacao uniaxial na direcao [111] [21, 22] de 3% do seu valor
original, é capaz de quebrar a simetria cibica do cristal e um “gap” aparece entre as
bandas I'®. No modelo da Eq. (5.0.6), isso é feito modificando o “hopping” ta,1,1) € a
dispersao do YPtBi na presenca da deformagdo, mostrada na Fig. 5.0.4, exibe estados
de superficie que surgem da banda de valéncia e outros da banda de conducao, que se
interceptam nos pontos de alta simetria da BZ (X' M ), 0 mesmo comportamento dos
estados de superficie topoldgicos do modelo de Kane e Mele, mostrados na Fig. 3.2.4a.
Deve-se notar que esse cruzamento nao ocorre no caso do YPdBIi, o que mostra que os

estados de superficie desse composto nao sao topoldgicos.
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Figura 5.0.4: Espectro de sistema finito do composto YPtBi na presenca da deformagao
uniaxial.

Este procedimento também nos permite obter a dependéncia espacial e o carater orbital
dos estados de superficie. A Fig. 5.0.5 mostra o médulo ao quadrado da funcao de onda
de um dos estados topoldgicos como fungao da distancia perpendicular a superficie (j) no
composto YPtBIi, exibindo a caracteristica exponencial assim como no caso do modelo de

Kane e Mele, mas com uma maior localizagdo nos sitios préximos a superficie.

0.4+ O
I g =0.99%
03"
~ Os
'}?:, 0.2 p
I <o
0.1- o
0.0- 0 B ¢ o o &
0 2 4 6 8

Figura 5.0.5: Médulo ao quadrado da funcao de onda dos estados de superficie em termos
da distancia perpendicular a superficie separado pelo seu contetido orbital.
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Capitulo 6

Acoplamento de Tons Magnéticos
Complexos com Elétrons de

Conducao

No Cap. 4, foi mostrado como um momento magnético de spin 1/2 se acopla com os
elétrons de banda do modelo de Kane-Mele a partir de um modelo de impureza tnica
de Anderson. Nesse contexto, os operadores de segunda quantizacao agindo no orbital
ocupado por um elétron dos momentos localizados aniquilam um elétron, deixando um
estado vacante singleto d,|o) =|0), e no processo pode-se recriar o estado dj;,]0> =|o)
seguindo a Eq. (4.0.2), transferindo o spin o — ¢’ para os elétrons de condugao. Se estamos

d3T no meio cristalino dos

interessados em analisar a resposta de EPR das impurezas de N
HHs, é necessario considerar a transferéncia de elétrons entre a configuracao 4f2 do fon
Nd** e os estados das bandas de conducdo do cristal. Entretanto, os processos 43 = 4 f2
e 4f3 = 4f*, por envolverem configuracoes de muitos elétrons em todos os estados, sdo
mais complexos e o efeito da agao dos operadores de segunda quantizagdo nao ¢ mais tao
simples. Ao cabo, queremos obter em teoria de perturbacao de segunda ordem, como
na transformacao de Schrieffer-Wolff, um Hamiltoniano efetivo analogo ao Hamiltoniano
Kondo, que descreva os canais de espalhamento dos elétrons de conducao pela impureza
magnética com todas as possiveis transferéncias de momento angular entre eles. Isso
serd feito a partir de uma formulagao desenvolvida por Hirst [14] construida em termos
de tensores esféricos irredutiveis atuando tanto no multipleto da impureza magnética
quanto nos estados dos elétrons de conducao. Seguindo a nomenclatura de Hirst, vamos
chamar esse Hamiltoniano efetivo de acoplamento k — f. Este capitulo serd dedicado ao

desenvolvimento deste formalismo.



o8

6.1 Notacao de momento angular

Vamos primeiramente introduzir a notagao e algumas propriedades que serao extensiva-
mente utilizadas. Primeiramente, definimos os coeficientes de Clebsch-Gordan (CG) [50],
que expressam os coeficientes de expansao na soma de dois momentos angulares j; e jo

para obtermos o momento angular total js € {|j1 —j2|,|j1 — 72| +1,..., 71 +J2— 1,71 + j2}

[j1j2;d3ms) = > (Jima; jama|jije; jams)|jima; jama). (6.1.1)

mimo

Os coeficientes de CG sao definidos como

2j2
-1 . . o
CaLanis E( ) (jsms; jamaljzje; jima), (6.1.2)
1]
l=2j+1. (6.1.3)

Também é conveniente definir os simbolos 35 de Wigner, dados por

Cini2ds | — (— 1)j1—m1( a2 s )’ (6.1.4)

mi,ma2,m
12,1 m m‘z m3

Ol = (PGl (615)

A situacgao é mais complexa quando estamos tratando da soma de trés momentos
angulares ji,72 e 73 formando J. Existem maneiras distintas de realizar essa operacao:
(I) acoplamos j; com jo, formando ji2, e em seguida somamos com j3 para formar J,
ou (II) soma-se j; com a soma ja3, da soma jo com j3. A maneira como o acoplamento
é feito determina quais estados estdao participando da formagao do momento angular
total J, por exemplo se temos j; =1 e j2 =2, ji2 assume os valores 1,2 e 3. Entao se
j1 =1 e gostariamos de ter J = 3, tanto ji2 =2 ou j12 = 3 satisfazem a soma de momento
angular. Portanto, para um dado estado J e M existe, em geral, um conjunto de estados
distintos pelos quais |JM) é representado. Como |(j172),712,73,J M) obtido através do
procedimento (I), e |j1,(j273),723, JM) do procedimento (II) definem o mesmo estado

quantico, eles devem estar conectados por uma transformagao unitaria dada por

| (j172) 12,53, TM) =Y/ [12] [ 23] j;’%’jfbl, (j2J3) ,J23, JM). (6.1.6)

J12
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Através dos coeficientes da combinagao linear acima, podemos definir

j1,j2,j35(_1)j2+j3+j5+j6 JuoJzJs (6.1.7)
7475576 j4 ]'5 j6

e o termo entre colchetes é o chamado simbolo 65 de Wigner, que pode ser escrito em

termos dos coeficientes de CG como

Ji J2 I3 . . L
C DT =0 (ima; jamaldige; 3, ma 4 ma)
J4a J5 J6 mima

X (j3,m1 +ma; ja, ms —my1 —ma|j3ja; jsms)
X (jama; ja, ms —my —ma|jaja; je, ms —mi)

x (j1ma; je, ms — m1|j1e; Jsms). (6.1.8)
A seguinte propriedade nos permite reescrever a soma de dois simbolos 37

-1 - -/ 11 -/ 11 111 - -/ 1/
ZOJ P00 P ///ZZ[A] Wi A" 0d" NG od A (6.1.9)
q

m”,q,m~"m/,qm Jip,J m”  um=m’,p,m'’
Ap

evidenciando a agdo do coeficiente W, transferindo acoplamento j” com j e j' com 7 em

um acoplamento j com j” e j' com j”.

6.1.1 Operadores Tensoriais Esféricos Irredutiveis

Na mecanica quantica, os observaveis de um sistema sao descritos por operadores hermiti-
anos que, em determinados casos, se transformam sob rotagdes como vetores, como é o
caso de posicao, momento, spin, etc. Sob rotacoes, um operador vetorial genérico V, de

componentes cartesianas V;, se transforma como

Vi=> RyVj, (6.1.10)
j

onde RIR;; sao as componentes da matriz de rotagao correspondente. Tensores de ordem

superior sdo construidos por uma generalizagdo da Eq. (6.1.10) [29]

iR

e o numero de indices ijk... é dito a ordem (“rank”) do tensor. Assim, vetores sdo tensores
de ordem um.

Nem sempre a decomposicao em componentes cartesianas é a representagao mais util
de tensores. Uma decomposicao alternativa extremamente 1til é aquela definida em termos

dos tensores esféricos irredutiveis, definidos como quaisquer objetos TqQ que respeitam as
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relagoes
|1, TE) = hqTg, (6.1.12)

e TR =/ (QF ) Qg+ 1T, (6.1.13)

onde @ é a ordem do tensor, que possui 2Q)+ 1 componentes, g € {—Q,—Q+1,...Q —1,Q}.

As relagoes anteriores indicam que o tensor TqQ se transforma sob rotagoes [51] pela relagao

D (ap) TQD]L (afv) = Z D . (aBy) T (6.1.14)
que corresponde a rotagao de um estado de momento angular |Qq), como na Eq. (5.0.2)

D(afy)|Qq) = Z D (@B7)1Qd). (6.1.15)

A partir dessas defini¢oes, obtém-se o teorema de Wigner-Eckart, que enuncia que
qualquer elemento de matriz de um operador tensorial TqQ , entre estados de momento
angular |[jm), satisfaz

. . 'Qj . )
<o/j'm/|T;2|ozjm> C’,jn,qfn< ’j/HTqQ||ozj>, (6.1.16)
onde « é o conjunto de indices necessarios para descrever completamente o estado |ajm),
e (o/y' ||TqQ ||aj) é o chamado elemento de matriz reduzido, que independe dos indices de
projecao m, m’ e q.
A utilidade dos tensores esféricos irredutiveis se mostra na descricao do acoplamento

k — f. Primeiro, definimos um tensor agindo na base dos elétrons de conducgao

CHEIIQ = S\ QICT2T el et (6.1.17)

mm’

onde cL im cria um elétron de conducao numa onda plana com vetor de onda k£ e momento
b

angular 7,m, () é a ordem do tensor e ¢ suas 2() + 1 componentes. Os momentos localizados

serao ions das terras raras, com elétrons de valéncia multieletronica 4 f. Neste caso, é ttil

descrevé-lo por niimeros quanticos determinados pelas regras de Hund [52]:

1. O termo de menor energia é aquele que contém o maior valor do spin total S,

compativel com o principio de exclusao de Pauli.

2. O termo de menor energia é aquele que contém o maior valor do momento angular

orbital total L, compativel com a regra 1 e com o principio de exclusao de Pauli.

3. Para configuragoes abaixo de semi-preenchimento (para uma configuracao 4 f", n <7),

o termo de menor energia é aquele que possui o menor valor do momento angular total
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J =L —S. Para configuragoes acima de semi-preenchimento (para uma configuragao
4f™ n>T), o termo de menor energia é aquele que possui o maior valor do momento
angular total J =L+ S.

(M [3[2[1]0[-1[-2]-3]
[afffefefef [ [ [ |
Tabela 6.1: Representacio das regras de Hund para a camada 4f3, com indices L =

34+42+1=6,5=3x1/2=3/2e¢.J=6-3/2=9/2. As configuracdes 4f2, 4f podem ser
obtidas removendo um elétron da direita para a esquerda na tabela.

Como L, S, e J respeitam a algebra de momento angular, define-se um operador fermiénico
bjyr atuando na base ionica da impureza. Este operador esta restrito ao sub-espaco de

ocupagao unica de mais baixa energia, determinado pelas regras de Hund
4 T
M=—J

O tensor esférico irredutivel associado aos operadores da base ionica é definido de uma

forma similar a Eq. (6.1.17)

BT = Y \JIQIC % bhnmbaar. (6.1.18)
MM’

Com isso, a forma mais genérica para o acoplamento k — f é dada por um produto de

dois operadores tensoriais irredutiveis formando um Hamiltoniano escalar sob rotacoes

Kk’ JJ' kk',jj's
Hy= Y 19 (B Q) ChR.IT:Q (6.1.19)
kk':Qq
_ kK Q JQ.J ~i'\Q. pt t
= > s Do (RICy O e arb i ar oo Chisgims (6.1.20)
kk';Qq MM'";mm/
onde [} J;C’j? i é a constante de acoplamento, que independe das projecoes de momento

angular (isso serd melhor discutido na préxima Sec¢ao). A partir da Eq. (6.1.20), o papel
dos indices () e ¢ se torna claro. Eles sao responsaveis por ditar quais sdo os momentos
angulares permitidos no processo de interacao. Por exemplo, a aniquilagao de um elétron
de conducao |k;jm) e a criagao de outro |k’;1'm'), s6 é possivel através de determinadas
combinagoes dos indices ) e ¢, mediadas pelas regras de selecao dos simbolos 3j5. Os
mesmos indices aparecem no simbolo que acopla os diferentes estados |JM) e |J'M'), e a
informagao do processo ocorrido nos elétrons de condugao é transferida para a base dos

momentos localizados.
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6.2 O Acoplamento k£— f

Para abordar o problema, consideramos os elétrons de conducgao livres na aproximacao
de ondas esféricas, na qual o orbital da impureza encontra-se muito mais localizado
espacialmente do que a funcao de onda dos elétrons de conducao. Expandindo os elétrons
de conducao na base de ondas esféricas, temos

klmo) = dk Yy, (k) ko), (6.2.1)

\/_
onde [ko) é um estado de onda plana (r|ko) = e’¥T¢,, e &, um espinor.

O termo de hibridizacdo do Hamiltoniano de Anderson descreve a transferéncia de um
elétron do orbital do fon magnético para um estado da banda de elétrons de condugao e

vice-versa
Hunix = Vb 3 fhomChyjm + hc. (6.2.2)
m

onde f I cria um elétron no orbital da impureza no sitio 7 com indices de momento angular
Jj,m, e me;( ¢ a amplitude de probabilidade do processo, tomada como aproximadamente
constante e igual ao seu valor na superficie de Fermi. O préximo passo é representar o
Hamiltoniano da Eq. (6.2.2) na base do multipleto fundamental de Hund.

Assumindo que a separacao de energia entre diferentes multipletos de Hund é muito
maior que a energia me;U calculam-se os elementos de matriz em segunda ordem de

teoria de perturbagao degenerada, entre os estados excitados |J”M") do fon (andlogo ao

procedimento de Schrieffer-Wolf)

1

JJ/I

<JM|ka|JM’>:

ST (I M| Hugi| J" M"Y (J" M" | Hygix| T M), (6.2.3)
M//

onde Eju é a energia de ionizacdo no processo 4f™ = 4f" 1 ou 4" = 4f"*! (ignoramos
as diferengas de energia dos estados de condugao, tomados como sempre no nivel de Fermi).
Utilizando as propriedades mostradas na Se¢. 6.1 e conduzindo a algebra a partir da
Eq. (6.2.3), é mostrado no Apéndice 10.4 que o Hamiltoniano do acoplamento k— f é
escrito na forma da Eq. (6.1.20)

k ONT s
Hyp= > 1757 (B]79) ciriie, (6.2.4)
kk';Qq
onde ) )
kp . -1
ThEQ ‘Vmix J J T W (6.2.5)
J,J".g Ejn g J_Jgr g 3 J"g il

A constante 1% T d4 a magnitude do acoplamento, sendo proporcional a WJJQ,,‘]] que
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reacopla os indices de momento angular J, J” e j, como discutido na Sec. 6.1.
A expressao do acoplamento k — f mostrada da Eq. (6.2.4) é a generalizagdo de um
caso mais simples. De fato, se o estado excitado do fon for uma camada vazia J” =0, os

simbolos 37 e 65 se simplificam

: 2
WJ{(’)%’JZ[}”M(—l)Q‘”Q, (_JJ i 8):( 1[3] . (6.2.6)

Utilizando as regras de selecao do simbolo 35 na definicao dos tensores B;]] @ e C’g’j @ o

Hamiltoniano se reduz a

k
Hip =1 S b bl Crigm (6.2.7)

kk";mm/

no qual, a constante de acoplamento s6 pode ter um valor possivel de Q =0 e

L (6.2.8)

A Eq. (6.2.7) corresponde a forma de Cogblin and Schrieffer [53], aplicavel ao caso de fons

de Ce3" com valéncia 4f! excitada para o singleto 4 f°.
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Capitulo 7

Ressonancia Paramagnética

Eletronica

O experimento de Ressonancia Paramagnética Eletronica (EPR) consiste na aplicagao de
um campo magnético externo Hy sob uma amostra e sua exposi¢cao a uma radiacao de
frequéncia constante w, préximo a frequéncia de ressonancia wg = vHy, onde vy é o fator
giromagnético eletronico. Ao varrer o campo Hp, a amostra absorvera a radiacdo quando
w A wyp e a derivada da poténcia absorvida com respeito a Hy é monitorada como func¢ao
do campo magnético. Este espectro de absorcao prové informacoes detalhadas sobre a
espécie magnética ressonante, sua estrutura eletronica, dindmica da magnetizacao e o seu
ambiente local. Nesta secao introduzimos os aspectos tedricos basicos deste experimento,

bem como a obtencao do espectro a partir da teoria de Dyson e Pifer.

7.1 Descricao Teérica

Comegando com uma fenomenologia simples [54], considere um tnico momento magnético
@ imerso em um campo estatico H= HyZz. O momento magnético possui a tendéncia de

se alinhar com o campo por um torque 7 = p X H e o Hamiltoniano do sistema ¢ dado por
H=—pnH (7.1.1)

que corresponde a equagao de movimento cléssica

an _

o =v[wxH]. (7.1.2)

No caso de um “ensemble” de N spins, define-se a magnetizacao M = % >.i M, que obedece

dM

W:fy[l\/IXH], (7.1.3)
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cuja solucao é
M, (t) = Mo, Mgy (t) = Mo e™0" (7.1.4)

wo :’)/Ho. (715)

Nessa abordagem, M, é uma constante de movimento, e M, , precessionam em torno
do eixo 2. Deve-se notar que a dinamica classica acima pode ser obtida num contexto
quéntico, se no lugar de p usarmos o valor esperado do momento magnético ().

De maneira genérica, interacoes microscopicas do momento magnético com o seu
entorno, fazem com que essa magnetizagdo decaia no meio material. Para descrever o
fendomeno, introduz-se um termo de relaxacao na Eq 7.1.3

dM M, M
WZV[MXH]——Z——L, (7.1.6)

onde 717 é o tempo de relaxagao da componente paraléla ao campo da magnetizacao
chamado tempo de relaxacao spin-rede [55], relacionado com a perda de energia para
magnética para o ambiente, enquanto 75 é o tempo de relaxagdo da componente transversa
M chamado tempo de relaxagao spin-spin e envolve o processo de decoeréncia das
componentes transversas de spin. Note que somente T} ¢é relacionado com a perda de
energia magnética, ja que ela é proporcional a M,. Portanto, solu¢ao para a componente
zé

t
M. (t) = Moe 1, (7.1.7)

e uma magnetizacao inicial My do sistema de spins relaxa de maneira exponencial para o

meio com tempo caracteristico 77.

7.1.1 A Teoria de Dyson

A estratégia para encontrar a poténcia absorvida é resolver as equacgoes de Maxwell para
os campos eletromagnéticos a que a amostra é submetida. Supondo a auséncia de cargas
elétricas livres (p = 0), desprezando o termo de corrente de deslocamento (que é muito
menor que o termo de corrente usual) e assumindo um material 6hmico de condutividade

elétrica o

V.E—0, (7.1.8)
V. (H+47M) =0, (7.1.9)
1|0H oM
4o

VxH=—E, (7.1.11)
C
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onde M é a magnetizagao. Da maneira como o problema esta posto, precisamos de uma
equacao que rege a dinamica da magnetizacao. Esta equacao deve fazer a conexao da
eletrodindmica de meios materiais com a dindmica microscépica do sistema. Kaplan [25]

utilizou a equagao de Bloch [56] para descrever a dindmica da magnetizagao

oM M
— =y(MxH) - — + DV*M, (7.1.12)
ot T,
na qual os dois primeiros termos descrevem a precessao e a relaxacao da magnetizacao
(como visto no inicio desta Segdo) e o terceiro descreve uma dindmica espacial difusiva da
magnetizagao através da constante de difusao D.
A solugao para as componentes transversais da magnetizacdo ¢é escrita como uma
combinacao linear de ondas amortecidas [15], com constantes de propagacao
9 21 5 2(1+4ix)

1= 52 ky=—=—, (7.1.13)

k 52

X :’yTQ (H—Ho)

onde

02

52 =

2mow’

62 =2DTy (7.1.14)

sao o comprimento pelicular (“skin-depth”), que é o comprimento de penetragao da
radiagdo na amostra, e o “spin-depth” a distancia de decoeréncia de spin, respectivamente.
A varidavel = mede o quao distante a frequéncia da radiacao incidente w =vH esta da
frequéncia de ressondncia do campo externo wg = vy Hp.

Em posse dos campos eletromagnéticos, a poténcia de radiacao absorvida é calculada

pelo fluxo do vetor de Poynting que atravessa a superficie do material,

cHq 2
P=(— 1.1
(47T) Re(Z), (7.1.15)
dP cH\? dz

com Hi a amplitude da radiacao incidente e Z a impedéancia de superficie, definida pela

razao entre os campos elétrico e magnético na superficie da amostra

_47rE

A
c H

(7.1.17)

surf

A estratégia consiste em expandir a impedancia de superficie em primeira ordem na

susceptibilidade eletrénica xo [15], obtendo-se

2
Z:S [F+<7W>G(x)], (7.1.18)
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onde p ¢ a resistividade da amostra,

F = —4utanu, (7.1.19)
G a) = — U 22 () et (302 — w? () SO - 20 (2)
xTr) = U,Q—UJQ(:C) u w\Tr))cscu u w\x U w(x) ,
(7.1.20)

d ¢ a espessura da amostra, e as fungoes u e w carregam a dependéncia com as variaveis

de interesse J e d,

u:;s(ljti), w(z)=—((z)+in(z)), (7.1.21)

n(x)=1\\y1+22+1, &(z) =sgn(x)\[\/1+22—1. (7.1.22)

7.2 Obtencao do Espectro

A fim de compreender o espectro de absor¢ao do experimento, analisamos o caso mais

simples da Eq. (7.1.7). Calculando a sua transformada de Fourier, temos

M (w) Xt )Ty 1
- dt=—— 7.2.1
Mo /_Ooe ‘ 1/T} +iw (72.1)

=M (w)+iM" (w). (7.2.2)

E o espectro possui contribuicoes da absor¢ao e dispersao, correspondendo as partes real e

imaginaria, respectivamente,

(1/T1)" +w?

1T}

i M=

M (w) = (7.2.3)
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Figura 7.2.1: Representagao das partes reais e imaginarias de M (w) a partir da Eq. (7.2.3),
feitas com 1/77 = 1.

As formas de linha da Eq. (7.2.3) estao representadas na Fig. 7.2.1. A absor¢ao ¢ uma
Lorentziana com largura de meia altura 1/7', centrada na ressonancia. No limite 7" — oo,
no qual a magnetizacao nao decai, M’ (w) —  (w), que é o espectro da magnetizacao na
auséncia de relaxacao.

Considerando amostras nas quais o “skin-depth” é menor que o comprimento da
amostra, as observagoes feitas no paragrafo anterior também valem para a solucao de Pifer,
mostrada na Eq. (7.1.16). Mas agora os parametros d, § e J. que aparecem no argumento
das fungoes complexas misturam as partes absortiva (real) e dispersiva (imaginéria) do
espectro, caracterizado por razoes dos valores A, B e (', sendo estes a altura do pico
central, a profundidade dos vales a direita e a esquerda do pico central, respectivamente,
com relacao a linha de base. As formas de linhas do modelo se apresentam entdao em dois

regimes, mostrados na Fig. 7.2.2:

1. Regime Dysoniano: a razao d/d. é menor que d/d, representando sistemas com
baixa difusao da magnetizacao, caracteristico de momentos magnéticos localizados
como fons de Nd**. Neste regime 1 < A/B <2.6 e C/B ~0.

2. Regime Difusivo: d/d. é grande em comparagao com d/§, caracteristico de sistemas
com alta difusao da magnetizacao, como advinda de elétrons de condugao. Neste
caso, 2.6 <A/B<8e0<(C/B<1.
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Figura 7.2.2: Espectros do experimento de EPR obtidos a partir da Eq. (7.1.15), exibindo
dois regimes: Dysoniano (a) e difusivo (b).

7.3 Efeito Anomalo de Interface

Na secao anterior, foi assumido que a densidade de corrente induzida no material é linear
com o campo elétrico J = oE e local, ou seja, o valor de J em um ponto do espago s6
depende do valor de E no mesmo ponto. Isso ocorre em situagoes em que o livre caminho
médio dos elétrons (I) é pequeno em comparagdo com os comprimentos caracteristicos
d,d e de. A fim de discutir brevemente o efeito da mobilidade de carga no material,
consideramos uma amostra desmagnetizada sujeita a uma radiacao incidente, na qual as
equagoes de Maxwell se escrevem

dH w AT dE 1w

T ; - = —?H (7.3.1)
onde E = Ey (2)e™'s, H= Hy(2)e™!j, e J = J(2) é a densidade de corrente volumétrica

no meio material. Eliminando H da Eq. (7.3.1), tem-se

@ oﬁE_éme
dz2 2 2

J. (7.3.2)
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Para resolver o problema, precisamos de um modelo que relacione o comportamento
microscopico dos elétrons com a densidade de corrente. Na aproximacao J = oE, a solugao
se escreve

c

Eo(2) = Ege~ (02003 Hy(2) s (1=1) Eo (), (7.3.3)

w
com § o mesmo “skin-depth” definido na Eq. (7.1.14).

Encontrados os campos, a impedancia de superficie seréa

47 Ey (0 1+
= il O( ) :( +Z>ERCI+iXC1, (734)

g
¢ Hp(0) og)

onde R = X =1/06 sdo a resisténcia e a reatancia de superficie classicas, respectivamente.
A razdo X/ Rq =1 define o comportamento cléssico dos campos na superficie do material.

Em baixas temperaturas e frequéncias, no entanto, o livre caminho médio eletronico [
pode se tornar apreciavelmente longo, a variacao espacial dos campos eletromagnéticos na
escala do livre caminho médio se torna relevante e o espectro de EPR pode ser modificado.
Neste caso, Reuter e Sondheimer [57] propuseram uma solu¢do baseada na perturbagao da

distribuicao de Fermi-Dirac (fy) pela presenga do campo elétrico

f=fotfi(v,2), (7.3.5)

por uma fungdo fi (v,z) a ser determinada, onde v é a velocidade do elétron. A dindmica
do sistema é dada pela equagao de Boltzmann [5§]
0 144 0
fr Irwr, ¢ Ohg o, (7.3.6)

ot TV, muv, vy

A solugao geral para o campo elétrico nesse caso é escrita em termos de equagdes integro-
diferenciais nao locais (mostradas na Eq. (17) de Reuter e Sondheimer [57]), e a impedancia

de superficie no regime de micro-ondas ¢é

Z:~4A¢§fmﬁbm) (7.3.7)

Hy (0)’
onde .
=552 (7.3.8)
Ey (0 2 [ dt 9
Hﬁ$:_ﬂé Frionm "0 =@ (1) arctan () —¢ (7.3.9)

[ é o livre caminho médio e A uma constante independente de [. Definindo Z = R+ X,
seus valores sao calculados numericamente e o grafico de A/R e A/X é mostrado na
Fig. 7.3.1 como funcdo de o'/®, onde se vé o desvio do valor cléssico & medida que o cresce

e seus valores assintéticos, onde a razao fica X/R = /3 quando o — oo.
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Figura 7.3.1: Representacao das razdes A/R e X/R como fungéao de o!/6. O valor cléssico
de Z é mostrado em verde, e as retas pontilhadas em vermelho e roxo mostram as assintotas
das razoes A/R e X/R, respectivamente.

Mesmo que esta descricao fornega um comportamento eletronico detalhado na presenca
dos campos, ela se torna rapidamente complicada e a sua inclusao no experimento de
EPR é dificil. Entretanto, Lampe e Platzman [59] mostraram uma maneira simplificada

de incluir o efeito de correntes correntes induzidas no espectro de EPR, ao modificar a

R—iX\?
Z—>< : ! > Z, (7.3.10)

impedancia de superficie por

—1
onde Z estd definido na Eq. (7.1.18). A razao X/R novamente mistura a absor¢ao e
dispersao do espectro, provendo uma nova maneira de modificar as razoes A/B e C/B

através do livre caminho médio eletronico {.

7.4 Engarrafamento de Fonons

A energia adquirida pelos momentos magnéticos ressonantes durante o experimento de EPR
relaxa, principalmente, por emissao ou absor¢ao de fonons da rede cristalina, dissipando
a magnetizacao. Entretanto, o sistema de fénons possui calor especifico finito [16, 60] e,
em baixas temperaturas, a taxa de absorcao de radiagao pelo sistema pode ser maior que
a capacidade dos fonons de dissipar a magnetizacao para o banho térmico, se tornando
aquecidos. Dessa forma, parte do espectro de fonons se torna desacoplado do banho térmico,
suprimindo os processos de relaxacao que passam a ser dominados pela capacidade desses

fonons de conduzir a magnetizagao “aprisionada” ao equilibrio térmico [61]. Um esquema,
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Figura 7.4.1: Representagao do fendmeno de engarrafamento de fonons. Acima, tem-se
um sistema na auséncia desse efeito e a energia rapidamente relaxa para o banho térmico.
Abaixo a atenuacgao da relaxacao faz com que a magnetizacao fique aprisionada no sistema
fonon-momento magnético.

desta fenomenologia esta representada na Fig. 7.4.1.

Este fenomeno possui algumas implicagoes para o experimento de EPR. Primeiramente
haverda um maior desequilibrio das populacoes dos estados magnéticos [62] excitados,
impedidos de relaxar pelo engarrafamento dos fonons. A medida que os estados se tornam
mais populados, o niimero de estados acessiveis proximos a frequéncia de ressonancia
AFE = hwy diminui e o sistema para de absorver a energia de radiagao incidente. Como
o numero de fétons incidentes é proporcional a poténcia de radiagdo, um aumento dessa
poténcia leva o sistema a um estado de saturagao da absorcao, no qual o sinal de EPR
medido permanece constante a medida que a intensidade de radiacao incidente cresce. Note
ainda que a poténcia na qual o sistema satura depende de sua temperatura, ja que o calor
especifico dos fénons é proporcional a T3 [27] e também da concentragdo de momentos
magnéticos ressonantes na amostra, ja que um fonon emitido no “bulk”, desacoplado do
banho térmico, possui uma probabilidade maior de transferir a magnetizacao de volta a

outro momento ressonante, sendo, portanto, proporcional a sua concentracao na amostra.
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Capitulo 8

Modelagem dos Experimentos

Realizados nos Compostos
Y (Pt/Pd)Bi

Os resultados experimentais de EPR dos compostos YPtBi e YPdBIi serao agora analisados
a luz da teoria desenvolvida nos capitulos anteriores deste trabalho.

Os espectros de ressonancia [8, 24| foram obtidos em um fino pé de YPtBi, levemente
dopados com impurezas de Nd**, o elemento ressonante do experimento, a uma concen-
tragdo de x = 10%. O tamanho do particulado é entre 6.6 < d/d < 30, com 0 ~ 15um a
uma frequéncia de micro-ondas de wy = 9.4GHz. Os dados a serem analisados sao para
temperaturas 4.2K <T < 20K, e o campo magnético H é varrido entre 2.2kOe e 3kOe.
Circunstancias semelhantes foram utilizadas para o composto YPdBI, exceto pelo tamanho
dos graos 15 < d/é < 30.4. Também foram feitas medidas em amostras monocristalinas
(MC) deste tltimo composto.

Introduzindo o efeito de interface anoémala na Eq. (7.1.16) e resolvendo a algebra,

chegamos a seguinte equacao, que sera utilizada para o ajuste das curvas

dP 5 d T — 0 d T — 0

onde k= (X/R)?, v=—-2X/Re

_ 4
Te = s,

sao os parametros que controlam os regimes Dysoniano e difusivo das curvas, Py, xg e Ax

(8.0.2)

determinam a poténcia eletromagnética incidente, a posicao da ressonancia e a largura de
linha, respectivamente. E importante notar que, neste capitulo, a notacéo seré levemente
alterada para ficar de acordo com a fonte dos dados: consideraremos Hy o campo de
radiagdo e H o campo magnético externo, de tal forma que a derivada da Eq. (8.0.1) sera

feita com respeito a H.
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Figura 8.0.1: Ajuste de curvas segundo a Eq. (8.0.1) (linhas vermelhas) aos dados experi-

mentais dos compostos YPtBi e YPdBi dopados com fons de Nd** a uma concentracio
de 10%. As medidas do YPdBi foram feitas a T'=4K.

O seguinte método foi adotado para uma andlise consistente dos espectros. Primeiro
fixamos d/é em um valor intermedidrio entre os extremos de tamanho do particulado,
a saber, 15 e 25 para YPtBi e YPdBI, respectivamente, e 300 para o MC de YPdBi.
Em seguida, precisamos determinar os valores de X/R. Como discutido na Sec. 7.1.1, se
usarmos o valor cldssico X/R =1, o valor maximo que a razao C'/B assume é 1, quaisquer
que sejam os valores dos parametros d/J e .. Entretanto, a curva de T'=4K do composto
YPtBi possui uma razao C'/B > 1, ou seja, um comportamento considerado andémalo nessa
teoria. A tnica maneira de ajusté-la é através da modificagdo do pardmetro X/R. Para
isso utilizamos uma curva totalmente difusiva (7, = 0.7 < d/J) e encontramos que o valor
X/R =0.75 ajusta bem o conjunto de dados a T'=4K. Lembramos que o valor de X/R
depende do livre caminho médio dos elétrons, que pode ser determinado pela resistividade.
Essa se mantém aproximadamente constante sob as condi¢oes experimentais [24, 63] em
ambos 0s compostos e nio se altera muito na presenca da dopagem com Nd>T em relacio
ao composto puro [8]. Portanto, uma vez encontrado X/R = 0.75 para a curva andmala,
seu valor é mantido constante para as outras curvas de diferentes temperaturas e poténcias
para o YPtBi e apenas o parametro 7, é usado para ajusta-las. Como no caso do YPdBi o
valor de C' é sempre menor que o de B, usamos o valor classico X/R =1 para todos os
dados desse composto.

A Fig. 8.0.2 mostra os graficos da intensidade do sinal de EPR como fung¢ao da raiz
quadrada da poténcia da radiagao incidente. Dois regimes se apresentam nessas curvas.
Em baixas poténcias, tem-se uma dependéncia linear na intensidade do sinal, regiao na qual
os efeitos de relaxacao serao analisados. Para poténcias mais altas, hd uma regiao de plato

que representa o fenéomeno de saturacao da intensidade do sinal de EPR, esperado para os
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Figura 8.0.2: Intensidade do sinal de EPR como fungao da raiz quadrada da poténcia de
radiagdo. Figura modificada de Lesseux et. al. [8] e Souza et. al. [24].

momentos ressoantes de Nd3* quando fracamente acoplados a elétrons de conducao [64]
(efeito de engarrafamento de fonons). O aumento da concentragdo de fons na amostra e a
reducao da temperatura acarreta uma diminuicao da poténcia em que a saturacao comeca
a ocorrer, indicando a presenca do efeito dos fénons engarrafados nos dois compostos,
YPtBi e YPdBIi, como discutido na Seg. 7.4.

Os espectros obtidos no experimento de EPR sao mostrados nas curvas em preto da
Fig. 8.0.1. As curvas em vermelho, em sobreposicao, foram ajustadas aos dados a partir
da Eq. (8.0.1) e mostram boa concordéncia com eles. As razoes A/B das curvas do YPtBi
mostram uma forte dependéncia com a temperatura, se tornando cada vez mais difusivas a
medida que a temperatura diminui, ou seja, a medida que o efeito dos fonons engarrafados
¢ acentuado. Para uma razao d/J = 15, um valor intermediario do tamanho do particulado,
a Unica maneira de ajustar o espectro do composto YPtBi é com um pardmetro v, < 20,
mostrado na Tab. 8.1, um valor pequeno principalmente quando comparado aqueles obtidos
para os espectros de YPdBIi (7, > 300) em baixa poténcia e T'=4K.

As curvas de YPdBI se apresentam no limiar do regime dysoniano, mas todas elas
possuem um comportamento difusivo muito menor que o composto de Pt, além de uma fraca
dependéncia da razao A/B com a poténcia de radia¢ao incidente. O maior comprimento de
decoeréncia de spin d. =~ d/300 obtido nos ajustes para o particulado de YPdBIi, cuja maior
razao ¢ A/B = 2.5, é consistente com a baixa difusividade e localizagdo dos momentos
d3—|—

magnéticos de Nd”", mesmo na presenca dos fonons engarrafados. A primeira vista, o
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| YPtBi (P=02mW) | | YPdBi (T=4K) |
T (K) Ye P (mW) Ve
20 16.3 85.81
10 14.2 17.12
> *
6 13.2 2.154 2 300
4 <0.7% 0.108
0.108 (MC) | 460

(a) (b)

Tabela 8.1: Parametro 7. que ajusta os dados o espectro de EPR. Para valores menores
que Y. < 0.7 as curvas saturam para d/6 = 15, e um decréscimo de v, nao altera mais a
razdo A/B. O mesmo ocorre para 7. 2, 300. Essa situacao é ressaltada pelo * em frente
aos valores correspondentes.

espectro do MC aparenta ser difusivo (A/B = 7), mas esse efeito ndo é associado a difusdo
da espécie ressonante, mas sim a dispersao da radiagdo na amostra, dada a razao d/
grande e d/d, na mesma ordem de grandeza do particulado. Esta andlise garante que as
medidas do particulado, cujo d/§ é muito menor, nao sdo dominadas por efeitos dispersivos.

A grande razao A/B das curvas do YPtBi nao pode ser associada a dispersao da
radiagao eletromagnética, dado que d/§ é proximo aquele do composto de Pd, que exibe
A/ B pouco maior que 2. Por outro lado, a distancia de decoeréncia de spin é duas ordens
de grandeza maior neste composto d, ~ 1.4d, em comparagao com o composto de Pd, o que
sugere a seguinte hipotese: primeiro, a a¢do dos fonons engarrafados atenua a relaxacao
da magnetizagao inicial dos momentos localizados, que se torna aprisionada e difunde pela
amostra. Esta difusao permite que a magnetizagao se acople com os estados de superficie
altamente itinerantes e protegidos contra desordem pela topologia nao trivial do YPtBi,
que proveem o sistema com a relaxacao necessaria. A auséncia dos estados de superficie
topolégicos no YPdBI é consistente com os dados observados, pois ha baixa difusao, mesmo
na presenca do engarrafamento de fonons, indicando que nao existe uma via rapida de
relaxacao da magnetizacgao.

Em sintese, a modelagem tedrica sugerida é adequada para descrever os espectros
obtidos no experimento de EPR. O particulado YPdBIi apresenta o espectro Dysoniano

d3T e as medidas em amostras monocristalinas

esperado para impurezas localizadas de N
mostram o efeito da dispersao da radiacao eletromagnética causado pelo aumento do
tamanho da amostra no espectro de EPR. Eliminados os efeitos dispersivos, o espectro do
YPtBi se mostra completamente difusivo, resultando em um parametro J. muito acima
do esperado quando comparado as medidas do particulado de YPdBi sob as mesmas
circunstancias. Essa difusao é associada a relaxacdo dos momentos magnéticos pelos
estados topoldgicos de superficie condutores presentes no composto YPtBi, mediada pelos
fonons engarrafados, reforcando a hipétese de que o experimento de EPR pode servir de

sonda para a identificacao de isolantes topologicos.
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Capitulo 9
Conclusoes e Perspectivas

Neste trabalho, estudamos a construcao teodrica dos isolantes topologicos a partir de
modelos de Hamiltonianos simples, capazes de exibir as fases nao triviais de Chern e os
isolantes topologicos de classe Zso. Esses modelos nos permitem identificar as caracteristicas
que um sistema deve exibir para que a fase topologicamente nao trivial se manifeste. O
principal indicador de topologia é o fendmeno de inversao de bandas, no qual uma banda
de carater topoldgico deve se apresentar abaixo do nivel de Fermi, separada por um “gap”
finito das bandas de condug¢ao no espectro eletronico. Esta analise auxiliou na construgao
do Hamiltoniano que descreve o espectro de bandas eletronicas de interesse, o que foi
visto claramente no caso dos HHs. Os calculos computacionais mostraram que a principal
diferenca entre o YPtBi e YPdBIi era o ordenamento dos estados no ponto I' da BZ: no caso
do primeiro, o estado I's fica acima do I'g, levando a uma topologia nao trivial, enquanto
que o inverso se da no caso do segundo composto, que leva a uma topologia trivial.
Motivados pelos experimentos de EPR de impurezas magnéticas nos compostos acima,
buscamos compreender, a partir do modelo de Anderson de impureza tinica inserida numa
matriz descrita pelo modelo de Kane e Mele, como se da a interacao entre impurezas de
spin 1/2 e estados de superficie topolégicos. Os resultados revelaram que as constantes
de acoplamento do modelo herdam a dependéncia espacial dos envelopes dos estados de
superficie, com contribui¢oes idénticas de spin perpendicular e transverso. A generalizacao
deste modelo para o orbital de valéncia 4 f3 do Nd** foi obtida por um Hamiltoniano efetivo
de acoplamento k — f escrito em termos de processos envolvendo o orbital da impureza
hibridizados com elétrons na aproximagao de ondas planas. Essa descricao nao descreve
fielmente a simetria ctibica dos estados de rede obtidos atavés do modelo “tight-binding”
obtido para os HHs, nem o seu contetido orbital. Futuramente, pretendemos incorporar
esses elementos a nossa descrigao para construirmos uma hibridizagdo mais realista e um
Hamiltoniano efetivo capaz de descrever com rigor o acoplamento das impurezas diluidas
de Nd* ao sistema cristalino dos compostos YPtBi e YPdBi. Assim, poderemos encontrar
expressoes microscopicas adequadas para os acoplamentos das impurezas com os estados

de superficie dos HHs, suas anisotropias, dependéncias espaciais, etc.
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Analisados sob a perspectiva tedrica apresentada na dissertacao, os dados de EPR dos
dois compostos HHs foram adequadamente ajustados. A hipdtese de que o experimento
de EPR ¢é capaz de sondar a existéncia de topologia nao trivial é reforcada pelo fato de
que os efeitos difusivos s6 estao presentes no candidato a isolante topoldgico YPtBi. Essa
difusividade é causada pela existéncia dos fonons engarrafados, que levam a difusao da
magnetizagao adquirida pelos momentos localizados no “bulk” até os estados de superficie
condutores, que finalmente a relaxam. Os ajustes feitos no caso do composto YPdBi
evidenciam a caracteristica Dysoniana dos espectros de EPR de impurezas magnéticas
em isolantes convencionais mesmo na presenca do engarrafamento de fonons e, portanto,
a falta de difusao observada é interpretada como sendo devido a auséncia do principal
mecanismo de relaxacao do composto YPtBi, os estados de superficie. Além disso a anélise
dos dados do monocristal de YPdBi mostra os efeitos dispersivos da radiacao conforme a
espessura da amostra cresce em relacao ao “skin-depth”, eliminando a possibilidade desse
efeito dominar os espectros do YPtBi.

Outra perspectiva de trabalhos futuro é adotarmos os métodos desenvolvidos neste
projeto de mestrado para modelar o composto SmBg, outro candidato a isolante topologico
cujos dados de EPR ja estao disponiveis [65]. Os resultados experimentais do SmBg
apresentam, pelo menos superficialmente, um comportamento semelhante ao YPtBi,
sugerindo que a fenomenologia deste ultimo é também aplicavel ao primeiro. Uma
diferenca importante entre os dois compostos é o fato de que o SmBg é melhor descrito
como uma rede Kondo, na qual os ions de Sm formam uma rede cristalina de momentos
localizados, enquanto que tanto o YPtBi quanto o YPdBIi sao fracamente interagentes
e nao magnéticos. Trata-se, portanto, no caso do SmBg, de um sistema fortemente
correlacionado, que desafia nossa capacidade de descricdo microscépica, embora existam
abordagens aproximadas vélidas em alguns limites [66]. Se a interpretacao que sugerimos
para o YPtBi ird sobreviver ao escrutinio no caso do SmBg ou se outras consideracoes se
fardo necessérias sera interessante descobrir.

Deixamos como mensagem final do nosso trabalho a sugestao de que a conjungao de
comportamento topologico nao trivial com magnetismo e técnicas como o EPR podem
ainda guardar uma grande promessa de desvendarem uma fisica bastante desafiadora e

interessante.
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Capitulo 10

Apéndice

10.1 Relacao de Ortogonalidade para as Funcoes de
Bloch

A demonstracao da Eq. 2.1.16 é feita nessa se¢do. O produto escalar entre dois estados de

Bloch [¢h,1) = e |uni) € [dpir) = eik/'r\vmk/> é dado pela convengao

. ’

admie) = [ AT ) (),
All space

onde uy (r), v (r) sdo as representagoes espaciais dos kets |u,k) € |vu). O fato de que

o espago real é uma rede de Bravais, junto com a propriedade uy (r+R) = uy (r), nos

permite escrever a integral sob todo o espaco, como a integral de uma célula unitaria

somada sobre todas as posicoes da rede R,

(Unk|dmir) = /A ) 1K) T (1Yo (v) dBr (10.1.1)
space
= Z/ e_i<k_k/>'(R+r)u;';k (r+R) vy (r+R)d>r (10.1.2)
R Jcel

= (%:e_i(k_k/)'R> /He_i(k_k/)'ru:;k (1) Ve (v) d3r (10.1.3)

om)3 : /

BNCLORP YRR / e 1K)y (1) () dBr (10.1.4)
Veell cell
(2m)° 3

= 3 (k—K) / w . (0) e (x) dPr (10.1.5)
Veell cell
(27T>3 !

=" 5 (k=X (ko) 10.1.6
70 (k= X) (i) (10.1.6)

onde
(unk|vmk/>z/nui§(r)vk/ (r)dr. (10.1.7)
ce
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Se os kets (Upk|vmk) forem ortonormais

(2r)°

<wnk‘¢mk’> - Vol

5 (k=K') Gyun- (10.1.8)

10.2 Funcoes de Wannier e a Conexao de Berry

Para derivar a Eq. 2.2.8, calculamos a a¢ao do operador posicao r —R em |w,Rr)

(r—R)|wng) = (r—R) (Z:;g /B Ry Pk (10.2.1)
- (‘2/:;13 /BZ (r=R)e™ R juy) dk (10.2.2)
= (‘2/:;13 /B ) =i V™ R ) dk (10.2.3)
_ Veen ik(r-R) 7 3
(%)3/%@ iV lte) A3 (10.2.4)

onde utilizamos integracao por partes na tltima igualdade, junto com o fato de que
e~k r=R)y 1 (r) = bk (r — R) assume valores idénticos nos extremos do contorno da BZ.
Transferindo R para o lado direito da Eq. 10.2.4

r|wnR> _ V;:ellg / e—ik-R [eik-r (R+@Vk)] |Unk> d3k;, (10.2.5>
(2m)” JBzZ
e definindo
|6k} = €™ (R4 Vi) k), (10.2.6)

nota-se que este objeto assume a forma de uma funcao de Bloch com vetor de onda k, ja

que

bnsra) = SO (R 41V e U = [dni) (10.2.7)

Tr|¢nk) = X TR (R 4V [uni) = e R|). (10.2.8)
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Portanto, pode-se multiplicar a Eq. 10.2.5 por (wpe| e usar a relacao de ortogonalidade da

Eq. 10.1.6 para escrever

2
(wnolr|wnr) = (Ce“) wnmcﬁk’ / eI R (R 40V [ue) Pk (10.2.9)
BZ

2
( ce113> / / —ik-R ¢nk/‘¢nk>d3kd3k/ (10.2.10)
Bz JBZ
2
( cell) / / —sz 27T (k k/)
3 Bz JBZ Veell
% (11| KT (R4 1973) )] kK (10.2.11)
V .
— ce113/ e ER (i IR+ 1 Vi k) 3k (10.2.12)
(2m)” JBz
v Ve /
= Zeell / TR [V i) d k+Rl —oe / e_Zk'Rdgk] (10.2.13)
(2m)3 Jpz 2m)° JBzZ
:@ e—ikRAn k d3k+R5R0- 10.2.14
3 9
(2m)” JBz

Como o segundo termo é nulo, retorna-se a Eq. 2.2.8.

10.3 Curvatura e Conexao de Berry nao Abelianas

Considerando a transformagao da Eq. 2.4.4 (os indices k serao suprimidos por breviedade
da notacao)
tn) =Y Unmltm) (10.3.1)
m

demonstramos que a conexao de Berry ndo Abeliana nao é covariante de “gauge”, utilizando
a definicao da Eq. 2.4.11

Al = (ni0, 1) = (Zwmf!U;Z/m) 10y (Z Unnf\un/>> (10.3.2)
= > Ui (i 10w YU + >~ Ut (|t} (80, U (10.3.3)

= ZL(;TA“U) + Z Sy n,ng Upt) (10.3.4)

= (Uvtaro) +Z o (10U (10.3.5)

— (Utarr) <U zauU) . (10.3.6)

Ao comparar com a Eq. 2.4.14, é evidente que a conexao nao é covariante de “gauge”.



82

O mesmo vale para a curvatura de Berry
Ep (k) = 8, Ay, (k) — 0, A, (K) (10.3.7)

Calculando os termos

Oy =0, |(UTAYU) 4 (UTi0,U) ]
= [(0.U1) AU+ U (9,41 U+ U4 (9,U)] (10.3.8)
+|(0U1)i0, U+ U000 (10.3.9)
= [UN0, A U] [9,U7 (A" +i0,)U+UTA*9,U|  +[U79,i0,U] .
(10.3.10)

A algebra é idéntica para o segundo, apenas trocando p por v e vice-versa

0y Al = [UT (0, A) Ul + [0,UT (A* +i0,) U+ UTA*O,U| 4 [U10,i0,U] .
(10.3.11)

Subtraindo os dois termos, a combinagao U Tauz'@l,U se cancela por comutatividade das
derivadas, portanto

Elr (k) = [UT(9,4” = 0,4MU|  +[9,UT (A +i0,)U+UTA*9,U] (10.3.12)

n

— o Ut (A +ig) U+ UtA*O,U| (10.3.13)

n

= (UTFU)  +[(0,UT (A +i0,)U) + (UTA,0,U) = (> v)] . (10.3.14)

mn

como escrito na Eq. 2.4.18

10.4 Hamiltoniano Efetivo do Acoplamento k£ — f

Para obter o Hamiltoniano do acoplamento k — f, substituimos o termo de hibridizacao de

Anderson
Hunix = Vb 3 fhomChijm + hc. (10.4.1)
m

no termo de segunda ordem em teoria de perturbacao do acoplamento k£ — f. Consideramos

os estados |0; JM'), da base |kjm) @ |JM) dos elétrons de condugdo e orbital da impureza,
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respectivamente, e utilizamos o teorema de Wigner-Eckart para escrever

(kjm; JM|Hyglkjm'; JM') =

> (kjm; J M| Hpix|0; J"M")
EJJ// M,/

x {0; J" M"| Hyix | kjm'; TM') (10.4.2)

_ gl

mix

oo 20 D Akgms IM L]0 M")
JI" o M

x (0; J"M" | f;. Jm,,,ck | kgm/s JM') (10.4.3)

kp
:‘EH;;( I S el el | (104
M//

Agora, utilizamos a permutacao dos indices dos simbolos 37

J.j.J" J+J"+j ~JJ"
CM,m,M“ =(-1) CM,M“,m’

junto com o fato de que a soma J+J” +j é um inteiro pela regra de selecao e a propriedade

de reacoplamento do simbolo 65 da Eq. 6.1.9 no termo entre colchetes da Eq. 10.4.4, para

escrever
kF
(jim; JM | Hyg |k jm's TM') = E“;j A QW i, (10.45)
Qq
2
J J,Q,J
—Z e \J||fT||J">\ 3 QI M Ci]
(10.4.6)
k ) J J )
_ZJ e el e 1 (10.4.7)
com
vk |
kp; X wa.J
IJZ/%ZEL\UHfTHJ”)] W (10.4.8)
JJ"

Ao comparar a Eq. 10.4.7 com o mesmo elemento de matriz da Eq. 6.1.20

kE'; J,Q,J ,
(kjm; JM|Hyglkjm'; JM'y = 3 IJJ,fj 3 [Q]CM% c;,fé{n
kk';Qq MM';mm/

X (TMBY by ap | TM) (gl el o Crgmlkgm’) - (10.4.9)

Kk J,Q,J \
- LR QIe CaR (10.4.10)
kk";Qq
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identificamos

1)

_ rkEQ
Ty = L5500k 05305 (10.4.11)

concluindo que os elementos de matriz do acoplamento k — f correspondem a Eq. 6.2.4.
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