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Resumo

Neste trabalho estudamos sistemas de elétrons fortemente correlacionados
nao homogéneos. Uma superrede de liquidos de Luttinger composta por um
arranjo periodico de dois liquidos de Luttinger diferentes é considerada e
encontramos que suas propriedades sao uma mistura das propriedades dos
liquidos constituintes dependendo da proporgao espacial em que estejam.
O peso de Drude é dado pelo produto da velocidade efetiva de carga e o
expoente de correlacao efetivo de carga, como no caso homogéneo. As leis
de escala entre os expoentes nas funcoes de correlacao nao sao alteradas pela

estrutura da superrede.

As propriedades de baixa energia de uma superede de Hubbard unidi-
mensional (arranjo periddico de duas cadeias de Hubbard com acoplamentos
e/ou “hoppings” diferentes) e uma superrede de spins (arranjo periodico de
duas cadeias XXZ de spin—% com parametros de anisotropia diferentes) sao
descritas em termos de uma superrede de liquidos de Luttinger. Para as su-
peredes de Hubbard encontramos que o estado fundamental apresenta varias
fases: metdlicas e isolantes, as tltimas sem gap (compressiveis). As superre-

des de spin apresentam platos na magnetizacao que dependem da proporcao

espacial em que estejam as cadeias.

vii



viil

O modelo de Wolff é generalizado e estudado via bosonizacao. Uma
analise de grupo de renormalizagao é feita e, até primeira ordem, trés fases
sao encontradas: condutor de carga e isolante de spin, condutor perfeito e
isolante perfeito. Em segunda ordem, linhas de pontos fixos instaveis sao

encontradas.



Abstract

In this work, we study inhomogeneous strongly correlated electron systems.
A Luttinger liquid superlattice, modeled by a repeated pattern of two diffe-
rent Luttinger liquids was considered. We find that the effective low-energy
description amalgamates features of both types of liquids in proportion to
their spatial extent. The Drude peak is given by the product of the effective
charge velocity and the effective exponent in the charge-charge correlation
function. The scaling laws between the exponents of the correlation functions

are maintained, but with effective exponents.

The low-energy properties of a one-dimensional Hubbard superlattice
(which consists of a periodic arrangement of two long Hubbard chains with
different couplings and different hoppings) and spin superlattices (consisting
of a repeated pattern of two long spin—% XXZ chains, with different aniso-
tropy parameters) are described in terms of Luttinger liquid superlattices.
One-dimensional Hubbard superlattices exhibit a very rich phase diagram
with several different phases: metallic and insulating, the latter with no gap
(compressible). Non-trivial plateaux, with magnetization depending of the

relative sizes of the chains, were found in spin superlattices.

We generalized and studied the Wolff model using bosonization. From

X



a renormalization group calculation we found three phases (in first order of
perturbation theory): charge conductor and spin insulator, perfect conductor
and perfect insulator. Lines of unstable fixed points were found in second

order of perturbation theory.
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Introducao

Sistemas de elétrons fortemente correlacionados representam um desafio a
nossa capacidade de descrevé-los fisicamente. Mais e mais, nos ultimos anos,
tem-se tornado claro que muitas das ferramentas de que normalmente dispo-
mos para atacar esses sistemas nao tém se mostrado suficientes para captu-
rarmos a esséncia do seu comportamento. Essa deficiéncia se tornou extre-
mamente premente no caso de supercondutores de alta temperatura critica
(SATC)[1]. Nesses oxidos de cobre de estrutura perovskita, a dindmica dos
elétrons parece ser dominada pelos planos de cobre e oxigénio, onde se acre-
dita se formar um sistema fortemente anisotrépico de elétrons (ou buracos)
com carater essencialmente bidimensional. Embora a tridimensionalidade do
sistema seja essencial em algumas propriedades fisicas desses compostos, mui-
tas propriedades importantes parecem ja estar contidas na fisica ainda nao
completamente entendida de um sistema de elétrons interagentes em duas

dimensoes, a saber, os planos de cobre e oxigénio acima mencionados.

A caracteristica mais marcante desses sistemas é a inadequacao de uma
descrigao baseada na teoria dos liquidos de Fermi de Landau[2]. Isso é ates-
tado mais dramaticamente pela dependéncia linear com a temperatura da

resistividade planar|3]. A teoria dos liquidos de Fermi de Landau constitui a
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xvi Introducao

pedra fundamental do nosso entendimento da fisica de baixa energia e com-
primentos de onda longos de sistemas de elétrons interagentes em dimensoes
superiores a 1[4]. A sua inadequacgao para a descrigao satisfatoria dos SATC
representa, portanto, um enorme desafio que tem incentivado a busca e o

interesse por outras fases metalicas que nao sejam liquidos de Fermi.

Ao mesmo tempo, uma técnica de abordagem tedrica das mais bem su-
cedidas é a técnica de bosonizacao, que tem sua utilizacao mais frutifera na
analise de sistemas fermionicos unidimensionais (1D)[5]. Nesse caso, uma
analise que foi amadurecendo ao longo dos anos culminou finalmente com o
estabelecimento do conceito de liquido de Luttinger[6]. O que se sabe hoje é
que sistemas de elétrons em 1 dimensao constituem uma excecao a descricao
em termos de liquidos de Fermi de Landau. Ao contrario, as excitagoes ele-
mentares daqueles sistemas se esgotam pelos modos coletivos de carga e spin,
sendo a quase-particula, objeto central na teoria de Landau, completamente
instavel e de meia vida curta. Para essa conclusao foi essencial a utilizacao
da técnica de bosonizacao, que mapeia um sistema de férmions num sistema

de bosons equivalente.

As propriedades fisicas no limite de baixas energias e comprimentos de
onda longos de sistemas interagentes unidimensionais sem gap se caracteri-
zam por funcoes de correlacao e funcoes espectrais que decaem em forma de
leis de poténcias. O comportamento do chamado liquido de Luttinger é forte-
mente baseado no modelo de Tomonaga-Luttinger|7, 8|, da mesma forma que
o estado normal e as excitagoes de elétrons interagentes tridimensinais (3D)
sao relacionados aqueles de um gés tridimensional de férmions livres (teoria

de liquidos de Fermi de Landau). Um detalhado entendimento da importante
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competicao entre interagoes e desordem também tém sido obtido|9, 10, 11].
Além disso, o efeito das condi¢oes de contorno sobre as propriedades de baixa
energia dos liquidos de Luttinger foi considerado poucos anos atras|[12]. Em
particular, foi mostrado que sistemas quanticos 1D e com condicoes de con-
torno abertas formam uma nova classe de universalidade de comportamento

critico quantico [13].

Paralelamente, novas técnicas experimentais tém tornado possivel o cres-
cimento de nanoestruturas que sao topologicamente unidimensionais, tais
como fios quanticos e nanotubos de carbono. A teoria de liquidos de Luttin-
ger tem tido sucesso em predizer o transporte em sistemas com efeito Hall
quantico fracionério |14, 15, 16] e nanotubos de carbono [17], entretanto para

fios quanticos sua aplica¢ao ainda causa controvérsias [18].

Recentemente, processos de espalhamento causados por nao homogenei-
dades na interagao elétron-elétron tém atraido muito a atengao[19, 20|. Tais
nao homogeneidades podem ser realizadas e sao, na verdade, inevitaveis em
sistemas 1D. Por exemplo, n6s podemos mudar a densidade eletronica e por-
tanto, mudar a forca de interacao efetiva aplicando um potencial a um ele-
trodo que cobre parte de um fio quantico. Esses sistemas 1D com interacao
variavel podem ser descritos em termos de liquidos de Luttinger nao homogé-
neos, onde as velocidades das excitagoes (u, e u,) e os expoentes de correlagao
(K, e K,) dependem da posi¢do. Por exemplo, a nao renormalizagao da con-
dutancia pelas interagoes em fios quanticos de GaAs|[21] de alta mobilidade
tem sido explicada em termos de um liquido de Luttinger usual (represen-
tando o fio) em contato com um liquido de Luttinger livre (ndo interagente)

em cada um dos extremos (representando os eletrodos)|22, 23, 24|. Liquidos



xviii Introducao

de Luttinger com diferentes perfis de nao homogeneidades tém sido usados
no contexto do efeito Hall quantico fracionario (EHQF) para descrever as
transigoes entre estados de borda com diferentes preenchimentos [25, 26|, ou

entre um estado de borda e um liquido de Fermi|27].

Estruturas do tipo superrede sao de grande interesse tanto do ponto de
vista tedrico como de possiveis aplicacoes, ja que elas apresentam uma rica
variedade de novas propriedades fisicas. Por exemplo, amostras 3D feitas al-
ternando camadas magnéticas metalicas (dtomos de Fe, Ni ou Co) e camadas
metalicas ndo magnéticas (atomos de Cu, Ag, Mn, Au ou Mg) apresentam
uma diminuigao da resistividade do sistema na presenca de um campo mag-
nético (este fenomeno é conhecido como magnetoresisténcia gigante). Um
outro fenomeno é a oscilagao da constante de troca com a largura da camada
nao magnética, quando a camada magnética é mantida fixa, bem como em
funcao da largura da camada magnética quando a largura do espacador nao
magnético ¢ mantida fixa[28]. Assim fica 6bvio que sistemas de elétrons for-
temente correlacionados nao homogéneos nao aleatorios sao muito diferentes
dos ja bem estudados e compreendidos sistemas homogéneos. Desenvolver
uma teoria eletronica das propriedades magnéticas de superredes (partindo
de primeiros principios) é uma tarefa muito dificil. Em vista disso, Paiva e
dos Santos [29, 30| partiram de um modelo simplificado que contém a fisica
essencial, chamado de superrede de Hubbard unidimensional (SHU). Este
consiste de um arranjo periodico de sitios livres onde U = 0 seguido de sitios
interagentes com U > 0, sendo U a interacao coulombiana entre elétrons
de spins opostos num mesmo sitio. Usando o método de diagonalizacao de

Lanczos, eles observaram que o momento local é transferido das camadas
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interagentes para as livres e que o quase ordenamento de ondas de densidade
de spin é destruido pela frustracao. A evolucao do momento local e do gap
de carga, junto com uma anélise de acoplamento forte, mostraram que a den-
sidade eletronica na qual o sistema ¢ isolante aumenta com o comprimento

da camada livre, quando o comprimento da camada repulsiva é mantido fixo.

Mais recentemente, outros tipos de nao homogeneidades em cadeias de
Hubbard foram estudadas [31]. Esses pesquisadores consideraram um “hop-
ping” periodicamente modulado com preenchimento e magnetizacao arbitra-

rios.

Motivados pelos estudos em superredes ja comentados anteriormente, nos
estudamos as propriedades fisicas de um arranjo peridédico de dois liqui-
dos de Luttinger diferentes, que n6s chamamos de superrede de liquidos de
Luttinger[32]. A Hamiltoniana deste modelo é diagonalizada fazendo uma
expansao em termos de um conjunto de operadores de criacao e aniquilacao
de bosons, e autofungoes. Propriedades assintoticas tais como as velocidades
efetivas das excitagoes, fungoes de correlacao, condutividade e compressibi-

lidade foram calculadas.

Dois modelos de rede foram estudados: Superredes de Hubbard unidi-
mensionais e superredes de spin. Em equilibrio, as propriedades de baixa
energia destes modelos sao descritas em termos de uma superrede de liquidos

de Luttinger.

Assim como uma estrutura de superrede leva & aparicao de novas pro-
priedades, um outro tipo comum de nao homogeneidade, a presenca de uma
ou mais impurezas, também conduz a novos e interessantes fenémenos. Um

exemplo classico é o efeito Kondo, que ocorre quando se tém impurezas mag-
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néticas diluidas em uma matriz metalica nao magnética. As impurezas mag-
néticas causam um minimo na resisténcia a uma temperatura finita, devido
ao espalhamento com troca de spin entre os elétrons de conducao e o mo-

mento localizado da impurezal|33].

A presenca de uma impureza em um liquido de Luttinger afeta drama-
ticamente as propriedades fisicas. No caso de elétrons sem spin temos que
para interacoes repulsivas ha reflexao total e para interacoes atrativas hé

transmissao total|34, 35].

Um modelo de impurezas muito estudado, o modelo de Wolff[36], descreve
um mar de elétrons livres com uma impureza substitucional. Quando o
mar de elétrons livres é descrito em termos de um liquido de Luttinger livre
e levamos em conta os termos locais de potencial e interacao, obtemos o
chamado modelo de Wolff continuo. Este problema foi por n6s mapeado em
uma teoria de campos efetiva usando bosonizagao, onde sao desprezados os
termos que no limite de baixas energias sao irrelevantes. Fizemos entao uma

analise perturbativa de grupo de renormalizacao.

Resumindo, este trabalho tem como motivacao entender o efeito de nao
homogeneidades (ou seja, estrutura de superrede ou impurezas) sobre as pro-

priedades de baixas energias de sistemas de elétrons fortemente correlaciona-

dos.

A estrutura dessa tese é a seguinte. A teoria béasica e as mais relevan-
tes propriedades dos liquidos de Luttinger sao discutidas no capitulo 1. Nos
capitulos 2, 3 e 4 sao discutidas as superredes de liquidos de Luttinger, super-
redes de Hubbard unidimensionais e as superedes de spin, respectivamente.

O modelo de Wolff continuo é considerado no capitulo 5. Por dltimo, sao
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dadas as conclusoes deste trabalho e as perspectivas do mesmo.
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Capitulo 1

Liquidos de Luttinger

As propriedades dos metais comuns em trés dimensoes (3D) podem ser des-
critas muito bem pela teoria de Landau dos liquidos de Fermi. Esta teoria
estabelece uma correspondéncia 1 : 1 entre as excitagoes de baixa energia
de um gas de Fermi e aquelas de um liquido de elétrons interagentes, cha-
madas de quaseparticulas[37]. Elas tém os mesmos nameros quanticos que
as particulas no gas de Fermi, mas suas propriedades sao renormalizadas
pelas interacoes. Por exemplo, a fungao de Green tem um poélo com resi-
duo 0 < Zi, < 1 na superficie de Fermi, enquanto que no gas de Fermi
Z, = 1. Além disso, as quaseparticulas sao caracterizadas por uma massa
efetiva m* # m, onde m é a massa do elétron. Finalmente, a fisica de baixas
energias é parametrizada por um conjunto de parametros nya, que contém
os efeitos de interacao residuais entre as quaseparticulas nos canais de spin

e carga.

Nas tultimas décadas, a busca por estados metalicos que nao sejam liquidos

de Fermi tem sido intensa, motivada em parte pelas propriedades nao usuais
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do estado normal dos supercondutores de alta temperatura critica, mas uma
confirmacao definitiva do estado nao liquido de Fermi ainda esta faltando
[1]. Em uma dimensao (1D) no entanto, ja se conhece um bom exemplo que
é o liquido de Luttinger[5, 6], onde as quaseparticulas nido sido estaveis e a
teoria de liquidos de Fermi nao é valida. O liquido de Luttinger é baseado
no modelo de Luttinger|[8], que sera estudado a seguir.

Primeiro, consideremos um sistema 1D com N; elétrons e comprimento
L. Na auséncia de campos externos, o estado fundamental do sistema livre
¢ o mar de Fermi |F'S) com krp = Nom/2L. Se ao sistema livre adicionamos
um férmion em um estado k com |k| > kp , é criada uma quaseparticula.
Esta quaseparticula nao é estavel quando as interacoes sao consideradas. As
excitacoes elementares estaveis deste sistema sao do tipo particula-buraco

c,Tc+pck|FS>.

1.1 Modelo de Tomonaga-Luttinger

O modelo de Tomonaga-Luttinger|7, 8| descreve férmions interagentes em
uma dimensdo, que se movimentam & esquerda (r = —) e direita (r = +)

através da Hamiltoniana

H=Hy+ H,+ H, (1.1)
Hy =Y vn(rk —kp) : chy crps (1.2)
r.k,s
1

Hy = = 3 19:(0)50 + 02055, o104 s (D)o () (1.3)

Pp,S,s’

1

Hi= 57 3 1940)dss + 91(0)0s,-] - praPprsr(=p) 1, (14)

/"‘,p,s,s’
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onde ¢, ;s descreve férmions com momento £, spin s nos dois ramos (r = %)
da dispersao que varia linearmente ¢,(k) = vp(rk — kr). As constantes
de acoplamento g, e g4 medem a magnitude do espalhamento para frente
(transferéncia de momento |¢| < kr) entre particulas de diferentes ramos ou

no mesmo ramo, respectivamente.

¥
¥

Figura 1.1: Modelo de Luttinger. Relacao de dispersao (esquerda) e processos de
espalhamento (direita). Linhas pontilhadas denotam particulas do ramo esquerdo

e linhas cheias particulas do ramo direito.
Na Hamiltoniana (1.1)

Prs (p) = Z : Ci’k+p’scr,k,s = Z(Cl,k_;_p,scr,k,s - 6p,0<01,k’scr,k,s>0); (15)
k k

é o operador de flutuacao de densidade nos canais r = + e : --- : deno-

ta ordenamento normal, definido pela segunda igualdade. Estes operadores
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obedecem a seguinte relagao de comutacao bosonica

rpL

! .
p,p o

[Ior,s(p)a pr’,S’(_pl)] - _51",1"’55,5’ (16)

Esta édlgebra é conhecida como a algebra de Kac-Moody U(1) na teoria de
campos. A relacao (1.6) é exata, ja que a relacao de dispersao se estende
ao infinito : —oo < k < oo para os dois ramos. Para se obterem resultados
com significado fisico, considera-se que todos os estados com energia negativa
estao ocupados.

Atuando sobre o estado fundamental da Hamiltoniana livre Hy, o opera-
dor p,s(p) comporta-se tanto como operador de criacdo ou destruigdo, de-

pendendo do sinal de p

P4,s(—=p)|0) = p_s(p)|0) =0 parap > 0.

Da Hamiltoniana (1.1), n6s vemos que os termos de interacdo entre os
férmions sao bilineares nos operadores de flutuagao de densidade (1.5). Uma
questao crucial para se poder resolver exatamente o modelo é o fato de que
a Hamiltoniana H, pode ser escrita de forma bilinear nos operadores p; s (p).

Observe-se que Hj satisfaz

[Ho, P+,s(p)] = UFPP+,s(p)- (1.8)

Isto implica que os estados criados por py s(p) sdo autoestados de Hy com

energia vpp. Uma forma bilinear para Hy que satisfaz (1.8) é

™V
HO = TF : pr,s(p)pr,s(_p) :
r,p=0,s
™
+i Z[UN(NJr,s +Nf,s)2+'UJ(N+,s - Nf,S)Z]a (19)

S
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(i =—(-1)  (v=wvv=vs=0vp),

onde N, = p,s(p = 0) sao tomados relativos ao valor do estado fundamen-
tal e, por conseguinte, medem o ntimero de excitagoes com relagao ao estado
fundamental dado. A Hamiltoniana (1.9) é a representagao bosonica da Ha-
miltoniana (1.2). Calculando a funcao de partigao nas duas representagoes
(fermionica e bosonica), pode-se provar que a multiplicidade dos niveis é a
mesma para as duas representagoes. Portanto os espacos de Hilbert fermio-
nico e bosonico sao idénticos.

Agora a Hamiltoniana (1.1) é bilinear em operadores bosonicos e pode
ser diagonalizada por uma transformacao de Bogoliubov. Mas antes, vamos

reescrever a Hamiltoniana de Luttinger em termos de variaveis de carga e

spin
pr(p) = %[pm(p) +ora(0)] Nep= %[Nm + Neyl,
7e0) = loes(0) = poa®)] Nop = [N = Vo)
As interacoes se transformam como
Gip = %(Qin + gi) Jic = %(Qin — gi1),

onde g;; e g;1 representam processos de espalhamento de particulas com o
mesmo spin e spins opostos respectivamente.

Assim, a Hamiltoniana (1.1) fica (v = p, o)

™
HO - TF : Vr(p)yr(_p) :
vrp=0
+%[UF(N+V+N7V)2 +UF(N+V - NfV)Z]a (1'14)

o= 3 g o (- () (1.15)
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H, = ! Zg4u(p) c v (p)vr(—p) - (1.16)

Mediante uma transformagio canonica, nos diagonalizamos (1.1) para

obter
~ ’n' - -
H = < v, (p) : U (P) 0 (=p) :
vrp=0
ol (Vo + N2 g, (N = NL (L)
com
oy, vy, =02 ie. wy, =u,/K, e vy =uv,K,. (1.18)

As velocidades de flutuacao de carga e spin renormalizadas sao

vy(p) = \/{UF + 94”(1’)} T {92”(1’)} ' (1.19)

™ ™

e o parametro de interacao ¢ dado por

m@:ﬁm:wW+%@—%@ (1.20)

Top + gav(p) + gav (p)
Note que para interacgoes repulsivas K, < 1 e atrativas K, > 1.

As equagdes (1.17) e (1.18) sdo as relagoes centrais do modelo de Lut-
tinger. Os dois parametros v, e K, descrevem totalmente a fisica de baixas
energias de cada grau de liberdade v do modelo.

De (1.19) nos vemos que a velocidade das flutuagoes de carga e spin no
modelo de Luttinger sao diferentes. Portanto, as flutuagoes de carga e spin
se separam no tempo. Este fendmeno é conhecido como separacao spin-carga
[38, 39, 40| e € uma importante propriedade do modelo de Luttinger.

Uma vez diagonalizada a Hamiltoniana de Luttinger, s6 resta relacionar

o operador de campo fermionico W,s(x) e os operadores bosonicos p,s(p) por
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meio de uma identidade entre operadores. Esta é conhecida como relacao de

Mandelstan|41] e é dada por

irkpx —3
v, = lim \/ﬁwﬁ exp(E[r@p@) — 0,(z) + s{r®,(z) — Oy (x) }]). (1.21)

Aqui U, s € um operador unitario que incrementa em um o nimero de fér-

mions com spin § no ramo r e que comuta com os operadores bosonicos
com momento finito. Em (refMandel) o é um "Cutoff"que é da ordem do
comprimento de rede.

Os campos de fase que aparecem em (1.21) sdo

; —alp|—ipz
o e T
D,(1) = —E 3 [ (p) + ()] — (Ve + Vo) (122)
L D L
p#0
e
T e~ olpl=ipe X
Oufa) = > )~ v )]+ (Vo =N )T (123)
p#0
O operador densidade de carga esta relacionado a ®, por
V200, ()
=2 ) =_X=ZTe
ple) = V2ps +p-] = ————=,
e existe uma expresao analoga para a densidade de spin.
Os campos de fase satisfazem as seguintes relagdes de comutagao
[@,,0,0, (")) = imdy 0 (x — ). (1.25)

No6s podemos escrever a Hamiltoniana (1.1) em termos dos campos de fase

(1.22), (1.23)

H= %zy:/dx{UJV(G%I;x)>2—|—UNV<8(I)5JE$))2}. (1.26)

Aqui é 6bvia a equivaléncia com o modelo Gaussiano da mecanica estatistica.

Sob a transformacgao de Bogoliubov os campos de fase se transformam como

o, 5 d,/K, ¢ ©,-0,/JVK, (1.27)
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1.1.1 Propriedades fisicas do modelo de Luttinger

A termodinamica dos liquidos de Luttinger nao é muito diferente daquela
dos liquidos de Fermi, tendo um calor especifico linear com T (esperado para
ambos férmions e bosons!) e susceptibilidade de Pauli e compressibilidade

eletronica independentes da temperatura

1
p o

Como podemos ver a suscetibilidade e a compressibilidade sao renormalizadas

pelas interagoes. Daqui n6s vemos que a razao de Wilson é

2v
Ry = —2 .
v, + Vg

O peso de Drude de um liquido de Luttinger é D/go = 2v,K,, onde g = €/h
é a condutancia quantica.
As func¢oes de correlacao densidade-densidade e spin-spin sao dadas por

(as expressoes para os operadores sdo dadas no apéndice A)

K
<n0)n(z) > ~ . |p|2 + Ay cos(2kpx) |z| Ko
2|z

+ Ay cos(4kpzx) |z (1.30)

K, e ge—1
< ?(0)?@) >~ 2 + By cos(2kpx) |x| Ko Ke

72|z
+B, cos(2kpx) x| KR (1.31)

Para as correlagoes supercondutoras singleto e tripleto temos

C Rl
< Ogs.150(0)Ogs,150(T) >~ 2(7T;)2 || Ko (1.32)
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C! el g1
< Ors+1(0)Org41(x) >~ 722|x| Ko —Ko (1.33)

2(ra)

A funcao de distribuicao de momentos perto de kp é dada por
n(k) = ng, — Bsign(k — kr) |k — kr|”

e a densidade de estados de uma particula é N(w) ~ |w|” com v = (K, +
K, ' —2)/4 e f# é uma constante que depende do modelo. Isto ilustra direta-
mente a auséncia de quasiparticulas: no liquido de Fermi, n(k) tem um salto

em kp com amplitude Z, # 0.

1.1.2 Conjectura do liquido de Luttinger

Nos vimos que o modelo de Luttinger é exatamente soluvel. Entretanto, es-
te tem severas aproximacoes comparado com um modelo de muitos corpos
realista: (i) sua dispersdo ¢ estritamente linear, e (ii) a interagdo elétron-
elétron é limitada so6 a espalhamento para frente. Mas a fisica do modelo de
Luttinger é robusta e, para outros modelos, se espera, baseado em argumen-
tos propostos por Haldane, que os parametros (K,,v,) sejam renormalizados
perto da superficie de Fermi, mas que a teoria a baixas energias seja idén-
tica & do modelo de Luttinger. Assim o modelo de Luttinger representa o
comportamento genérico dos sistemas quanticos 1D sem gap e nés podemos
construir sobre este a fenomenologia universal de baixas energias para todos

os metais 1D (Liquidos de Luttinger)|6].
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1.2 Modelos de Rede

Nos agora discutiremos alguns dos mais importantes modelos de rede que

tém sua fisica de baixas energias descrita pelo liquido de Luttinger.

1.2.1 Modelo de Hubbard

O modelo de Hubbard ¢ um modelo prototipo usado na descricao de férmions
correlacionados em uma variedade de circunstancias, indo desde supercondu-
tores de alta temperatura até compostos de férmions pesados e condutores
organicos|42|.

Este modelo tém s6 dois termos: um termo de “hopping”, que representa
a energia cinética do sistema, com parametro ¢, que é uma medida da su-
perposicao da funcao de onda de dois Atomos vizinhos; e um outro termo
que leva em conta a interagao local (no sitio) dos elétrons (U). Entdo, a

Hamiltoniana toma a seguinte forma

_ T T . Cam
H=—t E (€] sCivts + €y 5Cis) +U D nigniy (1.35)
2,8 [
onde c;s(ci,s) cria (aniquila) elétrons no sitio i, com spin s =1 ou |, n; s =
el ¢is600 d ( de férmi d i los L
i sCiss perador nimero de férmions de spin s, e a soma corre pelos
sitios de uma cadeia unidimensional com condigoes de fronteira periddicas.
O modelo tém duas simetrias globais SU(2): a primeira é a ja conhecida
invariancia sob rotacao de spin e a segunda é exclusiva para o modelo de
Hubbard com semi-preenchimento e relaciona setores com diferentes niimeros

de particulas (simetria particula-buraco). Assim a simetria total ¢ SU(2) x

SU(2) ~ SO(4).
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No limite U — 0 a teoria de bandas é recuperada, os elétrons tém momen-
to bem definido (energia do elétron e, = —2t cos ka) e o sistema é metalico e
nao magnético. No limite ¢ < U e na banda semi -cheia (N, = N,), a funcao
de onda de cada elétron fica confinada em torno de um sitio e, usando teoria
de perturbacao, é possivel provar que a Hamiltoniana efetiva é do tipo Hei-
senberg (H = J > _; ;o S:.S;). Logo, o comportamento antiferromagnético
isolante é recuperado.

A solucao exata do modelo de Hubbard unidimensional foi encontrada
por Lieb e Wu[43| usando o método de Ansatz de Bethe.

No limite de acoplamento fraco U < t, n6s podemos tratar U como uma
perturbagdo, e a banda de tight-binding (k) = —2t cos ka pode ser lineariza-
da perto dos pontos de Fermi +kpr. Entao, os operadores eletronicos podem
ser substituidos por campos quirais ¥, ,(x) no limite continuo (constante
de rede a — 0, o nimero de sitios da rede N — oo, tal que L = Na seja

finito). Assim
Cn,a/\/6 ~ efikF”a\IL,g(na) + eikF”a\Ier,(,(na). (136)

Como resultado o modelo de Hubbard é mapeado na Hamiltoniana (1.1),
com constantes de acoplamento gi1 = g21 = gu1 = Ua e gy = g4 = 0.
O limite continuo é uma boa aproximacao em acoplamento fraco e para as
propriedades de baixa energia. Neste limite, os parametros K, and v, podem

ser determinados perturbativamente, por exemplo

TUR
K,=,/—=x1-U/(2 1.37
o=\ o 1 = U (2me) + - (1.37

onde vp = 2tsin(mn/2) é a velocidade de Fermi para n particulas por sitio.
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Figura 1.2: Parametro de interacdo K, para o modelo de Hubbard com

U/t=1,2,4,8,16 de cima para baixo.

Para o modelo de Hubbard é possivel provar que a descricao em termos
de liquidos de Luttinger também é valida para acoplamento forte; assim
as propriedades de baixas energias do modelo sao determinadas sé por trés

parametros v, , e K,, ja que K, =1 [44].

K, como uma funcao da densidade de particulas para o modelo de Hub-
bard ¢ mostrado na figura (1.2) para diferentes valores de U/t. Para U
pequeno no6s encontramos em todos os casos concordancia com a expressao
perturbativa, equacao (1.37) entretanto para U grande K, — 1/2. O compor-
tamento limite para U grande pode ser entendido notando que para U = oo
a dinamica de carga do sistema pode ser descrita por férmions sem spin nao
interagentes com kr mudado para 2kr. Conseqiientemente, nds encontramos

uma contribuicao a funcao de correlacao densidade-densidade proporcional a
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cos(4kpz)z~? que implica que K, = 1/2. Como se pode ver na figura (1.2),
o valor de acoplamento forte K, = 1/2 ¢ alcancado nos limites n — 0,1 para
qualquer U positivo. Para n — 0 este comportamento é facilmente entendi-
do: o parametro de interagao efetivo é U/vp, mas vp vai a zero no limite de
baixas densidades (correspondendo a divergéncia da densidade de estados).
O limite n — 1 é mais delicado: neste caso cada sitio est4 quase com ocupa-
¢ao simples, com uma densidade de buracos muito baixa. A tnica interacao
importante é a repulsao Coulombiana de curta distancia entre buracos, que
pode ser aproximada tratando-se os buracos como um gas de férmions nao
interagentes sem spin, obtendo-se K, = 1/2.

Note que, como a interacao é repulsiva, sempre temos K, < 1, que sig-
nifica que as flutuacoes magnéticas sao aumentadas em relacao ao caso nao
interagente. Por outro lado, o emparelhamento supercondutor é sempre su-
primido.

Deve ser enfatizado que estes resultados sao validos para n — 1, mas nao
para n = 1. No ultimo caso, existe um gap no espectro de excitacoes de
carga por causa dos termos de Umklapp e as correlacoes de ¢, sao de longo
alcance.

Resultados equivalentes foram obtidos usando a invariancia conforme do

modelo de Hubbard|45, 46].

1.2.2 Cadeia de Heisenberg S = 1/2 anisotroépica :
modelo XXZ

Um dos modelos fundamentais da fisica do estado solido é o modelo de Hei-

senberg de magnetos isolantes. No caso unidimensional (“cadeias de spin”),
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a Hamiltoniana em presenca de um campo magnético h aplicado ao longo do

eixo z é

L
H, = Z{ASZ 2+ (5+5l+1+s z+1} hZSZ (1.38)

Aqui S; = (SF, S/, Sf) € um operador de spin atuando sobre o sitio I, A é um
parametro de anisotropia que nos permite tratar o caso antiferromagnético
(A =1), o ferromagnético (A = —1) e casos gerais de anisotropia. Supomos
condigoes de contorno periddicas, o que implica que Sy 11 = S;. Note que a
Hamiltoniana conserva a componente z do spin total ( para |A| = 1, o spin
total é conservado).

Este modelo de spins pode ser transformado em um modelo de férmions
sem spin, tomando em conta que S;" e S, anticomutam. A transformagio
de Jordan-Wigner[47] vincula operadores de spins e operadores de férmions

(a1, a)) por meio de

-1 1
Si = al exp (iﬂ' Za;a]), Si=ala — 3
j=1
A presenca ou nao de um férmion agora representa um spin para cima ou
para baixo, respectivamente, e o fator exponencial assegura que os operadores
de spins comutam, enquanto os operadores fermionicos anticomutam. A
Hamiltoniana (1.38) é exatamente solivel através do método do Ansatz de
Bethe[48|. Assim, pode-se mostrar rigorosamente que as propriedades de
baixa energia sao descritas por uma teoria conforme de campos com carga
conforme ¢ = 1 de um campo bosoénico livre compactado em um raio R no

limite termodindmico para A > —1 e qualquer magnetizagdo < M >[50]. Ou

seja, uma cadeia de spins XXZ na presenca de um campo magnético pode
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6.0
= Fase Ferromag.
S
40
§ <M>=1 Fase
@ Paramag.
(@]
~ h/J=1+A
o 20
£ L.L.
S
Antiferromag.
0'0—1.0 1?0 3?0 5.0

Figura 1.3: Diagrama de fases de uma cadeia XXZ de spin 1/2. O modelo tem uma
fase Ferromagnética (<M>=1), uma fase Paramagnética onde temos um liquido

de Luttinger (L.L.) e uma fase Antiferromagnética (<M>=0).

ser descrita em termos de um liquido de Luttinger (1.26) com parametro de

interagao K ' = 27 R? |50, 49].

O modelo XXZ tem o diagrama de fase apresentado na figura (1.3). Nos
temos duas fases com gap: uma ferromagnética em campos suficientemente
fortes (para A < —1 é a tinica) e uma fase antiferromagnética para A > 1 e
campos baixos. Entre estas, existe uma fase sem gap, onde a Hamiltoniana
(1.26) é valida. A transicao entre a fase ferromagnética e a fase sem gap esta
localizada em h/.J = 1+ A. A outra linha de transi¢ao inicia no ponto SU(2)

simétrico < M >=0, A =1 e aumenta segundo um campo critico h.[49].
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As fungoes de correlagao em T = 0 sao

K
< S7SE >= —— + Acos(2kpx)z 2%

(m)?

< S;'Sy >= By cos(2kpx)r 2K 12K 4 (1) By 12K, (1.40)

Podemos concluir agora que liquidos de Luttinger sao sistemas paramag-
néticos unidimensionais sem quasiparticulas de Landau. As excitacoes ele-
mentares sao modos coletivos de spin e carga, levando a separacao spin-carga.
As funcoes de correlacao tem um comportamento tipo lei de poténcias. Todas
as propriedades fisicas de baixas energias podem ser calculadas por bosoni-
zagao e dependem s6 de trés parametros: o parametro de interacao K, e as
velocidades de spin e carga. O modelo de Hubbard (0.5 < K, < 1) e a cadeia

de spin S = 1/2 anisotrépica sao liquidos de Luttinger.
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Superredes de Liquidos de
Luttinger

Uma superrede de liquidos de Luttinger (SLL)[32] é um arranjo periodico
de dois liquidos de Luttinger com propriedades diferentes (u,,K, e L), per-
feitamente conectados, como é apresentado na Figura (2.1). Cada liquido
de Luttinger tem comprimento Ly, velocidades u, ) e parametro de interacao
K,), onde A = 1,2 indica cada liquido. O comprimento total da SLL é L,

logo, o ntimero de células unitéarias é N, = L/(L; + Lo).

Nos usamos a aproximacao adiabatica, ou seja, a interface entre os liqui-
dos de Luttinger (aqui tomada como tendo espessura nula) é muito maior que
o comprimento de onda de Fermi 27 /kp. Assim, os termos de “backscatte-
ring” devido ao espalhamento nas interfaces podem ser desprezados. Entao,

as propriedades de baixa energia da SLL sao descritas por uma generalizagao

17
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da Hamiltoniana bosonica usual de um liquido de Luttinger (1.26), ou seja,

Hyr = - Z/dx {u,,(x)Ky(x)<8®an(x)> + ;(((Z)) (%a“f)) } @1)

u1V1 K]V
W N—"TV]—
E Uzy , Koy -

Figura 2.1: Superrede de Liquidos de Luttinger. Aqui, uy,, Ky, e L) sdo as velo-
cidades, o parametro de interacao e o comprimento de cada liquido de Luttinger,

respectivamente.

A Hamiltoniana em cada camada é diagonal e nosso problema agora é
diagonalizar a Hamiltoniana (2.1). Com isto em mente, nés obtemos as

equacgoes de movimento para os campos bosonicos @, e O,, que sao

0P, = —i[®,(z), H] = u,(2) K, (x)0,0,, (2.2)
. e
0,9, =—i]0,(z), H] = K, () 0, P,,. (2.3)

Mas nos podemos desacoplar os campos, obtendo as seguintes equacoes
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0 ®, — (1)K, (1), ([“( ((3;)) amcpy) —0, (2.4)
uy(2) _
00, = 1 (50 (u,,(x)K,,(x)am@,,> ~0. (2.5)

Pode-se ver das equagoes (2.4) e (2.5) que os campos @, e 0, sao duais,
ou seja, basta fazer K, — 1/K, para ir de um para outro. Nos discutire-
mos amplamente as solucoes para o campo P, e usaremos a propriedade de
dualidade para obter as solugoes de ©,,.

Diagonalizar a Hamiltoniana é equivalente a resolver as equacgoes de mo-
vimento para os campos @, e ©,. Considerando a forma destes campos para

um liquido de Luttinger homogéneo (1.22,1.23), n6s podemos escrever

(I)u ($, t) - Z sgn(m) ¢m,u($) [b_m’,,eiwm"’t + binyye—iwm,,,t]

— 2/

— o () + 1ot (2.6)

Hm v ; .
@V(x, t) = 3 Z 5 7w(x) [b_m’yezwm,ut _ b;‘n,ye—zwm,ut]

+90,V(37) - T)\,I/t7 (27)

onde by, = +/1/|m|vi(m) sao operadores bosonicos que satisfazem

[bimua bJ:rI:mu] =1

e m é um inteiro. Os campos bosonicos ®,(z,t) e ©,(z,t) tem duas partes.
Os modos normais, que estao relacionados as flutuacoes e que sao descritos

PO Wiy s Prmw () € O y(x) com m # 0, que sdo autovalores e autofungdes
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a serem determinadas. Os operadores ¢p,(z) e 0y, (z) descrevem os modos
zero, que estao relacionados as propriedades do estado fundamental, como
veremos.Ja vy, e 7, sao obtidos das equagoes de movimento e estao relaci-
onados aos modos zero.

Da relagao de Mandelstam (1.21), nos vemos que a continuidade do opera-
dor de campo fermionico ¥(z) implica a continuidade dos campos bosonicos
®,(x) e ©,(r). Entdo, as equagoes (2.2) e (2.3) implicam a continuidade de

uy (1)K, (1)0,0, ¢ $450,®, [22, 23, 24].

Agora nos discutiremos cada uma das partes (modos normais e modos
zero) dos operadores (2.6,2.7) separadamente. Primeiro, falaremos dos modos

normais.

2.1 Modos Normais (m # 0)

Os modos normais descrevem as flutuagoes das propriedades globais do sis-

tema (carga, spin, correntes de carga e spin) com relagdo ao estado funda-

mental. Eles sao representados pelas funcoes ¢, , () € O, (7).
Substituindo (2.6) em (2.4), obtemos que ¢, ,, satisfaz a seguinte equagao

u, ()
K,(z)

Wy, P + ul,(x)K,,(x)&v( axd)m,V) = 0. (2.8)

Esta é uma equacao de autovalores onde o operador diferencial de segunda

ordem é

£ é autoadjunto por definicao.
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As autofuncoes ¢y, , satifazem as seguintes condi¢oes de contorno

G ()
D0, ()

Segue que o operador £ é Hermitiano, ou seja, os autovalores w,,, sao re-

continuas.

ais e as autofuncoes ¢,,, formam um conjunto completo. A condicao de

normalizacao das autofuncoes é

L
/0 0 (@) bmn () = G (2.11)

2Ty,
Na superrede, os parametros de liquido de Luttinger variam de camada

a camada, assim

Uiy, K, se 0 <o < Ly,
u,(z), K,(x) = (2.12)
U,v, KQ’V se —L2 S T S 0.

Portanto, as autofuncoes ¢y, , sao
Amy,,e_io‘m"”” + Bmyyeio‘m"’x se 0 <z <Ly,

Pmp (@) = Cppy e Prm® 4 Dy, et se —L» <z <0,

e—p(L1+L2) {Cm,ye_iﬂm,u(x_Ll_L2) + Dm,yeiﬁm,u(év—Ll—Lz) } se Ly << (Ly +Ls),

w w ~ .
onde ay,, = uT:’ By = u’;y" e Apy.Brmy,Cm,y e Dy, sao coeficientes

dados no apéndice (B). Considerando condigoes de contorno de Born-von

Karman
¢v(x + L) = ¢u(2), (2.14)
temos que e PL =1, logo, 0 momento p = 22
Os autovalores wy, , sao dados por
(.UVLl 1 wyLQ wl,Ll

(-UVLQ .
CoSs cos — —A,sin
( UZ,V ) ( ul,l/ ) 2 Y ( U/2,I/ Ul,u

) = cos(p(L1 + L)), (2.15)
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Ko, Ky,
onde A, = K1: + Kz:‘

Para p < 1/(Ly + L2) temos que w,(p) = ¢, |p| onde a velocidade efetiva

B 1+ ¢
Cy = ul,l/ ut, Ut 27
\/1 + A, Lep g (L)

u2,v u2

(2.16)

com ¢ = Ly/L,. Claramente, pode-se ver que, ¢, — ug, quando { — 0o, e

¢y — u1, quando £ — 0.

2.2 Modos Zero

Os modos zero estao ligados as propriedades globais do sistema e levam
em consideracao os efeitos de tamanho finito. As fungoes de modos zero

satisfazem

_ uy() .
T = (x)ax¢0,u( )7 (217)

e = o) Ko (2)0,80,(0).

=

Estas equagbes sao obtidas substituindo as relagoes (2.6) e (2.7) nas equagoes
(2.2) e (2.3), respectivamente.

De (2.17) é possivel ver que para uma camada dada noés devemos ter

K, (z
¢0,V(x) = Am,/\u + T)\,VL-'E-

u, ()

Em um liquido de Luttinger homogéneo temos que %¢07p(x) = N,7, ou
seja, ¢g,/m € igual ao nimero de particulas a distancia .

No caso da superrede, n6s devemos ter que

K, (x
b0, (1) — do, (2} — Ly) = TNy, = Tow (z)

uy ()
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Assim, escrevemos

Go(2) = Ampw + MLV;” , (2.20)
0o (r) = B + ng” , (2.21)
Onde
Apr, = (m — 1)7rL2(NLZ;” - NLII’”) se A =1, (229
m7rL1(NLll’” - ]\Z’”) se A =2,

com uma expressao analoga para By, , obtida substituindo-se N, , por Jy .
Aqui m =1,2,3,.... indica a célula unitéria.

Como ja conhecemos as expressoes para os modos zero ¢g, () e 6y, (x),
entao nosso problema esta resolvido, ji que noés também conhecemos os au-
tovalores w,(¢) e autofuncoes ¢, ,(x) e 6,,(r). Assim a Hamiltoniana diago-

nalizada fica

1
_ T
Hsr, = o r ;p;éo wy (P)by pOrwp +

g/dx {u,,(x)K,,(x) (%)2 + [u{l;((z)) (Z’:’l)? } . (2.23)

Agora vamos considerar algumas propriedades das SLL, tais como a com-

pressibilidade, a condutividade e as funcoes de correlagao[32].

2.3 Compressibilidade

A compressibilidade é definida como

1 02F
E:L<8N2O>’ (2.24)
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onde Fj é a energia do estado fundamental como uma funcao do niimero de
particulas. No estado fundamental, nao temos excitacoes bosonicas. Assim,

o valor esperado da Hamiltoniana da SLL é
o Iw\2  u(x) (N2
< Hgpp >= B zy:/dx {u,,(x)K,,(x)(L)) + K,,(x)( I ) } . (2.25)

Mas considerando que nao temos correntes e que a magnetizacao é zero em

cada camada no estado fundamental, temos

2o ()

< Hgpp >=FEy, = g/d$
L ul,p N12 I Ugyp E}

4(Ly + Lo) {Kl,p Ly Ky, Lo
Usando a conservacao do nimero de particulas e a condicao de equilibrio
termodinamico py = o onde py ¢ o potencial quimico das camadas, temos

N(Ly + Ly)
(1 + 2oy’

Liuz,pK1,p

le

N(Li + L»)
L(l + L1U2,pK1,p)

Laui,pK2,p

Assim, a energia do estado fundamental em fun¢ao do nimero de particulas

é
. 7T(L1 + LZ) 1 N2,

== F, Dk (2.28)
U1,p u2,p
Entao, a compressibilidade da SLL é
K1+ Z/‘ig
ST T x0 0 2.29
" 1+¢ (2.29)

2Ky, , - I
onde k) = Wi” é a compressibilidade de cada liquido. Claramente pode-se
P

ver que, k; — Ko quando £ — 00, e kK, — k1 quando £ — 0.
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2.4 Funcoes de Correlacao

E bem sabido que transicoes de fase causadas pela quebra de uma simetria
continua nao podem ocorrer em uma dimensao. Mas as interacoes num fio
infinito aumentam as flutuacoes da densidade de carga ou supercondutora
dependendo se elas sdo repulsivas ou atrativas[5|. A pergunta que surge

agora é se tais tendéncias persistem no caso da superrede.

Assim, serao calculadas as fun¢oes de correlacao de densidade-densidade,
spin-spin e supercondutora (singleto e tripleto) para tentar responder esta

pergunta.

2.4.1 Densidade-Densidade

A funcao de correlacao densidade-densidade consiste de varias partes, que
descrevem a resposta do sistema a uma perturbacao com transferéncia de
momento ¢ ~ 0 (p), ¢ ~ £2kp (CDW) e ¢ ~ +4kp (4kp-CDW) e em
principio multiplos maiores. A versao bosonica do operador densidade é(ver

apéndice A)

n(x) = Op(ib') + Ocpw(a?) + O4kp70DW(1U);
_@ 8<I>p(95) + i€72ikpw+\/§i<bp(m) COS[\/§(I)U (.T)]

T Ox T
+ 2 —4ikpr+V/8i®,(z)

(2mar)? ‘ '

A funcao de correlacao densidade-densidade é definida pelo valor esperado
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< n(z)n(y) >; usando (2.6) e (2.7) nos temos

1 ool 1
<n@n(y) > ~ 55> W —0.0,(2)d,6,(y) (2.30)
p#0 P
+n(2)ef§z’p,ue-a‘p' oy (Bup (@)= bup (1) (Y0, ()~ v, —p (1))

tp(d)e 150 5 @0a (D) 0rp W) @0 (@)~0.-p ()

Y

onde n(z) = e”(g(“})_qﬁ(y)), e

() = kpx — /l‘ da:',u(x')% = kpx — ¢o ().

No caso homogéneo, as oscilacoes nas funcoes de correlagao sao miltiplos de
krx, mas na superrede temos mais um termo devido as nao homogeneidades
do sistema.

Considerando a forma das autofuncoes ¢, ,(z) dadas por (2.13), obtemos

(para x e y bem separados)

<n(@nly) > w2 | — y|2 ' |z —y Ky+Ks (2.32)
4i(¢()-d(y))
[z —y[
onde
.
(2:)2 A=N=1,
R % (1 4 )3 . , (230
AN = K1y R TR i ot N=2e N =1, (2
[1 gu;:uK;:u][ﬁ:V + fu;:U]Q 2,VK2,U

U1,v\2 _ _
(222 A=x=2

aqui A e X sdo iguais a "1"ou "2"correspondendo ao liquido de Luttinger

"1"e "2". De (2.32) temos

2
Ul,v Ul,v
" \/1 + AV u2,u£ + (UQ,U E)
K, = 1 T iy
Kl,l/ KZ,V U2,

= f(K,). (2.35)
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Note que a funcao de correlacao densidade-densidade tem a mesma forma
que no caso homogéneo, s6 que os expoentes agora sao os expoentes efetivos
K. Claramente, pode se ver que K — Ky, quando { — oo e K, — K, ,
quando ¢ — 0. Para um sistema com interagoes repulsivas, temos que K <
1. Como no caso homogéneo, as correlacoes que dominam sao aquelas de 2kp
que decaem com expoente K + K7.

O que é interessante notar é que K é uma média dos valores de K, de
cada camada, pesados pelos comprimentos das camadas. Portanto, vemos
aqui uma caracteristica que sera encontrada em todas as outras propriedades
fisicas de baixas energias do sistema: o comportamento da SLL combina as
propriedades das camadas constituintes na proporcao dos comprimentos das

mesmas.

2.4.2 Spin-Spin

A funcao de correlacao spin-spin tem duas partes, que descrevem a resposta
do sistema a uma perturbagao com transferéncia de momento ¢ ~ 0 (o) e
q ~ +2kpr (SDW). A parte de SDW tem carater vetorial.

As expressoes bosonicas para os operadores densidade de spin com trans-

feréncia de momento ¢ = 0 e ¢ ~ +£2kp sao(ver apéndice A)

V208, ()

T Oxr

O,(x) =

Ogpw(z) = Le-2ikrns Vi@ {cos[\/i@g(x)],sin[\/ﬁ@(x)],
sin[\/§<1>o.(x)]} .
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Assim, as correlagoes de spin sdo (para = e y bem separados)

Ryx o
< 0y(2)0,(y) >= ", (2.37)
T |z — y
€
2i(8(@)—6(v)) 2 (6(@)—6(v))
< Ospw (7)Ospw(y) >~ Ay Ktk + Ay KTk’ (2.38)
o =y ey

onde K, = f(1/K,) (ver Equagao 2.35). No limite homogéneo, K, — 1/K,,
recuperando assim as expressoes ja conhecidas para um liquido de Luttinger

homogéneo.

2.4.3 Supercondutora

A funcao de correlacao de pares supercondutores, que considera a tendéncia
do sistema a formar pares elétron-elétron tem duas partes, dependendo se
o spin total ¢ S = 0, formando um singleto (SS) ou S = 1 formando um
tripleto (TS).

A expresao bosonica dos operadores para as fungoes de correlacao super-
condutoras singleto e tripleto sdo(ver apéndice A)

1 .
Oss(x) = —5—eVH cos[V 22, (<))

1 .
Orssi(z) = %eﬁl[%(w)ﬂcea(m)}

1 ; :
Orso(r) = %eﬁzef’(z) sin[v/2®, (x)].

Y

Usando (2.6) and (2.7) e as expressoes para as autofuncgoes ¢, ,(x) e 0,,(z),
temos que as fungoes de correlagao sao (para = e y bem separados)

1 C
2(ra) KiK'

< Ogs.1s0(2)Oss,150(y) >~ (2.42)

2
ly — x|
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1 Cy
2(ra)? ly — x|fp+?a '

< Org11(2)Orss1(y) > (2.43)

Note que a estrutura de superrede nao altera as leis de escala entre os expo-
entes nas funcdes de correlacio, onde K* e K, fazem o papel de K, e 1/K,,

no sistema homogéneo, respectivamente.

2.5 Condutividade

Agora calcularemos a condutividade DC. Para isso, consideramos uma su-
perrede de liquidos de Luttinger na presenca de um potencial elétrico externo
V(z,t) fraco, que varia lentamente com a distancia e que depende do tempo.
O campo elétrico associado a este campo é E(z,t) = —0,V (x,t). A intera-
cao dos elétrons com este potencial é descrita pelo seguinte termo extra na

Hamiltoniana (2.1)
Hey = —e/da:V(x,t)p(x).

A equagao de movimento para o campo O, é modificada e agora é

9,0, = “"—(:’J)am@,, —V2eV (z,1). (2.45)

Kp(x)

Eliminando ©, em (2.2) usando (2.45) temos

D, ®,(x,t) = —V2eE(x, 1), (2.46)
onde
_ 1 _ u,()
Duu= e ~ R )

A funcao de Green bosonica é definida por

G(z,2',t) = —iO(t) < [D,(z,1), P, (z',0)] > .
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Portanto, a solu¢do da equacao (2.46) é
< ®,(z,t,E) >= —ﬂe/dx'dt'G(x,x',t —t"E(2', ).
A corrente elétrica, que é definida por j(z,t) = V2/70,®, ¢

e <j(xz,t)> //dxdtaa:x t—t"YE(', ),

onde definimos uma condutividade nao local dada por
! _ 290
o(z,2',t) = atG( 2, t), (2.51)

_ 2290@( 1) < [0,8,(x, 1), ®,(z,0)] > . (2.52)

Considerando (2.6), temos

o(x,a',t) Z Gy (z')[e™ret 4 e~ Wret), (2.53)

2.5.1 Peso de Drude

Vamos agora tomar o limite w — 0, p — 0 nessa ordem. O resultado que se

obtém ¢ o peso de Drude[51]|. Assim

o(0,w) = / dx/ dte™'o(z,y,t)

oo ) dxz‘ﬁ” oY) (w+i6)? —w2 I’ (2.54)

Usando (2.13) finalmente encontramos

147
ul,pKl,p (w)
u2,, K2,

= 2goc, K, 0(w). (2.56)

0'(0,&)) = 290ul,pK1,p (255)
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Como vemos, o peso de Drude para a SLL é igual ao produto da velocidade
de carga efetiva e o expoente efetivo de carga K. No caso homogeéneo,
temos que 0(0,w) = 2gou,K,0(w). Logo, podemos concluir que a estrutura

da superrede nao muda a forma do peso de Drude.

2.5.2 Condutancia de Landauer

A condutancia de Landauer é obtida quando se tomam os seguintes limites
nesta ordem p — 0 e w — 0[51]. Aqui, estamos aplicando un campo estético
sobre uma regido finita (mas grande) da amostra, ou seja, estamos estudando

a condutividade em fun¢ao do momento em freqiiéncia zero|22]. Agora

o(z,y,0) = / dto(x,y,t)

_ Y0 2e
= o > Gpo()d—p(y) [m] : (2.57)
p )
Usando (2.13) e considerando que x e y estejam bem separadas temos
o(q,0) = 290K ,5(q). (2.58)

O caso homogéneo ¢ facilmente recuperado ja que K, — K, quando os dois
liquidos de Luttinger sao iguais.

Neste capitulo, estudamos uma superrede de liquidos de Luttinger. Foi
visto que as propriedades de uma SLL sao uma mistura das propriedades dos
liquidos constituintes dependendo da propor¢ao espacial em que estejam (/).
Também encontramos que o peso de Drude nao muda de forma por causa da
estrutura da superrede e ¢ dado por 0(0,w) = 2goc,K;6(w). As leis de escala
entre os expoentes nas funcoes de correlagao nao sao alteradas pela estrutura

da superrede. No capitulo seguinte, estudaremos as superredes de Hubbard
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unidimensionais e veremos como estas podem ser descritas em termos de

SLL.



Capitulo 3

Superredes de Hubbard

Unidimensionais

Com o objetivo de estudar a competicao entre as correlagoes eletronicas e
uma estrutura de superrede em uma dimensao, foi proposto por Paiva e dos
Santos um modelo microscopico unidimensional onde a repulsao Coulombia-
na é dependente da posicao [29, 30]. Aqui, generalizamos o modelo proposto
por eles, considerando um arranjo periodico de L; sitios onde o “hopping”
e a interacao Coulombiana sao t; e U; > 0, seguidos por L. sitios onde
ty e Uy > 0 sao o “hopping” e acoplamento Coulombiano, respectivamente.
Portanto, tanto o “hopping” como a interacao sao dependentes da posicao e

temos uma Superrede de Hubbard Unidimensional (SHU) com Hamiltoniana

H=- Z ti (C;raci_Hg + HC) + Z UmiTnu, (31)
1,0 [
onde i corre sobre os sitios de uma rede unidimensional com (t;, U;)=(t,, Uy >

0) para sitios nas camadas “1” e (¢;, U;)=(t9, Uy > 0) para sitios nas camadas

33
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“P ¢ (ciy) cria (destr6i) um férmion no sitio i com spin o =t ou | e

]

Nig = Cigcia-
A presenca das correlacoes dependentes da posicao faz com que o siste-

ma perca algumas das simetrias presentes no sistema homogéneo, tais como

particula-buraco (ver apéndice C).

Uy Uy Up Uy Uy Uy Ug Uy Up Uy Uy Up Uy Uy Uy Uy
0000000000000 000

S A SEE g S 4 —V¥ Vv S S 4 S 4 -—V Vv
L Lt t1 1

tl t1 t2 t2 t2

Figura 3.1: Superrede de Hubbard Unidimensional. Aqui Uy ,ty e L) sdo os

acoplamentos, os “hoppings” e os comprimentos das cadeias de Hubbard (A = 1,2).

Primeiro, consideremos um caso especial no qual temos s6 duas cama-
das diferentes inicialmente desconectadas e com a mesma densidade inicial
n = N/L. Em geral estes subsistemas nao tém o mesmo potencial quimi-
co. Quando sao colocados em contato, os subsistemas trocam particulas. Os
elétrons vao de uma camada a outra até que os potenciais quimicos sejam

iguais, assim
pi(ni) = pz(nz). (3.2)

Esta é a condigao de equilibrio termodinamico. py(ny) (A = 1,2) é o potencial
quimico de uma cadeia de Hubbard homogénea como fun¢ao da densidade,

que pode ser tomado da solucao exata do modelo de Hubbard, obtida por
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Lieb e Wu, usando o método do Ansatz de Bethe [43].

XV

Figura 3.2: Fluxo de carga na superrede e modulagao de carga no equilibrio. n é

a densidade inicial e nq, no sao as densidades nas camadas no equilibrio.

Naturalmente, devemos ter conservagao de carga total

ny + lny = n(l +¢), (3.3)

onde n) sao os valores de equilibrio da densidade de carga em cada camada.

A extensao ao caso de uma superrede nao traz modificacoes.

Devido a nao homogeneidade no “hopping” e na interagao, esperamos que
tenha lugar um rearranjo da carga no sistema, ou seja que os elétrons fluam
até equilibrar o potencial quimico na superrede. Entao, uma vez alcangado
o equilibrio, a superrede apresenta uma modulagao na carga, como é repre-

sentado na Figura (3.2).
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3.1 Gasde Férmions e uma Cadeia de Hubbard

Agora discutiremos o caso particular em que uma das camadas tem aco-
plamento zero (géas de férmions), por exemplo U; = 0, e a outra camada é
interagente (Hubbard) com acoplamento Us # 0, mas as duas tém o mesmo
“hopping” t; = t; = t. Este foi o sistema originalmente proposto e estudado

por Paiva e dos Santos|29] e é mostrado na Figura 3.3.

0 UpUUU, 0 O O UpUpUU, O O O Uy

Figura 3.3: Superrede de Hubbard com Uy =0 e Uy # 0.

Foi encontrado que a densidade na camada “1” (livre) n; é maior que
a densidade inicial n, para todos os valores do acoplamento U,, indicando
que a transferéncia de carga é sempre da camada “2” (interagente) para a
camada “1” (livre). Isto é intuitivo, ja que os elétrons diminuem sua energia
de repulsao Coulombiana fugindo para as camadas livres. Este fato também
foi observado por Paiva e dos Santos[29]|, onde os maximos do momento
local sao transferidos das camadas repulsivas para as camadas livres (eles
usaram o método de diagonalizagao de Lanczos). Também observamos que a
transferéncia de carga aumenta com o acoplamento U, (comprimento ¢) para
¢ (Uy) fixo, como é esperado.

Encontramos que as superredes de Hubbard unidimensionais onde uma
das camadas é livre (U;=0) e a outra é interagente (Us # 0) tém o diagra-

ma de fase apresentado na Figura (3.4). Neste diagrama de fase temos um
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2.0
I (n,>1;n,=2)
U, /t,n
c 15 | M(n,>1; bl ]
n,<2) _a.
! I (n,=1;n,<2)
M(n,<1;n,<2)
1.0 :
0 5 10
U/t

Figura 3.4: Diagrama de fase de uma superrede de Hubbard. Existem duas fases

metélicas (M) e duas isolantes (I)(¢ =1). (Uz:/t = 3.2309 e n. = (24 £)/(1 +¢)).
acoplamento critico Uy, dado por
po—(Use) = Use — 2t, (3.4)

onde p(U) foi definido para o modelo de Hubbard para meio prenchimento
por Lieb e Wu[43] como

= d
i) =2 - [T A
0 w[l+ex¥7]

(3.5)
Assim, o acoplamento critico é Us,, = 3.23097¢. E importante notar que Us,
é independente da razao entre os comprimentos das camadas /.

Vemos que o sistema é sempre metalico para n < 1. Mas para n >

1, observamos quatro fases diferentes, duas metélicas e duas isolantes. E
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importante notar que para Uy < Us. temos duas regioes metélicas e duas
regioes isolantes, enquanto ha s6 uma metélica e duas isolantes para Uy > Us,.
As linhas no diagrama de fase apresentado na (Figura 3.4,3.5) sao deter-

minadas assim:

linha n’
st (Uz) = —2t cos <g[n'(1 +0) - E]) , (3.6)

linha n”

™ n

Uy — pis (Uy) = —2t cos (§[n (1+0) — e]) , (3.7)

linha n”’

" )

s (UQ, %) — ot (3.8)

Para U, > U,, as duas fases isolantes sao separadas pela linha tracejada
da Figura 3.4 e o sistema abre um gap na densidade n. = (2 + ¢)/(1 + )
[29, 30]. Note que o valor da densidade n, implica que devemos ter n; = 2
e ny = 1 e que é independente do valor do acoplamento Us como no sistema
homogéneo.

As duas fases isolantes correspondem a ny, = 1 (isolante tipo Mott) ou
ny = 2 (insolante de banda). Deve-se notar que, em cada caso, um tipo de
camada é por si mesma isolante, enquanto a outra é metélica e o carater
isolante global é consequéncia da estrutura unidimensional. Portanto, ambas
as fases isolantes sao sem gap. As duas fases metélicas diferem na densidade
da camada interagente: o potencial quimico pode ficar na banda de Hubbard
superior ou inferior.

Na Figura 3.5, apresentamos o diagrama de fase para ¢ = 0.5,2. Observa-

se como a topologia do diagrama é independente de ¢. O tamanho das fases
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Figura 3.5: Diagrama de fase para uma superrede de Hubbard com ¢ = 0.5 e

{=2.

metalicas aumenta quando ¢ diminui. Este comportamento é esperado porque
o tamanho das camadas livres é maior.

O gap da superrede de Hubbard unidimensional é igual a
AC == U2 - ,ug_(UQ) — 2t. (39)

Vemos que o gap de quaseparticulas para a superrede de Hubbard unidi-
mensional é zero para U < Us,. e que nao depende do tamanho relativo das
camadas ¢. O gap de quaseparticulas para n = n. é aproximadamente linear
com U e sempre é menor que o gap do sistema homogéneo.

Para discutir as propriedades de baixa energia das superredes de Hubbard

unidimensionais, consideramos cadeias longas (L; e L, grandes) tais que uma
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6 I —— Hubbard
———- Superlattice 4
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2 |
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Figura 3.6: Gap da superrede de Hubbard e do modelo de Hubbard. Aqui (Us./t =
3.2309).

descricao de cada camada como um liquido de Luttinger seja valida. Sendo
assim a camada livre é descrita como um liquido de Luttinger livre com
parametros Ky, = 1 e u;, = vp onde vp = 2tsin(0.5n) é a velocidade de
Fermi de um gas unidimensional.

A camada interagente representa uma cadeia de Hubbard, cujas proprie-
dades de baixa energia sao descritas em termos de um liquido de Luttinger
com parametros uy, = u, e Ky, = K, < 1. Como é sabido, o modelo de
Hubbard tem simetria SU(2), entdo K, = 1.

Portanto, as propriedades de baixa energia da superrede de Hubbard
unidimensional sao descritas por uma superrede de liquidos de Luttinger, que

foi discutida extensamente no capitulo anterior. Para acoplamentos fracos
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é possivel mostrar que um modelo de superrede de liquidos de Luttinger é
obtido a partir de uma superrede de Hubbard unidimensional (Apéndice D).

Assim, na Hamiltoniana (2.1) temos

Uiy, = vp, K, =1 se 0 <x <L,
uy(z), Ky (z) =

Ugy = Uy, Koy =K, Ky, =1 se —Ly <z <0.
A estrutura da superrede nao quebra a simetria SU(2), de maneira que
se espera que o K, inhomegéneo se renormalize a 1.
De (2.16) vemos que as velocidades de carga e spin para esta realizagdo

da SLL sao dadas por

147
C, = UF i , (3.11)
\/1 + AL+ (220)?
1474
Co = UFTZ‘—FZ. (312)

Para o modelo de Hubbard com interacoes repulsivas temos que u, < vp e
u, > vp|44]. Este quadro nao é verdadeiro para SHU: as velocidades efetivas
podem ser maiores ou menores que a velocidade de Fermi dependendo do
valor do acoplamento e de /.

Como o parametro de interacao no setor de spin ¢ homogéneo na superrede

(K,=1), temos que K} = K, = 1 e de (2.32,2.38,2.42,2.43) as func¢oes de

correlacao densidade-densidade e spin-spin para uma SHU sao

Rivo 2i(#(@)-(v))
() ~
4i(3(z)—4(y))
+A2 AK* ) (313)
[z =y
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Figura 3.7: Expoente efetivo K; como uma fun¢ao do preenchimeto n para £ = 1

e diferentes valores de U (Us/t = 1,2,4,16).

onde o expoente efetivo é

. V1 Abupfu, + (Cop fu,)?
p 1+ fvp/Kpup

= f(K,). (3.15)

Da mesma forma, as fungoes de correlagao supercondutoras singleto e tripleto
Sa0
C

1+K,’

(O'(x)O(y)) ~
[z -y

(3.16)

onde K, = f(1/K,).

Pode-se ver que as funcoes de correlacao nao dependem s6 da diferenca
xr—1y, mas também das proprias posicoes x e y, através das fungoes de modos
zero. Seu efeito é gerar as oscilacoes usuais presentes nos liquidos de Luttinger
homogéneos. Entretanto, devido ao perfil de densidade nao homogéneo, seu

periodo varia de camada a camada, refletindo a dependéncia com a camada
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Figura 3.8: Peso de Drude como uma funcao de n com £ = 1 e para diferentes

valores de U (U/t =1,2,16, de cima para baixo).

dos vetores de onda de Fermi.

Apesar da presenga dos expoentes efetivos K7 e ?p, a condicao para
que as correlacoes supercodutoras dominem se reduz aquela para um sistema
homogeéneo, que é K, > 1. Na Figura 3.7, o expoente de correlagao K, de
uma SHU é mostrado como uma funcao do preenchimento da banda para
¢ = 1. As duas fases metalicas sdo caracterizadas por 1/2 < K; < 1.
Em baixas densidades, K se aproxima de um valor maior que 1 /2 quando
n — 0, que depende de ¢, mas nao de U,. Esta é uma caracteristica tinica da
superrede. Da Eq. (3.15) vemos que K interpola monotonicamente entre 1
(camada livre) e K, (camada interagente) quando ¢ varia de 0 ao co. Como
K, > K, as fungoes de correlagao densidade-densidade e spin-spin caem mais
rapido nas superredes de Hubbard que no sistema homogéneo.

Apresentamos o peso de Drude de uma superrede de Hubbard unidimen-
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sional como uma funcao de n para ¢ = 1 e vérios valores de U na Figura
3.8. Esta figura mostra um comportamento reentrante como uma funcgao de
n para U < Us.. Ademais, o peso de Drude cai a zero quando se aproxima
das regioes isolantes como um resultado da diminuicao das velocidades de

carga u, — 0 (isolante tipo Mott) e vy — 0 (isolante tipo banda).

3.2 Duas cadeias de Hubbard: Acoplamentos
diferentes

Agora consideraremos o caso no qual temos duas cadeias de Hubbard com
diferentes acoplamentos Uy, # 0 (U, > U;), mas com igual “hopping” ¢t =t
como é mostrado na Figura 3.9. Neste caso, a carga tende a acumular-se na

camada com menor acoplamento (camada “1”), como deve ser.

U, U U, Uy Uy Up Uy U Uy Uy Uy Uy Up Up Up Uy

Figura 3.9: Superrede de Hubbard com Uy, Us # 0.

O diagrama de fases para as SHU com acoplamentos diferentes é muito
rico. Observamos seis fases diferentes, trés metalicas e trés isolantes, cada
uma com um perfil de carga diferente, como é apresentado na Figura 3.10.
A topologia do diagrama de fases é a mesma para qualquer ¢ e note que os
casos limites de U; — 0 (segdo anterior) e U; = U, (cadeia homogénea) sio

recobrados.
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As linhas no diagrama de fases da Figura 3.10 sao dadas por:

linha I
pa—(Ur,ny = 1) = pa(Us, %),
linha II:
Ur = - (Ui, ni = 1) = pa (U, %),
linha III:
p (U, nprr(1+0) = 0) = pip—(Uz, nz = 1)),
linha IV:
pi (U, npy(L+£0) =€) = Uy — po_ (U, np = 1),
linha V-
p(Ur,ny = 2) = po(Us, W)-
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(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

Na Figura 3.10 observamos que para n < 1 o sistema tém uma fase

isolante, fato que nao é observado na se¢ao anterior (U; = 0) onde o sistema

é sempre metalico. As trés fases isolantes correspondem a ny = 1 (isolante

tipo Mott) ou n; = 2 (isolante tipo banda). Note que em cada caso uma das

camadas é isolante enquanto a outra é metélica e o carater isolante da SHU

é consequéncia da estrutura unidimensional. Logo as fases isolantes nao tém

gap.

No diagrama de fase para U, = 3t < U, (Figura 3.10a) observamos que

a SHU tem um gap na densidade n = 1 para U; > U* ~ 2.145608t, que é

representado pela linha tracejada que separa as duas fases isolantes inferior

(ny =1, ny < 1) e intermediaria (n; > 1, ny = 1). Note que para U; < U* a

SHU é sem gap e tem trés fases metalicas.
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U3 I(n,>1,n,=2)
= n>1,n.=
2 2 1 (a)
1.6 }
c M(n,>1;n,<2)
1.2 \
0 1 2 3
2.0
U,/t=4 | n
b
1gf Udtn:) )
c I(n2:1, v M
1.2 F >1)
M & e
0.8 - M
0 1 2 3 4

16

Figura 3.10: Diagrama de fases de uma Superrede de Hubbard (acoplamentos
diferentes) com trés regides metalicas (M) e trés isolantes (I) para (a) Us/t = 3,
(b) UsJt =4e(c) U/t =16 ({ =1en.= (2+¢)/(1 +¢)). Para Uy = 3t temos
U* =~ 2.145608t. Além disso, para Us = 4t e Uy = 16t temos U* = 2.39149¢,
U, = 0.643364t e U* = 3.01509¢, U, = 12.1724t, respectivamente.
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Figura 3.11: Parametros U* e U, como funcio de Uz. Aqui Us = 6.25261¢.

No diagrama de fases para Uy = 4t > U, (Figura 3.10b) o sistema é sem
gap entre U, < Uy < U* onde U, = 0.6433t e U* ~ 2.39149t. Para U; < U,
as fases isolantes intermediaria (n; > 1, ny = 1) superior (n; = 2, ny > 1) sdo
separadas por uma linha tracejada, ao longo da qual o sistema abre um gap
na densidade n. = (24 ¢)/(1 + £). Outro gap é aberto na densidade n = 1,
e novamente é representado pela linha tracejada que separa as fases isolante
intermediaria (n; = 1, ng < 1) e inferior (ny > 1, ny = 1) para U; > U*.

Para U, = 16t > U, (Figura 3.10c) e U* < U; < U, o sistema é metélico
s6 paran < 1 e temos dois gaps nas densidades n =1 en, = (2+¢)/(1 + 7).
Aqui temos que U* = 3.01509t e U, = 12.1724¢. Duas fases metalicas sao
observadas para U; < U* e U; > U,. Em cada caso, o sistema s6 tém um
gap, nas densidades n = 1(U; > U,) e n. = (24 0)/(1 + (U, < U*),

respectivamente.
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12

e}
T

Gaps (Ag Ag,)

Figura 3.12: Gaps A§ e Ag, nas densidades n = 1 e n, = (24 £)/(1 + ¢),
respectivamente. Aqui Uy = 16t e £ = 1.

Os parametros U* e U, dependem de U, e sao dados por
Ua = U2 - /LQ_(UQ,TLQ = 1) - 2t, (322)

U* - /L_(U*) = /LQ_(UQ,TLQ = 1) (323)

Observe que estes valores sao independentes de ¢. Na Figura (3.11) mos-
tramos U* e U, como funcao de U;. Observamos que U* comeca em zero e
aumenta até U. em Uy = oo; entretanto, U, aumenta linearmente com U, e
é nulo em U, < U,. U* coincide com U, em U, = 6.25261¢. Assim, para
valores maiores que Us, o sistema sempre tem um gap. Note que o sistema é
sem gap para U, < U; < U* com Uy < Uy. Para Uy > Uy e U* < Uy < U, 0
sistema tem dois gaps. No entanto, para U; < U* e U; > U, ele tem s6 um

gap.
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2.0

Figura 3.13:  Velocidades effetivas de carga c, (linha cheia) e spin ¢, (linha

tracejada) para uma SHU em fungéo de n (£ = 1) para Uy = 2t e Uy = 4.
Os gaps nas densidades n =1 e n, = (2 +¢)/(1 + ¢) sdo dados por

Ay = Ui—p (U)—p(Uh)  (n=1), (3.24)
Asa = Up—p(Us) =2t~ Uy (ne=(2+0/(1+0). (3.25)

Observe que os gaps nao dependem de ¢. Os gaps A§ e Ag, sao apresentados
na Figura (3.12) para Uy = 16t em funcdo de U;. O gapem n =1 (n. =
(24¢)/(1+4¢)) aumenta (diminui) linearmente com U, e é zero para U; < U*
(U, > U,). Note que o comportamento em fun¢ao do acoplamento de Ag, &
contrario ao observado na se¢ao anterior, onde o gap em n. = (2+/¢)/(1+¢)
aumenta com o acoplamento. Também da figura, temos s6 um gap para
U <U*eU >U,. Para U* < U; < U, temos dois gaps.

Para U, = 4t e U, = 2t, as velocidades efetivas de carga e spin para uma

SHU sao apresentadas na Figura (3.13), em fun¢ao de n. A velocidade de



50 Capitulo 3. Superredes de Hubbard Unidimensionais

carga (linha cheia na Figura 3.13) é nula nas regioes isolantes como resultado
do cancelamento das velocidades de carga uy, — 0. Assim, ¢, apresenta
um comportamento re-entrante em funcao de n. Para esta SHU temos trés
fases metalicas e trés fases isolantes. Aqui as fases isolantes sao separadas
por regidoes metdalicas indicando que a SHU nao tem gap como pode ser
visto na Figura (3.10b). Como no caso homogéneo, a velocidade de spin é
sempre menor que a velocidade de Fermi e é nula s6 na fase isolante superior
(linha tracejada na Figura 3.13). Como uma funcdo de ¢, encontramos que
a velocidade efetiva de carga (spin) aumenta (diminui) até alcancar u, (uy).
Note que as velocidades de carga e spin no modelo de Hubbard homogéneo

u, € U, aumentam e diminuem com o acoplamento, respectivamente.

Como a estrutura de superrede nao quebra a simetria SU(2), temos que
K, = K = 1. Assim de (2.32,2.38) temos que as fungoes de correlagao
densidade-densidade e spin-spin para SHU com acoplamentos diferentes é
dominada pelo termo < O'O >~ |z — y|_1_K; que correspondem a 2kp-
CDW e 2kp-SDW no sistema homogéneo. Aqui K, < K, < K. Assim, as
funcoes de correlacao densidade-densidade e spin-spin decaem mais rapida-
mente (lentamente) que no sistema homogéneo com acoplamento U = U,
(U = Uy). Similarmente, as fungoes de correlacao supercondutoras sao

<00 >~ |z — y|717?P.

Na Figura 3.14, o expoente efetivo de correlagao K de uma SHU com
acoplamentos diferentes é apresentado, em funcao do preenchimento, para
trés situagoes diferentes (¢ = 1): SHU-1 com U, = 4t e Uy = 2t; SHU-2 com
Uy = 16t e Uy = 2t; SHU-3 com U, = 16t e U; = 8t. Para qualquer ¢ todas

as fases metélicas sao caraterizadas por terem 1/2 < K < 1. Observamos
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—— SHU-2
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Figura 3.14: Expoente efetivo de correlagdo K, em funcio de n (¢ = 1). Tres
superredes diferentes sdo apresentadas: SHU-1, com (Uz/t = 4,U;/t = 2), SHU-2,
com (Us/t = 16,U7 /t = 2) e SHU-3, com (Us/t = 16, U7 /t = 8).

que a SHU-1 tem trés fases metalicas, SHU-2 tem duas fases metélicas e
SHU-3 tem s6 uma fase metalica. Note que K, é maior na fase metalica
inferior e, portanto, as fungoes de correlacao de densidade e spin decaem

mais rapidamente.

Para baixas densidades, K se aproxima de 1 /2 como no caso homogéneo,
contrariamente ao observado na secdo anterior onde K; permanecia entre 1/2

e 1.
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3.3 Duas Cadeias de Hubbard: “Hoppings” di-

ferentes

Consideraremos agora duas cadeias de Hubbard arranjadas periodicamente
com o mesmo acoplamento Uy = U > 0, mas com diferentes “hoppings”
ty > ty. Inicialmente, a carga é acumulada na camada com menor “hopping”
(camada “1”). Isto acontece para densidades n < n* < 1, onde n* satisfaz
pa(n*) = 0. No entanto, esta situagdo é invertida quando n > n* e a carga
flui da camada “1” para a camada “2”. n* é independente de r = t5/t; e £, e
diminui com U.

Para este caso, o diagrama de fases apresenta 7 fases diferentes, trés
metdlicas e quatro isolantes. Ele ¢ apresentado na Figura 3.15 para U = 4t
e U =8t com / =1.

As linhas no diagrama de fases da Figura 3.15 sao dadas por:

linha I:

1o(U, 1y = 0) = %MI(U, (1 +0)), (3.26)

linha II:
ty (Uiny = 1) = i—iul(U, nt (14 0) —0), (3.27)

linha II1:
U=t (Uyny = 1) = i—fm(U, n (14 0) = 0), (3.28)

linha TV:
o0, D= 2 (g, <), (329)

linha V:
T Lt RCATES I NECE
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05}

0.0 . L

Figura 3.15: Diagrama de fases para SHU com “hoppings” diferentes. Aqui temos
trés fases metalicas (M) e quatro isolantes (I) para (a) U = 4t1 e (b) U =8t (£ =1
ene=(2+4)/(1+4£)). Para U = 4ty e U = 8t temos r* = 1.94847, r, = 2.26984,
r; = 4.4227 e r* = 3.818576, r. = 1.57735, r; = 6.02322 respectivamente.
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Figura 3.16: Parametros r*, r. e r; em funcdo de U. Aqui U ~ 4.4191¢;.

linha VI
t
pa(Uyny = 2) = iul(U, (14 €) — 20). (3.31)

Aqui como nas secoes anteriores, a topologia do diagrama de fases é a
mesma para qualquer /.

Para n < 1 o sistema tém duas fases isolantes. Nestas, a densidade de
equilibrio na camada “2” é ny, = 0 (regido isolante inferior, tipo banda) ou
ny = 1 (regido isolante superior, tipo Mott). Entre estas fases temos uma
fase metalica. Duas fases metalicas e duas fases isolantes sao encontradas
para n > 1: nas fases isolantes temos n; = 1, ny > 1 (tipo Mott) ou ny > 1,
ny = 2 (tipo banda). Note que todas as fases isolantes sdo compressiveis, ou
seja, sem gap. No diagrama de fases da Figura 3.15, a fronteira entre duas
fases isolantes é representada por linhas tracejadas. Precisamente ao longo

destas o sistema abre gaps, nas densidades n =1 e n, = (24 ¢)/(1 4 ¢).
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Os parametros ., r* e r; que aparacem na Figura (3.15) sdo dados por

/LZ(U, Ng = 2)

re = , 3.32
U~ (U =1) (3:32)

% U - ,U/Q,(U, Ng = 1)
r* = , 3.33
/Llf(Ua ny = 1) ( )

e p-(Uyny =1)
Observe que estas quantidades sao independentes de /.
Na Figura 3.15(a) vemos que o sistema nao tem gap para r > r; e entre r*
e r. para U = 4t,. Entretanto, para U = 8%, o sistema é sem gap apenas para
r > r; (Figura 3.15(b)) e tem dois gaps entre r. = 1.57735 e r* = 3.818576.
Este fato pode ser visto mais claramente na Figura (3.16), onde apresentamos
r*, re e r; em funcao de U. Note que 7* e r, coincidem em U ~ 4.4191¢;.

Os gaps nas densidades n =1 e n, = (2 +¢)/(1 + ¢) sdo dados por

t
A =U—pp-(U) = Zm-(U) n=1, (3.35)
1
t
Ac,r = t_2(U - ,Ullf(U)) - (Qtl + U) Ne = ?_j:ﬁ (336)
1

Observe que os gaps sao independentes de £. Os gaps Ay e A., sao apresen-
tados na Figura (3.17) para U = 8t; em funcdo de r = t5/t;. Temos apenas
um gap para r < r.er* <r <r; enquanto que para r. < r < r* temos dois
gaps. O gapemn =1 (n. = (2+¢)/(1 +¢)) diminui (aumenta) linearmente
com r e é nulo para r > r* (r <r.).

As velocidades efetivas de carga e spin para uma SHU com “hoppings”

diferentes sao dadas por
P ul’y(l + Z)
\/1 + Aylruy ,/ug, + (Tﬁul,y/uzu)z

(3.37)
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Figura 3.17:  Gaps A} e A, nas densidades n = 1 e n, = (2 +£)/(1 + £),

respectivamente . Aqui U = 8t e £ = 1.

As velocidades sao nulas para n < n* e, para n > n*, sa0 menores que as
velocidades do modelo de Hubbard homogéneo (¢, < u,). Aqui, também c,
apresenta um comportamento re-entrante em funcao de n.

O parametro efetivo de interagao K ¢ dado por

\/1 + Aylruy ,/ug, + (réul,y/uzuf
K, =

(3.38)

1 1 Ui,y )
r—L
Ky, + Koy uz,

Como K, < K, as fungoes de correlagdo densidade-densidade e spin-spin
para a SHU com “hoppings” diferentes decaem mais lentamente que no caso
homogéneo.

Na Figura (3.18) o expoente de correlagdo K; para uma SHU é apresenta-
do em funcdo do preenchimento, para diferentes parametros (¢ = 1): SHU-A

com U = 4ty e r = 2; SHU-B com U = 8t; e r = 2; SHU-C com U = 4t;
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Figura 3.18: Expoente de correlagao efetivo K, (£ = 1) em fungdo do preenchi-

mento n para U = 4t; com r = 2,3 e U = 8t; com r = 2.

e r = 3. Vemos que 1/2 < K, < 1 nas fases metalicas para qualquer /.
A SHU-A tem trés fases metdlicas, a SHU-B tem apenas uma fase metélica
e SHU-C tem duas fases metélicas. Note que K é maior na fase metalica
inferior. Portanto, as funcoes de correlacao decaem mais rapidamente nesta
fase.

Devemos lembrar que no sistema homogéneo a descricao de liquido de
Luttinger perde validez sempre que um gap é aberto no setor de carga (ou de
spin), o que acontece no semi-preenchimento. Para a superrede, esta perda
de validez acontece nas fases isolantes, como um resultado tanto de processos
tipo Umklapp ou de um isolante tipo banda nas Figuras (3.4,3.10,3.15).

Nesse capitulo, estudamos as superredes de Hubbard unidimensionais,
mais especificamente, trés de suas realizagoes: (i) Uma camada livre (U; = 0),

com uma camada de Hubbard, mas com o mesmo “hopping”, (ii) mesmo “hop-
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ping” nas duas camadas de Hubbard, mas com acoplamentos diferentes e (iii)
acoplamentos iguais para as duas camadas, mas “hoppings” diferentes. Em
todas as realizacoes os diagramas de fases para o estado fundamental apresen-
taram varias fases metalicas e isolantes, as tltimas sem gap (compressiveis).
A topologia dos diagramas de fase é independente do parametro /. As SHU
tém gaps nas densidades n =1 e n, = (2 + ¢)/(1 + £), dependendo da rea-
lizacao. As propriedades de baixas energias podem ser descritas em termos
do modelo de superredes de liquidos de Luttinger. Como no caso homogéneo
sO trés parametros determinam toda a fisica em baixas energias: ¢, (v = p

ouo)e K.



Capitulo 4

Superredes de Spins

Sistemas quanticos de spin unidimensionais tém sido estudados amplamente
nas ultimas décadas, tanto do ponto de vista experimental como teorico|52].
Uma importante observacao nesta area é a chamada Conjectura de Haldane
[53], que estabelece que cadeias de spins tipo Heisenberg isotropicas com spin
semi-inteiro nao tém gap, enquanto aquelas com spin inteiro tém gap. Esta
conjectura nao foi provada ainda, mas muitas evidéncias sobre sua validade

foram acumuladas[54].

Além disso, varios fendmenos foram descobertos como resultado das fortes
correlacoes spin-spin e das fortes flutuacoes quanticas. Entre estes fenome-
nos estao os platds na magnetizacao, que sao um fenémeno quantico ma-
croscoOpico no qual a magnetizacao é quantizada em fragoes de seu valor de
saturacao. Os primeiros estudos foram feitos por Hida[55] e Okamoto[56] na
tentativa de descrever algums compostos organicos com acoplamentos perio-
dicos. Oshikawa e colaboradores|57| fizeram o primeiro estudo sistematico

deste problema, estendendo o teorema de Lieb-Schultz-Mattis a sistemas com

29
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campo magnético. Eles estableceram a condigao necesséiria para a aparicao

de platds na magnetizacao em sistemas 1D, a saber,
p(S — m*) = ¢ = inteiro, (4.1)

onde p é a periodicidade do estado fundamental magnético no limite ter-
modinamico, S é valor do spin e m* é a magnetizacao por sitio. O estado
de platos pode ser visto como um estado de gap de spin com magnetizacao
diferente de zero.

A existéncia de materiais reais com constituintes trimerizados|58, 59|
tém motivado a pesquisa dos procesos de magnetiza¢do em trimeros [55,
56), quadrimeros |60] e, mais geralmente, em cadeias de spin de Heisenberg
S = 1/2 periodicamente moduladas com periodo p (as chamadas cadeias
p-merizadas)[61, 62, 63].

Do ponto de vista experimental, um dos materiais mais excitantes é o
NH CuCl3, onde dois platos na magnetizacdo com < M >= 1/4 e 3/4
foram observados [64]. Estes platos foram encontrados em cadeias de spin
quase-periddicas, onde uma modulagdo no plano X-Y foi considerada [65].

O efeito de uma estrutura sobre as propriedades magnéticas das cadeias de
spin e a posibilidade de aparicao de platos na magnetizagao devido a estrutura
sao, portanto, de grande interesse. Aqui, estudaremos o que acontece quando
se considera uma modulacado periddica (estrutura de superrede) no parametro
de anisotropia em cadeias XXZ de spin—%.

Uma superrede de spins é um arranjo periodico de duas cadeias de Heisen-
berg de spins 1/2 anisotropicas (cadeias XXZ) com diferentes comprimentos

L, e parametros de anisotropia A, (A = 1,2). Assim, a Hamiltoniana de
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Figura 4.1: Superrede de spins e sua relagdo com a superrede de liquidos de
Luttinger. Aqui, J, Ay e Ly sao o acoplamento, parametro de anisotropia e o
comprimento de cada cadeia, respectivamente. O campo magnético h estéd aplicado

na direcao z.

uma superrede de spins na presenca de um campo magnético na direcao z é
L L
H=17 (SiSr,+SUSh, +AsS8:80,,)—h> S; (4.2)

onde S%, SY e S* denotam as matrizes de spin—%, h é o campo magnético na
dire¢ao z, L = N.(L1+ L) é o comprimento da superrede e N, é o numero de
células unitarias, cada uma delas com uma base com L + Ly sitios. Em (4.2)
A, é o parametro de anisotropia, que depende da posi¢ao (ver Figura 4.1),
ou seja, toma diferentes valores nas duas subredes (A, = A;, na subrede
com L sitios e Ay = Ay na outra subrede com Ly sitios).

Como foi discutido no capitulo (1), no caso homogéneo (A, = A, in-
dependente da posi¢ao) a Hamiltoniana (4.2) é exatamente solivel usando
o método do Ansatz de Bethe, mesmo quando h # 0[48]. Entao, é possi-

vel mostrar que as propriedades de baixas energias podem ser descritas por
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meio de uma teoria de campos com carga conforme ¢ = 1 de um campo
bosonico livre (liquido de Luttinger), compactado em um raio R no limite
termodinamico para A > —1 e qualquer magnetiza¢ao < M >[50].

As propriedades de baixa energia de una superrede de spins sao descritas
em termos de uma superrede de liquidos de Luttinger (SLL) (capitulo 2) de

férmions sem spin com Hamiltoniana

1 u(x)

H=— / dx {u(x)K(x)(am@)ZJr —(amcp)?}, (4.3)

T or (z)

onde os parametros que dependem das camadas u(z) e K (x) sao a velocidade
das excitacoes e o parametro que determina o decaimento das funcgoes de
correlagao, respectivamente. Para x na subrede A temos K (z) = K(< M, >
JAy) e u(z) = u(< My >,A,) i.e. os parametros usuais de liquido de
Luttinger para cada subrede. No caso homogéneo, a constante K = K(<
M >, A) governa a dimensao conforme dos operadores de vértice bosonicos e
pode ser obtida exatamente usando o Ansatz de Bethe. Temos que K =1/2
para o caso com simetria SU(2) (A = 1). Ele esté relacionado ao raio de
compactificacao R por K ' = 2rR2.

Na Hamiltoniana (4.3), 0,0 é o momento conjugado a ®: [®(z),0,0(y)] =

i0(x — y). Os campos ® e O sao duais, ja que eles satisfazem
0;® = u(z)K(2)0,0 (4.4)

e a equacao obtida da substituicdo ® - 0, © — &, e K — 1/K. Como foi
visto no capitulo (2) estes campos podem ser desacoplados para dar

0u® — uK, <%axq>) =0, (4.5)

e uma equacao dual para ©.
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As equacoes de movimento sao sujeitas a continuidade de ® e ©. Como as
derivadas temporais destas fungoes sao continuas, o lado direito da Eq. (4.4)
e sua dual conduzem as condi¢oes adicionais da continuidade de (u/K) 0, P
e wK 0,0 nas interfaces.

Como ja se observou acima, ficamos com um problema similar aquele que
foi tratado no capitulo (2), mas neste caso s6 temos um grau de liberdade
(carga). Assim, os resultados e expressoes do capitulo (2) podem ser usados
aqui fazendo p = o em todas as expressoes e retirando-se o sub-indice.

O estado fundamental para um campo magnético dado h tem J, = 0. J&
N, pode ser determinado a partir da equacao de estado, obtida da solucao
exatal48, 49|

h=h(J,Ay, My) = h(J, Ay, M). (4.6)

Note que aqui, < M, >= 2mj = 1 — 2N, /L, é a magnetizacao por sitio de
cada cadeia A normalizada ao valor de saturacao. Assim, a magnetizacao da

superrede de spins é

< M; >+0 < My >
< M, >= 1> 2
1+7¢

, (4.7)

onde ¢ = Ly/L;. Podemos ver como a magnetiza¢ao das superredes é uma
média das magnetizacoes das subredes, com ¢ sendo o peso na média.

Note que as equagoes (4.6) e (4.7) sdo validas também nas regides on-
de nao é possivel fazer uma descricao em termos de liquidos de Luttinger.
Elas sao (i) a regiao ferromagnética (F) para A < —1 e para qualquer valor
de A em campos magnéticos suficientemente altos e (i7) a regiao antiferro-
magnética a campos pequenos e A > 1 (ver figura (1.3) do capitulo (1)). Na

regiao antiferromagnética, o sistema é descrito pela teoria de “sine-Gordon” e
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tem um gap. Entretanto, na regiao ferromagnética o sistema esté totalmente
magnetizado e nao pode ser descrito em termos de uma teoria de campos que
seja invariante sob uma transformacao de Lorentz [69].

Do capitulo (2) temos que para p < 7/(Ly + Ly) a velocidade efetiva das
excitagoes para uma superrede de spins é dada por
B uy (14 20)

1+ Alu fus + (Cur Juz)?

onde A = K;/K, + K,/K;. Note que, ¢ — uy quando { — 00, e ¢ — uy

c : (4.8)

quando ¢ — 0.
Em termos dos campos bosonicos ® e O, os operadores de spin podem

ser escritos como |70]

M 1 1 _
c = 5%+ — cos [20 () — 2
Sz 5 \/%81; + — cos 20 (z) — 2¢ (2)] ,
1 ) _
SH = \/%e’le(w) {1 + €219 cos [20 (x)]} :

onde ¢ (z) = kpx — ¢o (), o momento de Fermi kp esta relacionado a4 mag-
netizagao da cadeia porkrp = (1+ M)7/2 e o € um parametro de "cutoff"|[5].
As fungoes de correlagdo para uma superrede de spins (i.e., para x e y

muito separados) sao

8. 2i(9()=d(x))

(S*(y)S*(z)) ~ — > o (4.9)
212 |z —y| |z -y
B, o2 (3(1)~d(x))
+ - ~J
(S*(y)S™(2)) P — o (4.10)
onde o expoente efetivo é
. \/]_ +AEU1/U2 + (ful/u2)2

K* = = f(Kl, KZ)) (411)

1 1w
K, + EKQ us
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Figura 4.2: Curva de magnetizacdo de uma superrede de spins com As = 1 e

Ay =0,05(=1).

K = f(1/K1,1/K>) e C é uma fungao dos parametros do sistema (ver capitu-
lo 2). Da Eq. (4.9) vemos que as fun¢oes de correlacao da cadeia homogénea

sao recuperadas quando é feito K1 = K5 e u; = u».

4.1 AN, <1

Aqui a superrede é composta por duas cadeias com parametros de anisotro-
pia menores que 1. Nesse caso, as cadeias tém apenas duas fases possiveis:
paramagnética e ferromagnética.

Na Figura (4.2), apresentamos a magnetizagao em fungao do campo mag-
nético para uma superrede de spins com A, =1 e A; = 0,0.5. Vemos que a

magnetizagao é uma funcao crescente do campo magnético, como esperado.
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Também vemos uma mudanca no comportamento, que coincide com o fato
de que uma das subredes torna-se ferromagnética, enquanto a outra ainda é
paramagnética. Esta mudanca acontece no campo h = 1+ A;. Nesse ponto,
a inclinagao é menos aguda se comparada com aquela que se obtém quando
o sistema fica ferromagnético. Dado um campo magnético a magnetizacao
da superrede de spins é menor (maior) que a magnetizacao de uma cadeia
homogénea de igual comprimento mas parametro de anisotropia A; = 0,0.5

A descricao das propriedades de baixas energias em termos de uma su-
perrede de liquidos de Luttinger é valida s6 para campos menores que 1+ A,
j& que para campos maiores um gap é aberto em uma das cadeias (subrede
ferromagnética).

Da Figura (4.2) também é claro que, & medida que A; — Ay, a magne-
tizacao fica menor e tende & magnetizacao de uma cadeia homogénea com
anisotropia Ay. A regiao na qual é valida a descricao em termos de SLL

também aumenta com A;.

4.2 A <Ay >1

Neste caso, estamos considerando a situagao na qual uma ou ambas cadei-
as tem anisotropia maior que 1, como pode ser visto no diagrama de fases
para uma cadeia XXZ (1.3). Isto implica que, para um campo magnéti-
co dado, uma ou ambas as cadeias podem ter uma fase antiferromagnética
(< M >=0). Na Figura (4.3) apresentamos a magnetizacao de uma su-

perrede de spins em funcao do campo magnético externo para Ay = 5 and
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Figura 4.3: Curva de magnetizacao de uma superrede de spins com As = 5 e

Ay =1,2,4 (£=1).

A; =1,2,4. Vemos como a curva de magnetizacao para a superrede depen-
de do valor de A;. Observe a presenca de platos de magnetizagao com valor
< Mg >= 0.5 para A; = 1 e 2. Entretanto, para A; = 4 s6 temos o platod
correspondente a fase antiferromagnética < M, >= 0. Como uma func¢ao do
campo magnético e com Ay e A fixos, a curva de magnetizagao tem regimes
diferentes de comportamento. Por exemplo, na Figura (4.3) para A; = 2
temos uma fase antiferromagnética (< M, >=0) até h.(A; = 2) = 0.3898.J.
Depois, a magnetizagao aumenta até chegar no platd com magnetizacao
< Mg >= 0.5. Finalmente, a partir de h.(Ay; = 5) = 3.2182J, a magne-
tizacao aumenta novamente até que os spins fiquem totalmente polarizados
e o sistema seja ferromagnético. A Figura (4.4) mostra a magnetizagdo de

uma superrede de spins com A, = 5 e A; = 2 para diferentes /. Para
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Figura 4.4: Curva de magnetizagdo de uma superrede de spins com Ag = 5 e

Ay = 2 para diferentes /.

campos menores que h.(A; = 2) = 0.3898.J a superrede de spins tém uma
fase antiferromagnética (< M; >= 0) para qualquer ¢. Para campos maio-
res, um platéo na magnetizacao é encontrado com valores < M; >= 0.666,
< Mg >=0.5e < My, >=0.3333 para { = 0.5,1 e 2, respectivamente. Es-
te plato corresponde a uma subrede na fase ferromagnética < M; >= 1 e
outra subrede na fase antiferromagnética < M, >= 0. Assim, a superrede
de spins apresenta uma modulacao espacial na magnetizacao. Note que a
largura do platdo ¢ a mesma nas trés curvas, mas o valor da magnetizacao
varia continuamente com ¢ segundo < My >= 1/(1 + ¢). Esta é uma assi-
natura macroscopica da estrutura da superrede e é um limite extremo dos
platos de magnetizagio ja estudados|57]. Outra propriedade abordada na

ultima referéncia é a dependéncia com o campo magnético da magnetizagao,
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Figura 4.5: Diagrama de fases de uma superrede de spins com Ag = 5.

quando esta se aproxima do plato: M, o \/m, tipica desta classe de
universalidade[66, 67, 68]. Em nosso caso, isto se deve a natureza de média
ponderada de M; (equagdo 4.7) e as dependéncias individuais do tipo raiz
quadrada de M; e M, quando estas se aproximam de seus platos. Mas aqui o
gap nao é consequéncia de uma perturbagao relevante[57| como usualmente,
jd que a cadeia que satura ferromagneticamente nao pode ser descrita em

termos de uma teoria de campos|69].

O diagrama de fases de uma superrede de spins com A; < Ay # 0 e
qualquer ¢ & apresentado na Figura (4.5). Observamos que uma descrigdo
em termos de superrede de liquidos de Luttinger é possivel para campos
magnéticos maiores que h.(Ay = 5) = 3.2182J. Para campos menores, temos
platos com magnetizacdo < My, >=1/(1+¢) para —1 < A; < 2.2182 e uma

regiao antiferromagnética para A; > 1. Assim, entre 1 < A; < 2.2182,
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Figura 4.6: Velocidade efetiva ¢ para uma superrede de spins em fungao do campo

magnético h para £ =1, com Ay =5e Ay =3 e 4.

temos dois platés de magnetizacao. Entao, dado A; temos uma curva de
magnetizacao ou com dois platés ou com apenas um. As outras regides neste
diagrama tém magnetizacoes < M, ># 0,1 e nao apresentam platos. O
diagrama de fases é valido s6 para Ay > 1. Para anisotropias menores a
curva de magnetizacao para superredes de spins nao tem platos, como foi

visto na secao anterior.

A velocidade efetiva é apresentada na Figura (4.6) para duas superredes
de spins diferentes, ambas com ¢ = 1. A velocidade é diferente de zero para
campos magnéticos entre h.(A) e h/J = 1+ A;. Note que estes valores
determinam a regiao de validez da descricao em termos de uma superrede de

liquidos de Luttinger.

E importante recordar que no sistema homogéneo, a descricao em ter-
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Figura 4.7: Expoente de correlagio K* para uma superrede de spins em fungao

do campo magnético h para £ =1, com Ay =5e Ay =3 e 4.

mos de liquidos de Luttinger perde validade quando um gap é aberto. Isto
acontece nas regioes ferromagnética e antiferromagnética. No caso de uma
superrede de spins com A, > 1, a descricao em termos de uma superrede de

liquidos de Luttinger nao é possivel para campos magnéticos menores que

hC(A2)'

Na Figura (4.7), o expoente efetivo de correlacao K* de uma superrede
de spins em funcao do campo magnético para ¢ = 0.5, 1 e 2 é apresentado.
Observamos que 0.25 < K* < 1, como no caso homogéneo com anisotropia
maior que 1. Também, Ky, < K* < K, indicando que as funcoes de corre-
lagao para uma superrede de spins decaem mais (menos) rapidamente que
aquelas para um sistema homogéneo com anisotropia A, (A;). Note que,

dados A; e Ay, 0 expoente de correlagao K* diminui quando ¢ aumenta, mas
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seus valores limites 0.25 e 1 sao os mesmos para qualquer valor de ¢ e sao
alcancados nos mesmos valores de campo magnético.

E interessante relacionar o nosso tratamento a analises anteriores feitas no
regime de forte acoplamento. Ja foi mostrado que os platos de magnetizagao
podem ser entendidos em termos de blocos de spins fortemente acoplados,
os quais estao fracamente acoplados entre si. Neste caso, os blocos tendem
a magnetizar-se independentemente, levando a valores quantizados da mag-
netizagao [49, 63|. Isto é o que acontece no caso de uma superrede de spins.
J& que estamos tratando o limite de cadeias muito longas, as interagoes na
fronteira entre duas cadeias sao sempre uma perturbacao fraca e assim o
argumento de acoplamento forte é aplicavel.

Nossa descricao pode ser facilmente estendida para valores de spins mai-
ores, usando o procedimento introduzido por Schulz|71], onde outros platos
podem ocorrer. Regioes onde seja possivel uma descricao em termos de su-
perredes de liquidos de Luttinger sao esperadas para superredes de spins com
spin semi-inteiro.

Neste capitulo, consideramos uma superrede de spins composta por um
arranjo peridédico de duas cadeias de spins X X Z com diferentes parametros
de anisotropia e comprimentos. Um perfil de magnetizacao nao homogéneo é
obtido como conseqiiéncia da dependéncia espacial das propriedades do sis-
tema. Encontramos platos de magnetizacao que dependem do comprimento
relativo das camadas ¢ e com magnetizacdo M, = 1/(1 + {), se uma ou as
duas cadeias de spin tem parametro de anisotropia maior que 1. As propri-
edades de baixas energias podem ser descritas em termos de uma superrede

de liquidos de Luttinger.
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Modelo de Wolft continuo

O modelo de Wolff[36] descreve um mar de elétrons livres, onde introduzi-
mos uma impureza substitucional. O nivel de energia na impureza é £y e a
interacao de Coulomb é Uy (ver Figura 5.1).

A Hamiltoniana do modelo de Wolff unidimensional é

H=—t Z(c};ciﬂg + H.c.) + ¢ Z no.0 + Upnotno, - (5.1)

1,0 o

t g0,Uo
~
0000000000 Qecocecocce oo

x=0
Figura 5.1: Representacao esquemética do modelo de Wolff. ¢y é a energia do
nivel de impureza e Uy a interacdo de Coulomb.

Este modelo serd estudado via bosonizacao, através da qual o modelo
serd mapeado em uma teoria de campos efetiva. Estamos interessados s6 em

modos de baixas energias proximos a superficie de Fermi. Assim, podemos

73
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escrever

Ci o o
7,0 —ik k
= et F]a\I/_,j’g + e’ F]a\I/_i_,j’g, (52)

Vva

onde a é o parametro de rede e + (—) indica férmions que se movimentam
para a direita (esquerda). Assim, o mar de férmions livres fica agora descrito

por meio de um liquido de Luttinger livre. Ou seja

H, = —tZ(c;rgciHUqLH.c.)

~ ivr Y / dr U, ()0, 0y () — W, (00,00 () L. (5.3)

onde vp = 2atsin(kpa) é a velocidade de Fermi.

O termo correspondente ao nivel de energia fica

Vi, = 502”0,0
~ / e ()W (2) Uy (2) + O (2) T, ()], (5.4)

onde £(x) denota a energia da impureza, que generalizamos temporariamente
para uma dependéncia qualquer com a posicao.

No modelo de Luttinger, os elétrons podem interagir de varias formas:
espalhamento de elétrons para frente com transferéncia de momento pequena
(em ramos diferentes g, e sobre o mesmo ramo g4) e espalhamento de elétrons
para tras (¢g;) com tranferéncia de momento de +2kp. Assim, o termo de

interacao local do modelo de Wolff é composto de trés contribuicoes
Vi = Ugnotngy = Vi + Vo + Vi, (5.5)

onde

V= [ i @0 @V @ @) (59
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Vo= [ a0 @)V @)V (20 () (5.7

V=3 3 [ AW 0V ). (59

Aqui também g, .. (7) denota a interacdo como funcdo da posi¢ao (A =
1,2,4).

Usando a identidade de Mandelstam (1.21), cada uma das partes da Ha-
miltoniana de Wolff é expressa em termos dos campos bosonicos de spin o e

de carga p, da seguinte maneira (o é um "cutoff"ver [5])

Hy = %Z / (v (0:0,)” + v (2,2,)?). (5.9)

Vi = / doe(z) [—g@x@p(w) + %cos(x/ﬁq)g(m)) cos(Var®, (x) — 2krz)]. (5.10)

Vi= L /dxgl,L(x) cos (\/S_T(I)a(x))a (5.11)

(2ma)?

= 2 [ W) (@) - @:0) (512)

V=Y [amm(@e)r s @o)). 61

T o

Finalmente, a Hamiltoniana bosonica que descreve o modelo de Wolff é
1 — —
H = 5 2,/: / dx { [WUF — Gau () + g4,,(a:)] (0,0,)%+

[MF + G () + §4u(x)] (9:2.)° }

™ yiyes

—i—/dxe(x) [ ﬂawcp,,(a;) + 2 cos(@@ﬂx)) cos(\/%q)p(x) - 2kpx)]

b2 / dxﬁl,L(x)COS(\/S_”q’”(x))'

(2mar)?

(5.14)
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Um modelo mais geral pode ser obtido quando se considera que os elé-
trons de conducao interagem entre si. Entao, vp € mudada para uma veloci-
dade efetiva das excitacoes v, (v = p,0) e os campos sao reescalados assim
d, - d,v/K, e 0, —» 0,/VK, (ver capitulo 1). Assim, ficamos com um
problema mais complexo, que chamamos de modelo de Wolff continuo, que

é descrito pela Hamiltoniana

Ho= 3 [ - guw] 0,00

[0 + o, (2) + 0, (2)] (2:2,)° }

(27r2a)2 dzg, | (v) cos ( 8K, P, (x))

—i—/dxs(x) [— \/?&E(I)p(x)

—1—1 cos( 27TKU(I)U(1')> cos( 21K ,®,(z) — 2/€F$>] (5.15)

yyes

+

5.1 Uma Impureza

A Hamiltoniana (5.15) representa um modelo geral, onde os elétrons de con-
ducgao estao interagindo e onde é possivél haver até uma distruibicao de
impurezas, descritas pelos parametros e(z) e g, ,(r) (A = 1,2,4). Agora
consideraremos o caso em que s6 temos uma impureza. Entao, os parame-

tros sao dados por

9 () = g6 () 91, () = g116(x) e(z) = eod(z), (5.16)

onde g;, e ¢ sao constantes. Para o modelo de Wollf, ¢;, = Uya > 0.
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A Hamiltoniana do modelo de Wolff continuo com uma impureza é

H = % XV: / dz {Uu(a:v@V)Q + Ul’(a’”(l)”)2 }

21,1

* (2ma)
_@ / dv00 ()9, ()

+@COS( QWK0@0(0)> COS( 27Tqu)p(0)>7 (5.17)

T

5 COS ( 8K, P, (0))

onde os termos de espalhamento para frente locais g2, e g4, nao sao conside-
rados (a andlise de grupo de renormalizacao a ser feita adiante mostra que
esses termos sao invariantes e nao influenciam o fluxo).

O terceiro termo em (5.17) pode ser eliminado da Hamiltoniana por meio

de uma transformacao canonica, determinada pelo operador

i 2K, e
U, = exp(;,/T”U—“@p(o)) (5.18)
o

Assim, a Hamiltoniana (5.17) fica

H=UHU, = %Z/daz {0,(0,0,)” + v,(0,9,)* }

21,1
+ (Bra)? cos( 87TK(,<I>U(O))
2
40 cos< 27TK[,<I>U(O)) cos< 27erc1>p(0)). (5.19)
T

Esta transformacao implica que
V2K, E
O, (z) = ®,(x) + #e(x), (5.20)
p

ou seja temos um “kink” no campo ®,. Isto se traduz em um deslocamento

de fase na funcao de onda de § = \/K_”Ef.

4,
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A Lagrangiana do sistema é

L = %ij/dx{v—i(my)uvy(ax@,,)?} (5.21)
+e cos( 27rK(,<I>(,(0)) cos( 27er<I>p(0)) —i—gcos( 87rK(,<I>(,(0)),

291, 1
(2ra)?”

onde e =20 ¢ g =
T

Finalmente, a funcao de particao fica dada por

Z = / D®,DP,e°

N /D<I>pD<I>(r exp {_ Z/ dT2dx [vi(afq’u)Q + Uu(axq)”)Q]
—6/d7‘ COS( QWKU(I)U(O,T)) cos(\/27er<I>,,(O, T))
—g/drcos( SWKU(I)U(O,T)) } (5.22)

5.2 Acao efetiva

Vemos na fungdo de partigdo (5.22) que nos termos de intera¢do s estao
presentes os campos em x = 0. Logo, a dinamica do sistema vai estar deter-
minada por esses campos locais. Portanto, devemos achar uma acao efetiva
onde s6 estejam presentes esses campos locais. Em geral, temos uma funcao

de particao da forma
7, = /D(I)Veso,,[@,,(xﬁ)]Sl,,[éu(O,T)]

_ / D®, e~ drlLolr) ()]

onde v = p,0, S1,[®,(0,7)] é a parte da agdo que vem da interagdo e que s6

depende dos campos locais e Sy, [®,(x, 7)] é a agdo livre.
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Para obtermos uma agao efetiva local, devemos integrar todos os graus
de liberdade com x # 0. Para isto, introduzimos um campo auxiliar \(7) e

reescrevemos a funcao particao como
Z, :/Dcpoy/d)\/l)q)yefdT[Lo(T)+L1(T)+i/\(7)(<1>0u(f)<I>u(0,T))]_ (5.23)

Agora vamos integrar ®,, definindo

A= /D@Vexp[—/m[/d;(v—ly(a@yf+vy(6xd>u)2)
A7) (@0,,(7) —,(0, T))] .

Mas
1 »
O, (x,7) = 3 Ze Wt d, (2, wy)
1 —Wn T
M) = Eze "M (wn)
®,(x,wy) :/ 2—qe“”(1>,,(q,wn)
oo 2T

onde 8 = 1/KgT e w, sao as freqiiéncias de Matsubara bosonicas. Assim
[ar{ [ 0.0, + 00u] + 3r) (2u(r) - 200.0)) =
7 Ly,
% zn: / g—z [(j—f + vqu) @, (¢, wn) Py (=4, —wn)
—2miA(00) @, =n)] + 5 30 M) o ()

Fazendo

~ i\ (wp)

P, (g, wn) = Pu(q,wn) — = > (5.24)
o UL
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temos

2
(52 + 0,0%) @0, 0) @ (=0, ) = 2N ) @y (—g, —n) =

v
~ 2 2

&, (q, wn) (‘:_ + U,,qZ)éy(—q, —n) A+ A Wn) = A(— ).

w 2
v U_:+Uuq

Fazendo agora a integracao Gaussiana em i),,(—q, —wy) temos

A = exp——Z/qu

2

+org S A(~wy) — E zn: AMwn)Poy (—wn)]

L)\(—Wn) - 4i)\(wn)q)ﬂu(_wn)] } )

M) 1 1A (m) = 407 ) oy (~on) =
5‘(Wn)| n|)‘( Wn)"‘ q)oy(wn) |wn|(1)01,( wn)
onde
Mwn) = Awn) M’Oi( )

e fazendo a integral Gaussiana em A finalmente temos
Z, = / D®, e S0lPor]-[dTLa(r), (5.26)
onde a acao local é

Sol@on] = % S ] Do (w2) Bou (1), (5.27)
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5.3 Analise do grupo de renormalizacao

Com o objetivo de obter informacoes sobre o sistema faremos agora uma
andlise em termos do grupo de renormalizagao, ou seja, vamos retirar graus
de liberdade de altas energias, encontrando assim a acao efetiva para os
setores de mais baixa energia. Isso levarad a uma mudanca nos acoplamentos
(¢ e g) a medida que mais graus de liberdade de altas energias sdo retirados.

A funcao de particao do sistema agora é
Z = / D®y, Dby, 501200:P00]— 51120, B0], (5.28)

onde

1 1
So[Pop, Pos] = 3 D lwnl [@opl + 3 > lwnl oo (5.29)

S1[®op, Pos] = 5/chos(\/27rKg(I>0(,(T)) cos(mq)op(ﬂ)
+g/chos(\/87rKg<I>Og(T)>. (5.30)

Agora, introduzimos um “cut-off” A e os campos passam a ser escritos como

D, p. Assim,
(I)OPA = (I)Opl\’ + hp: Qoo = Pogar + ha; (531)

onde Pg, ' e h, sao os modos lentos e rapidos dos campos, respectivamente,
onde A" = A — dA.

Nosso objetivo agora é integrar os modos réapidos dos campos g, e achar
os parametros efetivos (renormalizados) do problema. A fungdo de parti¢do

pode ser escrita,

I\ = Zh/Dq)UpA,D(I)OUA,eSo[%p:‘l)t)a}eSleff[%p/\':‘l)oe/\'], (5.32)
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onde

Sleff[(I)OpA’;(I)OUA’] = —ln<651[%PA"MP’%GA"FM>
h

1
= <S5 >h+§(< S? >, —< S >i>+--- (5.33)

Como vemos, a segunda linha de (5.33) corresponde a uma expansao pertur-

bativa, onde s6 apresentamos os termos até segunda ordem.

5.3.1 Primeira ordem

Considerando s6 o primeiro termo na expansao (5.33) temos

i@ o] = < 8 2= g [ dr{cos(\ErR 0, (7)) )
/dT<COS<\/2’/T7(I)OU )cos<\/27rK Py, (T )>

Mas

<cos(\/27rKg(<I>gg + hg)> cos(%(@op + h,p)) >h
= (Kot Kp)dl (g (\/ 27rKgd>00N> oS (\/R(EOpA’)

<COS(M(©OU + hg)> >h = g 4Kodt cos(mq)mm:) (5.34)

onde df = %.

Entao, até primeira ordem temos

Steff[®oprrs Poonr] = e (Ko +Kp)dt /dTCOS(\/Q?TK <I>0(,A/) cos(\/27rK <I>0pA/)
—4Kodt / dr Cos(\/87rK <I>00Af) (5.35)
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Para restaurar o cut-off original A, deve-se reescalar a energia

A
W' = YR w(l+dl). (5.36)
Além disso, o produto w't’ = wt é invariante. Entao, o tempo deve ser
reescalado
1
=t—— = t(l —dl). 5.37
1+ dl ( ) (5:37)
Assim

Steff = gl/dTCOS(\/87rKUq)OUA)
+€I/dTCOS(\/ 27TK0-(D00.A/) COS(\/27Tqu)0pA/),

onde os parametros de acoplamento renormalizados sao

r_ ¢ o~ (Kot K,)de
1—dl ’

€

r g —4K,dl
T 1—at '

Portanto, as equagoes do grupo de renormalizagao até primeira ordem para

9

os acoplamentos sao

% - [1 _ %(Kg + Kp)]s (5.40)
% - [1 _ 2Kg]g. (5.41)

Da equacao (5.41), vemos que a interacdo g é marginal para K, = 1/2.
Logo, para K, > 1/2, g é irrelevante, ou seja ele diminui & medida que nos
atingimos setores de mais baixa energia. Entretanto, para K, < 1/2, g é
relevante, ou seja ele cresce a medida que vamos retirando graus de liberdade

do sistema.
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Figura 5.2: Diagrama de fases do modelo de Wolff continuo até a primeira ordem

em teoria de perturbagao.

Para o nivel local €, temos que ele é marginal ao longo da linha K, +
K, = 2 e & irrelevante (relevante) para valores de K, e K, que satisfazem
K,+K,>2 (K, + K, <2).

Considerando o comportamento de ¢ e g encontramos o diagrama de fases
apresentado na Figura (5.2). Nos eixos temos K, e K, e observamos que ha
quatro fases bem definidas pelas linhas K, =1/2 e K, + K, = 2.

Para K, > 1/2 e K, + K, > 2, tanto € como g sdo irrelevantes. Assim,
a medida que atingimos setores de mais baixa energia eles diminuem. Logo,
tanto a carga como o spin do elétron sao transmitidos totalmente através da
impureza e o sistema é um condutor perfeito (a 7' = 0) com condutancia
G, = 2gyK,, onde gy = €?/h é a condutancia quéntica.

e é irrelevante, enquanto g é relevante para K, < 1/2 e K, + K, > 2.

Assim, enquanto a carga é transmitida totalmente o spin sofre reflexao total,
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ou seja, temos um condutor de carga (G, = 2¢goK,) e um isolante de spin
(G, = 0). Note que esta fase nao é possivel quando s6 é considerado o
potencial local £¢[34].

O sistema é um isolante perfeito, ou seja GG, = 0 e temos reflexao total
de carga e spin, para K, + K, < 2 e K, =2 1/2. As duas fases que temos
aqui sao caracterizadas por terem ¢ relevante, enquanto que elas se diferen-
ciam por terem g relevante ou irrelevante para K, menor ou maior que 1/2,
respectivamente. Note que a existéncia de uma regiao em que € e g sejam
relevantes abre a possibilidade para a existéncia de pontos fixos nao trivi-
ais, que requerem, entretanto, uma analise até segunda ordem em teoria de

perturbacoes.

5.3.2 Segunda ordem
A acao Si.rr até segunda ordem fica
1
Sters[Qoprrs Poon] =< 51 >p 435 << St >p— <S5 >i), (5.42)

onde < S; >, ja foi calculado na secao anterior.

O termo de segunda ordem é

< 8?5, — <8 > —g2e Kot Ky) dl/dT cos(\/&rqu)OgA)
dz/dTCOS(\/R@Qﬂ\/) cos(\/FKp(I)OpN) (5.43)
Assim,
Steff = [ge’“("d‘]—s e (KotKp) ]/dTCOS(W@UUA)
+ [66’(1("”(")‘” - 5ge’Kﬂd‘]] /dT cos(m(bo(m/) cos(\/mq)op/\/).
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Figura 5.3: Linhas de fluxo dos acoplamentos ¢ e g para K, = 1/4.

Reescalando a freqiiéncia e o tempo, temos que

Steff = g'/chos(\/&rKU(I)O[,A)
+€I/dTCOS(\/ 27TK(,<I>00A/> COS(\/27TKp(DOpA/>,

onde
r_ & (KotKp)dt _ dl 44
&= egdl, (5.44)
/ g —4K,de 2
= —— a8 — 2%dl. 4
9 =1"a¢ £ (5.45)
Por conseguinte, as equagoes de grupo de renormalizagao até segunda ordem
sao
de 1
=1 K+ K)]e - g, 5.46
e BIERE (5.46)
dg
2= i-2m,|g -2 5.47
2~ | 9= (5:47)

Das quatro fases mostradas na Figura (5.2), s6 em duas fases temos pontos

fixos nao triviais. Estas fases se caracterizam por terem tanto € como g ambos
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~o 200 400 600 800 1000

Figura 5.4: Acoplamentos € e g em funcao de £ para K, =1 e K, = 0.5.

relevantes ou irrelavantes. Para K, < 1/2 e K,+ K, < 2 eles sao relevantes,
enquanto para K, > 1/2 e K,+ K, > 2 sao irrelevantes.

Os pontos fixos das equacoes 5.46 e 5.47 sdo g = a e ex = +=+v/ab onde
1
azl—i(K(,jLKp) e b=1-2K,.

Em verdade, dado K, temos uma linha de pontos fixos.

Para K, < 1/2 e K, + K, > 2 encontramos que em segunda orden
do grupo de renormalizacao os acoplamentos € e g sao ainda irrelevantes
e relevantes, respectivamente, como em primeira ordem. Assim, o sistema
ainda é um isolante de spin e um condutor de carga.

Na Figura (5.3) apresentamos o fluxo do grupo de renormalizagao de ¢ e
g para K, = 1/4. Note que temos uma linha de pontos fixos que comega no
ponto trivial (ex =0, g* = 0) com K, = 1.75 e para K, = 0 alcanca o valor

méaximo (ex = 0.661437, gx = 0.875). Estes pontos fixos sdo instéveis e é
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Figura 5.5: Linhas de fluxo dos acoplamentos € e g para K, =1 e K, = 3/2. O

ponto fixo nao-trivial (¢*,¢*) é instavel.

possivel ver como, para pontos acima da linha de pontos fixos, ¢ é irrelavante
enquanto g é relevante e os acoplamentos tendem a um outro ponto fixo que
¢ caracterizado por ter (ex = 0, gx = 00). Este ponto fixo corresponde
a uma situacao em que o liquido de Luttinger ¢ dividido em dois sistemas
semi-infinitos. Entretanto, para pontos abaixo da linha de pontos fixos, a
tendéncia do sistema é a interacao g adquirir valores menores e mudar de

sinal, passando ao regime atrativo, ou seja € e g sao relevantes.

O comportamento dos acoplamentos ¢ e ¢ muda na regiao onde K, > 1/2
e K, + K, < 2, em segunda ordem. Em primeira ordem ¢ é relevante e g
irrelevante e, como pode ser visto na Figura (5.4), em segunda ordem ¢ é

ainda relevante. Entretanto, deve-se observar como g é irrelevante no inicio
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do fluxo mas depois muda de sinal e torna-se relevante. Isso porque em
(5.47), o segundo termo sempre acaba dominando, ja que ¢ é relevante.

As linhas de fluxo para os acoplamentos ¢ e g com K, =1 e K, = 3/2
sdo apresentadas na Figura (5.5). Embora exista o ponto fixo nao trivial em
(g%, g%), este é instavel e todos os pontos estao na bacia de atragao do ponto
fixo trivial (0,0). Portanto, o resultado em primeira ordem, de que tanto ¢
quanto g sao irrelevantes, permanece valido em segunda ordem.

Neste capitulo, estudamos o modelo de Wolff continuo. Até primeira
ordem em teoria de perturbacgoes encontramos trés fases: condutor perfeito
(G, = 2¢yK,), isolante perfeito (G, = 0) e uma fase onde o sistema é
condutor de carga (G, = 2¢goK,) e isolante de spin (G, = 0). Pontos fixos
nao triviais, porém instaveis, foram encontrados em segunda ordem de teoria

de perturbacoes.
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Conclusoes e Direcoes Futuras

Neste trabalho, estudamos as proprieades fisicas de sistemas unidimensionais

de elétrons fortemente correlacionados nao homogéneos.

Mostramos que as propriedades de uma superrede de liquidos de Luttinger
sao uma mistura das propriedades dos liquidos constituintes dependendo da
propor¢ao espacial em que estejam (¢). Também encontramos que o peso de
Drude nao muda de forma por causa da estrutura da superrede, e é dado
por o(0,w) = 2goc, K;0(w). As leis de escala entre os expoentes nas fungoes
de correlacao nao sao alteradas pela estrutura da superrede, embora novos

expoentes efetivos aparecam.

Estudar o efeito da estrutura de superrede sobre as propriedades de trans-
porte de um liquido de Luttinger, quando se consideram os termos irrelevan-

tes é um problema interessante que fica em aberto.

Estudamos as superredes de Hubbard unidimensionais e encontramos que
o diagrama de fases para o estado fundamental apresenta varias fases meta-
licas e isolantes, as ultimas sem gap (compressiveis). A topologia dos dia-
gramas de fase é independente do parametro ¢. As superedes de Hubbard
unidimensionais tém gaps nas densidades n =1 e n, = (2+¢)/(1+¢), depen-

dendo da realizacao. As propriedades de baixa energia podem ser descritas
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em termos do modelo de superredes de liquidos de Luttinger. Como no caso
homogéneo, s6 trés parametros determinam toda a fisica em baixas energias:
¢, (v=np,0)e K.

Para superredes de spins encontramos um perfil de magnetizacao nao
homogéneo como conseqiiéncia da dependéncia espacial das propriedades do
sistema. Também encontramos platdos de magnetizacao que dependem do
comprimento relativo das camadas ¢ e com magnetizacao M; = 1/(1 + (), se
uma ou as duas cadeias de spin tem parametro de anisotropia maior que 1.
As propriedades de baixa energia sao descritas em termos de uma superrede
de liquidos de Luttinger.

Estudos adicionais podem ser feitos sobre as superredes de spins, para
complementar o realizado aqui, usando métodos numéricos como Grupo de
Renormalizagao de Matriz Densidade (GRMD)[72].

O modelo de Wolff continuo até primeira ordem em teoria de perturbacoes
apresenta trés fases: condutor perfeito (G, = 2¢yK, ), isolante perfeito (G, =
0) e uma fase onde o sistema é condutor de carga (G, = 2¢gokK,) e isolante
de spin (G, = 0). Pontos fixos nao triviais instaveis foram encontrados em
segunda ordem de teoria de perturbagoes.

Um outro problema interessante, que é deixado em aberto, é o calculo
das propriedades de transporte de um sistema com duas ou uma rede de

impurezas no liquido de Luttinger.
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Apéndice A

Operadores das funcoes de

Correlacao

Neste apéndice sao dadas as expressoes dos operadores usados no calculo das
funcoes de correlacao densidade-densidade , spin-spin e as supercondutoras

dos capitulos (1) e (2).

e Ondas de densidade de carga (2kp)

Ocpw(z) = Z\Pl,s(x)\lf,r,s(x)

= ﬁ ; UT,SUL,S exp(—2irkpz + V2ir[®,(z) + s, (7))
~ % cos(2kpx) cos[\/§®p(x)] cos[V2®,(z)]. (A.1)
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e Ondas de densidade de carga (4kp)

O4KF70DW(1U)

Q

Z‘I’ (@)U _ (2)¥_, (2)T_,4(2)
WZU U, UL, _ UL, exp(—dirkpz + V8ir®,(z))

cos(4kpx) cos[V/8®,(x)]. (A.2)

(ra)?

e Ondas de densidade de spin (2kr)

— Componente x

OSDWx

— Componente y

Ospwy(x)

— Componente z

OSDW,z (x )

Q

Q

Q

Z\IJ )V, (2)

27WZUHU_T s exp(— 2irkpx + V2ir[®,(z ) — 50, (z)])

;—j cos(2kpx) sin[\/i@p(x)] COS[\/i@a(ﬂﬁ)]- (A.3)

—q Z sUT,SUL _sexp(—2irkpz + V2ir[®,(z) — s6,(z)])

Py cos(2kpx) sin[v/2® ,(x)] sin[v20, (z)). (A.4)

yiyes

—1 Z qui,s(x)\yfrﬁ(x)

% sU, UL s exp(=2irkpz + V2ir[®,(z) + s®,(z)])
2_—2 cos(2kpx) sin[v/2® ,(x)] sin[v2®, (7). (A.5)

T
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e Supercondutoras

— Singleto

Oss(z) = \/—ZS‘I’ )V ()
1

_ S sUT UL exp(V2il0, (1) + s, (1)

\/527ra .

Q

1
V2ra
— Tripleto com S = +1

Orsyi(z) = ¥ 4(2)¥,4(2)

exp[V'2i0,(z)] cos[V2®, (x)].

= —UT UTTexp(\/_z[ o(z) +

27r

Q

— Tripleto com S =0

Orso(z) = \/—Z‘I’ )Wy ()

% exp (\/ii[(ﬂp(x) +0

_ ST UL exp(VEO,(2) +524(2)

\/_27ra

Q

\/§7ra

— Tripleto com S = —

Ors,1(z) = V_ (2)¥y (z)

exp[V/2i0,(z)] sin[v2®, (z)].

= —UJr +¢exp(\/_z[ () —

27r

Q

% exp(V/2i[0,(r) — ©
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Apéndice B
Constantes das autofuncoes

Os campos bosonicos para uma superrede de liquidos de Luttinger sao

(I)u ($, t) - Z sgn(m) ¢m,u($) [b_m’,,eiwm"’t + binyye—iwm,,,t]

— 2/
— o () + 1ot (B.1)

O | y
Ouet) = —i Y omepy et oot

+0o, () — Taut, (B-2)

onde @, (), O u(z) sdo autofuncdes com autovalores wy,, de um modelo
tipo Kronig-Penney.
As autofuncoes podem ser escritas
Ap peime® 4 B ei0me® se 0 <z <Ly,
Pmp(x) = C’m,,,e’wmv"m + Dm,,,e’ﬂm’"m se —Ly, <2 <0,

e~ p(L1+Lz) {Cm Ve*iﬁm,u(I*Llsz) +D,, Veiﬁm,u(I*Llsz) } se L1 <o < (Ly +La),

Wm,v Wm,v
onde au,, = =22, B, = —=2.
m,v uy,, ) Pmwv .
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A expressao para os autovalores w,, ja foi dada no capitulo (2). Agora
serao dadas as expressoes gerais para os coeficientes nas autofuncoes.
Cye—iap,uLl _ e—ip(L1+L2) (CV COS(IB]J,VLZ) + 7 Sin(ﬁp,yL2)>

B,,=- . . Apy, (B.4)
Cyelap,uLl _ eflP(LH»Lz) (CV cos(ﬁp,yLz) — isin(ﬁp,yLQ))

cos(apyL1) + ¢y sin(ap,, Ly) — e PLrtle)e=ibpy L2

Cpp = _ . Ay, (B.5)
(et ln — gmip(Litls) (Cu cos(fBp,L2) — iSin(IszyLZ)>
Dy, = _.COS(ap’VLl)_jL iy sin(op,yLn) + e i Apu, (B.6)
Cyelap,uLl _ e*ZP(LH»Lz) (CV COS(,Bp,VLZ) — isin(ﬁp,yLz))
Ky,
onde ¢, = K; :
2 _ 1 { 2L9 Qo + 1- cos(2,6p’,,L2)Q1 N sin(QBp,,,Lg)Q2
L |Ap,1/|2 (Ll + L2)Q6 UQ,VKZV 25:0,1/1:2 251),1/[/2
2L cos(20,,01) — 1 sin(2ay, , L
1 Q3 + ( b,V 1) 4= ( b,V 1)Q5 } , (B?)
ul,l/Kl,l/ 204;),1/[/1 2ap,uL1
onde
Qy = 1+ cosQ(ap,l,Ll) + CZ sin2(ap,,,L1)
—2|cos(ap, L) cos(BpLa) — Cysin(ay L) sin(ﬁp,,,LQ)} Cos (p(L1 + Lg)),
Q1 = (usin(2ap,L1) —sin(20,,, La)
+2 |cos(ayp,, L) sin(Bp,, L2) — ¢, sin(ay L) cos(ﬁpnyz)} COS (p(Ll + L2)>,
Q2 = — COSZ(ap,VLl) + CE Sin2(ap,VL1) — cos? (Bp,uLQ) + sin’ (Bp,uLQ)

+2|cos(ay ,L1) cos(Bp,, L2) + ¢, sin(ay L) sin(,pr,,Lg)} cos (p(Ll + L2)>,



Apéndice B. Constantes das autofuncoes 105

Q3

Q4

Qs

Qs

= Cz% + Cg C052 (Bp,uLQ) + Sin2 (5p,uL2)

-2 Cg Cos(ap,uLl) COS(Bp,uLZ) — (v Sin(ap,uLl) Sin(ﬁp,uL2)} COs (p(L1 + L2))a

= (Zsin(20y,L1) — ¢ sin(2B,,, L)

+2 CV COS(apnyl) Sin(ﬁp,uLZ) - Cg Sin(ap,uLl) COS(BP,VIQ)} CoS (p(Ll + Lg)),

= Cz% COS(Qap,uLl) + Cz% C052 (/Bp,VLQ) - Sin2 (/Bp,VLQ)

-2 Cg Cos(ap,uLl) COS(Bp,uLZ) + (v Sin(ap,uLl) Sin(ﬁp,uL2)} COs (p(L1 + L2))a

= CE + CB cos? (BP,VLZ) + sin? (Bp,uLQ)
—2¢, [Cy cos(ayp L) cos(fByLa) — sin(ay L) Sin(ﬁp,ng)} cos (p(Ll + Lg))

+2¢, [Cy cos(fBp,L2) sin(ay , Ly) + sin(Bp,, La) cos(ap,,,Ll)} Sin(p(Ll + Lg)).

Para p < 7/(L1 + Ls), os coeficientes sao independentes de p, ou seja,

% + Cu% — G (Ly + Ly)
B, = —- — A, (B.8)
12/2_,,/2 + CVJI—: + CV(LI + L2)

Gele 4 (%0 4 (L + Ly)
C, = vt Ay, (B.9)
JZ—,UQ + CVJI—VI + CV(LI + LZ)

e 4 Gt — (L + Ly)
D, =2l A, (B.10)
L2+ G+ (L + L)
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2
[ cy L
L|Ap,1/|2 _ L1+L2 (uz’f +<VT,UI+<I/(L1+L2)>

5
27 4 Lo + L1 cy Lo +<— cv L1
u2,u Ka,» u1,, K1, U2,y Vg,

Se os dois liquidos de Luttinger sao iguais, ou seja Ly = Ly = L, uy, = u,

(B.11)

e K, = K, nos temos

B

p

2 DP,V = 07 Ap,y - Op,u; (B12)

com
9 2mu, K,

Apy
| P, L

(B.13)




Apéndice C
Simetria particula-buraco

Aqui, vamos examinar o comportamento do modelo de Hubbard homogé-
neo e das superredes de Hubbard sob uma transformacgao particula-buraco
completa. Esta transformacao leva elétrons com uma dada polarizacao em

buracos com a mesma polarizacao
Cjg — 5}0 = (—1)jCjJ, (Cl)

de tal forma que

Njg —* 1-— ’fljg. (02)

A versao grand-canonica da Hamiltoniana de Hubbard é
H ==ty (e Civio + clirotio) +UD migniy —p Y nip.  (C3)

Sob a transformacao particula-buraco, Eqs.(C.1)-(C.2), a Hamiltoniana
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do modelo de Hubbard fica

H = —tz cwcl+10+cl+1acw +U2nmnu

—(U—p an U — 21)N,. (C.4)

onde N, é o namero de sitios.

Da Hamiltoniana (C.4), vemos que o comportamento dos buracos em den-
sidades 2 — n é obtido do comportamento das particulas em n por meio da
correspondéncia p — = U — p. No caso em que i = p = U/2 as Hamilto-
nianas (C.3) e (C.4) sdo iguais e o sistema estd em semi-preenchimento.

Agora vamos considerar as superredes de Hubbard, que tém uma Hamil-

toniana grand-candnica dada por

Hspy = Zt chz-l-la + H.c.) + Z Uiniyniy. (C.5)

ZO’

Sob a transformacao particula-buraco, Eqs.(C.1)-(C.2), obtemos
[N{SHU = - Zt Cz g'cl+1 ot CZ+1 g'CZ o + Z Uin nz,Tnz,i
—ZU unw—l—z i —2p). (C.6)

De fato, a transformacao particula-buraco, mapeia um sistema com potencial
quimico uniforme em um onde ji é dependente da posicao, perdendo-se assim
a simetria particula buraco.

Concluindo, vimos como a presenca das correlacoes dependentes da posi-
cao faz com que o sistema perca algumas das simetrias presentes no sistema

homogeéneo, tais como a simetria particula-buraco[29, 74].



Apéndice D

Bosonizacao da superrede de

Hubbard

Neste apéndice, mostraremos como, para baixas energias, os modelos de Hub-
bard homogéneo e nao homogéneo podem ser mapeados nos modelos de li-

quido de Luttinger homogéneo e nao homogéneo, respectivamente.
H=—tY (U U, +he)+UD njmj—pY O ¥, (D.1)
3,0 J 30

Se consideramos s6 os modos de baira energia proximos a superficie de

Fermi, podemos escrever

/B

7,0

~e ' FJa\IJ*:jaU + 67' F]aqj+ajza7 (D2)

onde a é o parametro de rede e + (—) denota férmions que se movimentam

para a direita (esquerda).
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Sem considerar as interagoes locais temos

Hy = —tY (U Ujpio+he)—pd U 0,
7,0 7,0

Q

_tz { (eiiija\IJT_,j,g\IJf,jJrl,(r + eiija\Ij:_’j,U\Ier,jJrLg) + h.c. }
7,0
Y (U e ). (D.3)
7,0
Mas U1, = ¥, (5 4+ 1) = U, (4) + ad ¥, (5) + O(a?), logo
Hy=0Y / A (W, ()00 o) — W, ()00, o (2)], (D)

onde vp = 2atsin(kpa) e usamos o fato de que > a = [ dz.
Mas os operadores de campo fermidnicos podem ser escritos em termos

dos campo bosodnicos

1 .
U ,(z)= —— Ul PV
’ 27

U, (z) = Ul pe 2V, (D.5)

1
V2T«
Assim

m=2 Y [df@.0,°+@0,7] (D.6)

v=p,0

onde ¢T7~L = ((I)p + (I)U)/\/i e (I)T = (I)_T + (I)'i'T'

Agora, consideremos o termo de interacao local
Hi = UZ”J',T”J',L = UZ STty (D.7)
J J
onde : - - - : indica ordenamento normal. Usando (D.2) obtemos
Hy = U [(JJr,j,T +J i) (Jin + I i)
J

+(\Ijj—,j,T\Ij*aJ‘:T\Iﬁ—,j,L\Ij‘hJ‘:i + hC)

SRR ARFI RS IR SR RO (D-8)
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t

com Ji j, =: \I!i,jﬂ

\Ifiyj,g = ﬁ@a@i,g. Entao

H,, =~ Ua/dxl(&E(I)T)(am(h)
T

1 20/ (P41 —P
+Ua/dx[(27ra)26 V(@1 —2)) —i—h.c.]

4ikpx

€ i/
+Ua / dx [(27ra)262 Vbt h.c.] : (D.9)

Pasando a variaveis de carga (p) e spin (o) temos

N dx 9 9 1
Hiy =~ Ua/?[(&v(l)p) + (0, ®,) ] —|—Ua/dx2(7m)2 cos(V8rd,)
1
+Ua/d:c2(7ra)2 cos (4kpx + \/87T<I>,,>. (D.10)

Os dois ultimos termos correspondem a espalhamentos tipo “backward” e

Umklapp.

Segue que a Hamiltoniana de baixas energias do modelo de Hubbard é

H = %a dx {(aw@,,)2 + [1 + %] (0,,)? }
+% da {(am@g)2 + [1 - %] (0:P5) } . (D11)

Esta ¢ a Hamiltoniana de um liquido de Luttinger. Assim provamos que o
modelo de Hubbard para baixas energias pode ser descrito em termos de um
liquido de Luttinger.

Agora, consideremos um modelo de Hubbard nao homogéneo, onde o
acoplamento local varia com a posi¢ao, ou seja, consideremos a seguinte

Hamiltoniana

HSHU = —t Z(W;,U\Pfrl’g + hC) + Z Uj”j,T”j,i — M Z \IJ;,U\IJ]'J. (Dl?)
30 j

J J,o
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Para baixas energias é possivel ver que a parte livre de interacao nao

muda e que a interacao toma a seguinte forma

d
o

Hemooims % / ()] (0:2,)° + (@:2,)?]. (D.13)

™

Assim, para baixas energias o modelo de Hubbard nao homogéneo é descrito

pela seguinte Hamiltoniana

H = % dx {(aw@,,)2 + [1 + %Z)] (0.9,)° }
+% d {(am@(,)2 + [1 - Zi)] (0:9,)° } (D.14)

Como pode-se ver esta Hamiltoniana corresponde a uma superrede de liquidos
de Luttinger (Eq.(2.1)).

Provamos que, assim como uma cadeia homogénea de Hubbard em baixas
energias pode ser descrita em termos de um liquido de Luttinger, também
uma superrede de Hubbard pode ser estudada em baixas energias partindo

de uma superrede de liquidos de Luttinger.



