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Resumo

O proposito desse trabalho é estudar o papel da desordem em sistemas de spins fortemente
interagentes de baixa dimensionalidade. Do ponto de vista tedrico, cadeias de spin sao
extremamente atrativas por apresentarem uma nova fisica de baixas energias que vem da
competicao entre o ordenamento magnético e as flutuagoes quanticas. A introducao de
desordem, onipresente no contexto experimental, é um elemento que pode desestabilizar as
fases puras dando origem a uma nova fisica. Essa é a motivagao principal do estudo de seu
papel. Neste trabalho n6s estudamos 4 sistemas de spins antiferromagnéticos desordenados:
(7) as escadas de spins-1/2 dos tipos 2 pernas e zig-zag, (ii) as cadeias isotropicas de spins
SU(N), (i11) a cadeia anisotropica de spins SU(4), e (iv) revisitamos a cadeia de spins-
1/2. O estudo destes sistemas foi realizado aplicando generalizagoes da técnica do grupo
de renormalizacao no espaco real para desordem forte. No caso do primeiro sistema, nos
mostramos que as escadas de spins sempre renormalizam em cadeias de spins muito bem
conhecidas. A escada de 2 pernas renormaliza para uma cadeia de spins-1/2 dimerizada
antiferromagnética desordenada e, portanto, possui duas fases. Para dimerizacao forte ou
equivalentemente desordem fraca, o sistema se encontra na fase de Haldane onde ha um
“gap” e a desordem ¢ irrelevante. Para dimerizacao fraca ou equivalentemente desordem
forte, o “gap” de Haldane se fecha e o sistema se encontra numa fase de Griffiths onde as
quantidades termodinamicas sao controladas por um expoente nao universal denominado
expoente dinamico z. Em contraste, a escada zig-zag renormaliza ou para uma cadeia de
spins-1/2 antiferromagnética desordenada ou para uma cadeia de spins com acoplamentos
ferro e antiferromagnéticos desordenada. Se a desordem e a frustragao sao suficientemente
fracas, a escada renormaliza para a primeira cadeia, caso contrario esta pertence a mesma
classe de universalidade da segunda. Além disso, relacionamos o expoente dinamico da
cadeia de spins com acoplamentos ferro e antiferromagnéticos com a distribuicao de ponto
fixo desses acoplamentos. Finalmente, através de argumentos simples, consideramos dizi-

macoes de acoplamentos correlacionados. Nesse caso, torna-se bem claro que a frustracao é
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responsavel pelo surgimento de acoplamentos ferromagnéticos que poem a escada na bacia
de atracao do ponto fixo das cadeias com acoplamentos ferro e antiferromagnéticos. Com
relagdo a cadeia SU(NV), desenvolvemos uma generalizagdo do método do grupo de renor-
malizacao para desordem forte para uma cadeia isotropica antiferromagnética de spins que
pertencem a representagoes irredutiveis totalmente anti-simétricas do grupo SU(N), com
N maior ou igual a 2. Conseguimos resolver as equacoes de fluxo analiticamente e des-
cobrimos que essas cadeias pertencem a uma nova classe de universalidade cujos pontos
fixos sao de desordem infinita e, por tal motivo, nossos resultados se tornam assintotica-
mente exatos. Proximo a esses pontos fixos, os expoentes caracteristicos sao universais,
i. e., independentes da desordem inicial da cadeia, e dependem somente do posto N do
grupo de simetria. Devido as similaridades entre as regras de aglomeracao de spins quando
da dizimacao de uma cadeia de spins com acoplamentos ferro e antiferromagnéticos e da
dizimacgao da cadeia isotropica de spins SU(N) no limite N — oo, fomos capazes de calcu-
lar analiticamente, através de expansoes de 1/N, a fungao correlagao da primeira cadeia.
Com relacao a cadeia de spins SU(4), modificamos a generalizagdo do método de grupo de
renormalizacao para levar em conta a anisotropia dos acoplamentos. Conseguimos deter-
minar o diagrama de fases através de calculos analiticos e numéricos. Todos os pontos fixos
encontrados sao universais e de desordem infinita, entretanto, os expoentes caracteristicos
dependem de uma maneira nao trivial da anisotropia do sistema. Por fim, revisitamos a
cadeia de spins-1/2 antiferromagnética. Calculamos a amplitude da fungao de correlagao
média e a relacionamos com a amplitude da entropia de emaranhamento da mesma. Além

disso, argumentamos em favor da universalidade dessas amplitudes.



Abstract

The purpose of this thesis is the study of the role of quenched disorder in low-dimensional
strongly interacting quantum spin systems. From the theoretical point of view, spin chains
are extremely attractive due to their unconventional behavior that originates in the compe-
tition between magnetic ordering and quantum fluctuations. The introduction of disorder,
ubiquitous in experimental realizations, is an element that can destabilize the clean phases
giving rise to new physical behavior. That is the main motivation of this study. In this
thesis, we study 4 random antiferromagnetic spin systems: (i) the spin-1/2 two-leg and
zigzag ladders, (i) the isotropic SU(N) spin chains, (744) the anisotropic SU(4) spin chain,
and (iv) we also revisit the spin-1/2 chain. For such a task, we use generalizations of the
strong disorder real-space renormalization group method. Concerning the first systems,
we show that the ladders are always renormalized to well-known spin chains. The two-leg
ladder is renormalized to a random dimerized antiferromagnetic spin-1/2 chain, hence exhi-
biting two phases. For strong dimerization or equivalently weak disorder the system is in
the gapful Haldane phase where disorder is irrelevant. Otherwise, the Haldane gap closes
and the system is driven into a nonuniversal Griffiths phase, where the thermodynamical
quantities are controled by the dynamical exponent z. In contrast, the zigzag ladder is re-
normalized either to a random antiferromagnetic spin-1/2 chain or to a random spin chain
with both ferro- and antiferromagnetic couplings. If the randomness and frustration are
sufficiently weak, the ladder is renormalized to the former chain, but otherwise it belongs
to the same universality class of the latter one. In addition, we related the dynamical ex-
ponent of the ferro- and aniferromagnetic spin chain with its fixed point coupling constant
distributions. Moreover, through simple qualitative arguments, we determined the phase
diagram of the zigzag ladder with correlated disorder. That calculation clearly showed
that frustration is responsible for the appearance of ferromagnetic couplings, which place
the system in the basin of attraction of the fixed point of the ferro- and antiferromagnetic

spin chains. With respect to the SU(NV) spin chain, we developed a generalization of the
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strong-disorder renormalization group method to the case of an antiferromagnetic isotropic
spin chain whose spins belong to the totally antisymmetric irreducible representations of
the SU(N) group, with N greater than or equal to 2. We solved the flow equations analy-
tically and found that such chains belong to a new universality class whose fixed point
distributions are characterized by infinite disorder, rendering our results asymptotically
exact. The characteristic exponents of these fixed points are universal, i. e., independent
of the bare disorder, and depend only on the symmetry group rank. Due to the similarities
of the spin clustering rules between the ferro- and antiferromagnetic spin chain and the
isotropic SU(N) spin chain in the limit of N — oo, we were able to analytically calcu-
late, through a 1/N expansion, the mean correlation function of the former chain. In the
case of the SU(4) spin chain, we modified the generalization of the renormalization group
method to take into account the coupling anisotropy. We determined the phase diagram
through analytical and numerical calculations. All fixed points found are universal and
of infinite-randomness type. However, the characteristic exponents depend in a nontrivial
fashion on the anisotropy. Finally, we revisited the antiferromagnetic spin-1/2 chain. We
calculated the amplitude of the mean correlation function and related it with the amplitude
of the entanglement entropy of the chain. In addition, we gave arguments in favor of the

universality of these amplitudes.
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Capitulo 1

Introducao

Sistemas quanticos interagentes de baixa dimensionalidade sao objetos interessantes por
apresentarem uma variedade exotica de fenomenos como ordem de quase longo alcance,
invariancia conforme, transicoes de fase a temperatura zero, estatistica fracionaria e ordem
escondida entre outros [Fradkin 1991, Sachdev 1999|. Além disso, devido a simplicidade de
seus espacos de fase, técnicas tedricas matematicamente muito bem estabelecidas podem
ser desenvolvidas fornecendo um profundo entendimento da fisica envolvida em tais feno-
menos. Destacam-se entre essas técnicas o “Ansatz” de Bethe |Bethe 1931]|, a bosonizagao
[Miranda 2003| e o grupo de renormalizagao |Wilson 1974/75, Fisher 1974].

O ingrediente marcante dos sistemas de baixa dimensionalidade que os difere de suas
contrapartidas em dimensoes superiores sao as flutuagoes quanticas. Em uma dimen-
sao estas sao responsaveis pela auséncia de ordem de longo alcance em temperatura zero
[Landau 1959], mas em contrapartida ordens escondidas podem existir a T = 0. E de
grande interesse o entendimento do papel dessas flutuacoes na desestabilizacao das fases
presentes em dimensoes superiores. E nesse contexto que as cadeias de spin se tornam
um sistema atrativo. Muito esforco teérico tem sido despendido sobre elas no intuito de
esclarecer esse ponto e grandes progressos ja foram obtidos. Por exemplo, um ferromagneto
nao pode existir em uma dimensao a T' = 0 porque o ganho entropico da formacao de uma
parede de dominio é maior que a perda energética de sua formacao, que em uma dimensao

¢ proporcional a ligagao entre os poucos spins que a formam.

Em contraposicao a esse grande esforco teorico, pouca realizacao experimental tem sido
feita para confrontar as previsoes teoricas. Felizmente esse cenédrio tem mudado com o ad-
vento de novas técnicas de construcao de nanomateriais e tubos de carbono. E é nesse

cenario que o papel desempenhado pela desordem deve ser bem entendido para a correta



interpretacao dos resultados experimentais. Exemplos muito bem conhecidos da realizagao
experimental da cadeia de Heisenberg antiferromagnética de spins-1/2 desordenada sao os
compostos organicos de transferéncia de carga “N-methyl-phenazinium tetracyanoquinodi-
methanide” (NMP-TCNQ), “quinolinium”(TCNQ),, “acridinium”-(TCNQ), e “phenazine”-
(TCNQ) |Bulaesvkii 1972, Schegolev 1972|. Medidas experimentais apontavam uma de-
pendéncia singular da susceptibilidade magnética com a temperatura em desacordo com
a teoria de ondas de spins que prevé que a susceptibilidade deve ser uma constante (na
auséncia de desordem, o sistema é um liquido de spin de Luttinger [Haldane 1983|). Na
época atribuiu-se & desordem nas constantes de acoplamento a responsabilidade por tal
discordancia, porém nenhuma explicacao teorica satisfatoria sobre o seu papel foi dada
|Bulaesvkii 1972, Theodorou 1976|. Isso so se daria realmente a partir de 1979 quando Ma,
Dasgupta e Hu propuseram um método de grupo de renormalizacao no espaco real para
tratar o referido modelo [MDH 1979]. Apesar da equagao de fluxo nao ter sido resolvida
analiticamente, simulagoes numéricas foram suficiente para explicar de modo irrefutavel o

comportamento singular da susceptibilidade magnética com a temperatura.

Em 1992, Doty e Fisher mostraram que a desordem é um operador relevante [Doty 1992|
e, portanto, o ponto fixo que governa as propriedades de baixas energias das cadeias de Hei-
senberg de spins-1/2 antiferromagnéticas nao é aquele descrito pela teoria de ondas de spin.
Mais tarde, Fisher conseguiu resolver analiticamente as equacoes de fluxo e dessa forma de-
terminou completamente as propriedades desse novo ponto fixo [Fisher 1992, Fisher 1994].
A principal caracteristica deste é que a desordem do sistema torna-se cada vez maior a me-
dida que o grupo de renormalizacao é iterado e tende ao infinito no limite infra-vermelho.
Em uma linguagem mais simples, é como se as constantes de acoplamento do sistema
seguissem uma distribuicao infinitamente desordenada em baizas temperaturas. Tal fato,
como serd melhor abordado no proximo capitulo, confere ao método de renormalizacao a
qualidade de ser assintoticamente exato |Fisher 1994|. Este ¢ um resultado extremamente
importante porque muito pouco se sabe sobre os sistemas desordenados. Excetuando o
modelo de McCoy e Wu [McCoy 1968|, nao se conhece nenhum outro modelo interagente
e desordenado que possua solucao exata. Devido as quebras de simetria impostas pela de-
sordem, quase nenhuma técnica tedrica tao confiavel quanto esta existe. E principalmente

por esse motivo que iremos explorar tal técnica ao longo deste trabalho.

Antes de apresentarmos os sistemas que foram estudados nesse trabalho (que é um dos
objetivos dessa introdu¢ao), devemos falar um pouco mais sobre esse método de grupo de

renormalizacao para sistemas desordenados e suas aplicagoes em outros tipos de cadeias



Introducao 3

de spins. O motivo para tal se da porque muitos de nossos resultados se referem a essas

cadeias e suas classes de universalidade.

Primeiramente vamos falar um pouco mais sobre a natureza do estado fundamental da
cadeia de Heisenberg. Na estrutura do grupo de renormalizac¢ao, este nada mais é do que
uma colegao de pares de spin acoplados em estados de singleto [MDH 1979]. Tais spin
estao acoplados de forma aleatoria e podem estar separados por distancias arbitrariamente
longas. Existe ainda uma relacao entre a magnitude do acoplamento, €2, e a distancia,
L, que os separa, InQ2 ~ —L¥. A essa relacao se da o nome de escalonamento dinamico
ativado (“activated dynamical scaling” no original) com um expoente de tunelamento igual
a 1 = 1/2. Como existem pares de spin que estao separados por distancias que vao desde
um parametro de rede até fracoes do tamanho da cadeia, a magnitude dos acoplamentos
varia enormemente. Por isso dizemos que o sistema tem desordem infinita e os resulta-
dos sdo assintoticamente exatos (no cap. 2 retomaremos esse ponto com mais detalhes).
Mais surpreendente é que a funcao correlacao média spin-spin é de quase-longo alcance
e decai com expoente igual a 2. Por fim, devido & natureza desse estado fundamental,
chamou-se essa fase de singletos aleatorios [Doty 1992| (“random singlet phase” no origi-
nal). Recentemente, mostrou-se que a entropia de emaranhamento dessa cadeia segue uma
lei logaritmica, c¢In L, onde L é o tamanho do sub-sistema emaranhado com o resto da
cadeia, com ¢ sendo uma constante universal |Refael 2004, Laflorencie, 2005|. Nos recal-
culamos a entropia de uma maneira alternativa onde relacionamos ¢ com a amplitude da
funcdo de correlacdo meédia, ¢. Da relacdo entre essas duas quantidades, extraimos carac-
teristicas interessantes sobre o estado fundamental do sistema. Deixaremos essa discussao

para o momento oportuno.

Apos os trabalhos de Fisher sobre o grupo de renormalizacao de Ma, Dasgupta e Hu
[Fisher 1992, Fisher 1994|, um dos primeiros sistemas em que este fora aplicado foi a ca-
deia de Heisenberg de spins-1/2 antiferromagnética dimerizada na presenga de desordem
[Hyman 1996|. Neste modelo os acoplamentos pares e impares sdo varidveis aleatorias
independentes que seguem distribuicoes diferentes. Mostrou-se que somente quando as
distribuicoes sao as mesmas é que o sistema se encontra na fase de singleto aleatorio. Se as
distribui¢oes sdo muito proximas, ou seja, dimeriza¢ao fraca (ou equivalentemente desor-
dem forte), o sistema ndo tem "gap" de spin e as quantidades fisicas sdo controladas por
um expoente nao universal denominado expoente dinamico z > 1. Por exemplo, a relagao
entre as escalas de energia e comprimento é ) ~ L* a susceptibilidade magnética como

funcdo da temperatura diverge como lei de poténcia cujo expoente é 1 — 1/z. A essa fase



denominou-se fase de Griffiths. Se as distribuicoes entre os acoplamentos pares e impares
sao muito diferentes, a desordem ¢ irrelevante, ou seja, a fisica de baixas energias é aquela
do sistema limpo. Um "gap" de spin (o "gap" de Haldane) é aberto e o sistema se torna
dimerizado. Em ambas as fases a correlacao média spin-spin é de curto alcance. Em ambos
0s casos, o estado fundamental basicamente é uma colecao de dimeros livres, e portanto a

funcao correlagao é de curto alcance.

Mais tarde, verificou-se que a aplicacao do método de grupo de renormalizagao nas ca-
deias de Heisenberg antiferromagnéticas desordenadas de spins-1 era problematica
|Boechat 1996|, entao se fez necessaria uma implementagao mais sofisticada do método.
Duas implementages (melhoramentos) surgiram. Na primeira, considerava-se que os spins-
1 sdo 2 spins-1/2 acoplados forte e ferromagneticamente [Hyman 1997, Monthus 1997,
Damle 2002a| (consistente com a estrutura de solido de ligagao de valéncia da cadeia limpa,
“valence bond solid” no original [AKLT 1987]), e na segunda, considerou-se a diagonaliza-
¢ao de um cluster de 3 spins ao invés de 2 como era o usual [Saguia 2002|. Em ambos os
casos, achou-se que o sistema possui 3 fases cujas transi¢oes sao seqiiencialmente dirigidas
pela desordem. Desordem pequena é irrelevante. O "gap" de Haldane persiste e portanto
o sistema se encontra na fase de Haldane. Para desordem intermediaria, o "gap" é fechado
e o sistema se encontra na fase de Griffiths nao universal (caracterizada pelo expoente
dindmico z). E finalmente, para desordem grande, o sistema é levado para a fase universal

do singleto aleatério com expoente dindmico ¢ = 1/2.

Aplicagoes para a cadeia de spins-3/2 usando o primeiro melhoramento do método
(de acordo com a ref. [Monthus 1997]) foram feitas [Refael 2002]. A conclusao é de que
o sistema possui duas fases universais dependentes da desordem. A primeira, para de-
sordem pequena, é uma fase de singleto aleatorio cujas excitagoes sao de spins-1/2. (Na
verdade é um estado de singleto aleatorio de spins-1/2 envolto em um estado de solido
de ligagao de valéncia de spins-1.) Para desordem grande, o sistema estd numa fase de
singleto aleatorio com espectro de excitagoes de spins-3/2. Em ambas as fases o expo-
ente dindmico é igual a v = 1/2. Entretanto, no ponto critico, acredita-se que ¢» = 1/4
[Refael 2002, Damle 2002b], e esta relacionado com peculiaridades de um ponto multicri-
tico. Tal expoente estd intimamente relacionado com as cadeias de spin SU(4) estudadas
por nos nesse trabalho como serda abordado nos caps. 4 e 5. Este cenario esta em perfeito
acordo com o que se pensava na época sobre o fato de a desordem desestabilizar sistemas
criticos unidimensionais. (A conjectura de Haldane diz que cadeias de spins inteiros tem

espectros com “gap” enquanto as cadeias de spins semi-inteiros sao criticas [Haldane 1983].)



Introducao 3

Porém, tratamentos da cadeia de spins-3/2 pelo segundo melhoramento indicou que o sis-
tema tem 3 fases analogas as da cadeia de spins-1, sendo que a fase de singleto aleatério
s6 era alcangada para desordem inicial extremamente grande [Saguia 2003|. Simultanea-
mente, Carlon et al. [Carlon 2004|, através de célculos numéricos de DMRG, encontraram
que desordem fraca é (marginalmente) irrelevante, consistente com os resultados reportados
na ref. [Saguia 2003].

Outro importante sistema onde o grupo de renormalizacao para desordem forte foi
aplicado é a cadeia de Heisenberg desordenada com acoplamentos que podem ser tanto
ferromagnéticos quanto antiferromagnéticos. Realizagoes experimentais dessa cadeia sao
as ligas do tipo SrgCuPt;_,Ir,Og [Nguyen 1994], onde a concentragao de acoplamentos fer-
romagnéticos, z, estd simplesmente relacionada a presenca dos fons de Ir. A generalizacao
do método de grupo de renormalizacao para levar em conta os acoplamentos ferromag-
néticos foi primeiramente realizada por Westerberg et al. [Westerberg 1995|. Através de
um extenso estudo numeérico, eles encontraram que em baixas energias a susceptibilidade
magnética deve seguir a lei de Curie e a relacao entre escalas de energia e comprimento
segue uma lei de escalonamento dinamico usual, Q ~ L' onde z ¢ universal (aproxima-
damente igual a 2,27) se a desordem é pequena, e nao universal (maior que 2,27) em caso
contrario. Além disso, sempre se verifica a presenca de grandes momentos magnéticos no
limite de baixas temperaturas. Por esse motivo essa fase é denominada fase de grandes
spins (“large spin phase” no original) [Westerberg 1995|. Digno de nota é o fato de que as
predigOes tedricas estdo em acordo com as medidas experimentais [Nguyen 1996|. Como
veremos em maiores detalhes no cap. 3, esta generalizacao para levar em conta acoplamen-
tos ferromagnéticos é de extrema importancia para o estudo das escadas de spins. Mais
tarde, de modo impressionante, mostrou-se que a funcao correlagao neste sistema deve cair
com o logaritmo da distancia [Hikihara 1999, Hoyos 2004b].

Muitos outros modelos de spins desordenados foram estudados utilizando essa técnica
de grupo de renormalizacao e podem ser consultados em um recente artigo de revisao na
ref. |[Igloi 2005|. Até agora listamos aqueles que consideramos de maior interesse tanto
para introduzir o método e o tipo de fisica envolvida nesses sistemas quanto para dar
um minimo de base necessaria para a compreensao do nosso estudo sobre os sistemas que
estudamos (listados a partir do proximo paragrafo). Para finalizar esse paragrafo, devemos
citar apenas mais uma cadeia de spins: A cadeia de Ising no campo transverso desordenada

[Fisher 1992]. Foi neste modelo que Fisher resolveu analiticamente as equagoes de fluxo

INa verdade, esta relacdo pode ser deduzida analiticamente uma vez obtida as distribuicoes de ponto
fixo das constantes de acoplamento [Hoyos 2004a].



pela primeira vez e relacionou a fisica do ponto critico deste com a cadeia de Heisenberg
[Fisher 1994]. Além disso, fora do ponto critico, o sistema se encontra numa fase de Griffths
que também pode ser relacionada com a fase de Griffths da cadeia de Heisenberg dimerizada
[Hyman 1996].

O primeiro sistema em que concentramos nossa atencao foram as escadas de spins-
1/2 antiferromagnéticas do tipo 2 pernas e zig-zag. Recentemente, realiza¢oes experi-
mentais desses sistemas tém sido reportadas na literatura. Por exemplo, os compostos
Sr(Cu;_,7Zn,)203 sao realizacoes experimentais de escadas do tipo 2 pernas [Azuma 1997].
Outro grupo de compostos que formam escadas de spins sao os seguintes 6xidos de boratos:
M3+t M2 OBO3, M3 (M'21),0,B03 e M>TM’2*B,05 |Continentino 2005, onde M e M’ sdo
metais. Em todos os casos, esses compostos sao altamente anisotrépicos e por isso o carater
unidimensional se torna relevante para uma faixa bem determinada de temperaturas. Com
relagao ao sistema limpo, sabe-se que as escadas de 2 pernas sao objetos andlogos a cadeia
de spins-1. Ambos tém um "gap" de spin e apresentam um parametro de ordem escondida
de longo alcance diferente de zero [Nijs 1989, Hida 1992, White 1996a|. Por outro lado, a
escada do tipo zig-zag (também conhecida como o modelo J; — J; por ser topologicamente
equivalente a uma cadeia de Heisenberg com acoplamentos entre primeiros, J;, e segundos
vizinhos, J3) possui uma transicao de fase em A = J,/J; = A. ~ 0.24 [Haldane 1982|. Para
A < A, o sistema nao possui "gap" e se comporta como a cadeia de Heisenberg, no entanto
para A > A., um "gap" de spin é aberto devido a uma dimerizacao espontanea do sistema.
Somente para A — oo a dimerizacao vai a zero e o sistema se torna sem "gap'" novamente
[White 1996b|. No entanto, na maioria dos sistemas citados acima, medidas de suscepti-
bilidade magnética indicam uma dependéncia singular com a temperatura, novamente em
desacordo com as previsdes tedricas. (Nas fases com e sem “gap”; a susceptibilidade deve
ir a zero e tender a uma constante, respectivamente, quando a temperatura vai a zero.)
Novamente devemos considerar o papel da desordem para o entendimento desta questao.
Esta se faz onipresente tipicamente pela acao de impurezas fora da escada que distorcem
localmente a estrutura da rede (e conseqiientemente, o valor da constante de acoplamento)

sem afetar os spins que a formam.

Em 2002, Mélin et al. aplicou o método de Ma, Dasgupta e Hu para estudar diversas
escadas de spins-1/2 antiferromagnéticas na presenca de desordem |[Mélin 2002|. O estudo
se baseou exclusivamente no calculo numérico do expoente dinamico e as conclusoes em
relacao as escadas em questao sao as seguintes: A escada de 2 pernas possui uma transi¢ao

de fase em temperatura zero dirigida pela desordem do sistema. Para desordem fraca, o
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sistema se encontra na fase de Haldane (a mesma fase do sistema limpo) onde a desor-
dem é irrelevante. Para desordem suficientemente forte o "gap" de Haldane é fechado e
o expoente dinamico é sempre maior do que 1 e dependente da desordem inicial, o que
caracteriza uma fase de Griffiths, e portanto espera-se que a susceptibilidade magnética
tenha uma dependéncia singular nao universal com a temperatura. Com relagao a escada
zig-zag, os autores encontraram que o expoente dinamico era sempre maior que 1 e nao
universal e concluiram que o sistema sempre se encontra numa fase de Griffiths. Simulta-
neamente, Yusuf e Yang estudaram a escada de 2 pernas utilizando o mesmo método de
grupo de renormalizacao, porém, o estudo foi focado no calculo numérico da susceptibili-
dade magnética e da funcao correlagao spin-spin [Yusuf 2002|. Eles encontraram 2 fases
diferentes em temperatura zero cuja transicao é uma funcao da desordem. Para desor-
dem pequena, a susceptibilidade vai a zero, caracterizando uma fase com "gap" de spin
(a fase de Haldane). E para desordem grande a susceptibilidade diverge como lei de po-
téncia cujo expoente é nao universal. Entretanto, em ambas as fases, a funcao correlacao
¢ de curto alcance com comprimento caracteristico da ordem de dezenas de parametros
de rede. Esses resultados estao em acordo com as conclusoes obtidas por Mélin et al na
ref. [Mélin 2002|. Mais tarde, Yusuf e Yang aplicaram o mesmo método para estudar a
escada do tipo zig-zag [Yusuf 2003|, porém com acoplamentos entre primeiros e segundos
vizinhos correlacionados. O estudo foi baseado principalmente no calculo numeérico da
susceptibilidade magnética e na verificacao da formacao de grandes momentos magnéti-
cos no sistema. Para frustracao suficientemente forte, se verifica que grandes momentos
magnéticos e acoplamentos ferromagnéticos aparecem, bem como uma susceptibilidade do
tipo lei de Curie. Dessa forma conclui-se que o sistema se encontra na fase de grandes
momentos magnéticos (como na cadeia de spin com acoplamentos ferromagnéticos e anti-
ferromagnéticos). Por outro lado, para frustracdo pequena, nao se verifica a formacao de
momentos magnéticos diferentes dos proprios spins-1/2 e a susceptibilidade se comporta
como na fase de singleto aleatorio. Dessa maneira, conclui-se que o sistema possui duas
fases, a do singleto aleatorio e a de grandes momentos magnéticos. Tal conclusao esta em
desacordo com aquela de Mélin et al. na ref. [Mélin 2002]. Simultaneamente, nos aplica-
mos o mesmo método para estudar as duas escadas de spin em questao, porém focamos
nossa atencao na estrutura topolégica da cadeia ao longo do fluxo de renormalizacao e
verificamos que, logo nos primeiros estagios do grupo de renormalizacao, enquanto a escala
de energia ainda esta no relativamente alta, acoplamentos de longo alcance sao formados.

E entretanto, a medida que o limitante de energia diminui estes renormalizam para zero.



Conseqiientemente, no ponto fixo s6 restavam acoplamentos entre primeiros vizinhos. Por-
tanto, a nossa principal conclusao é que as escadas sempre renormalizam para cadeias de
spins [Hoyos 2004a]. Com esse resultado simplificador, facilmente relacionamos a fisica de
baixas energias dessas escadas com aquela ja conhecida das cadeias de spins. As escadas
do tipo duas pernas sempre renormalizam para uma cadeia de spins-1/2 dimerizada e as
escadas do tipo zig-zag renormalizam ou para a cadeia antiferromagnética de spins-1/2 ou
para a cadeia com acoplamentos antiferromagnéticos e ferromagnéticos. Voltaremos com
mais detalhes a esse ponto no cap. 3. Por ora, adiantamos que nossas conclusoes estao em
acordo com as de Yusuf e Yang [Yusuf 2002, Yusuf 2003].

A segunda classe de sistemas que estudamos é mais exética. Sao as cadeias antifer-
romagnéticas desordenadas cujas propriedades de rotagao dos spins sao governadas pelo
grupo SU(N), com N > 2. A seguir daremos varias motiva¢oes para o estudo destes.
Cogblin e Schrieffer mostraram que as propriedades de transformacao do hamiltoniano
magnético efetivo que descreve a interacao entre os momentos magnéticos de terras raras
ou actinideos, em alguns casos, sdo governadas pelo grupo SU(N) |Cogblin 1969|. Por
exemplo, para o Ce3t N = 6, e Yb3™ N = 8. O Modelo de Hubbard com dupla dege-
nerescéncia orbital no limite fortemente interagente e no preenchimento 1 (1 életron por
sitio) se reduzem ao modelo de Heisenberg de spins SU(4) cuja representacao é a fun-
damental [Yamashita 1998]. O papel da degenerescéncia orbital em algumas cadeias de
pontos quanticos também parece ser muito importante. No preenchimento 2 e no limite
fortemente interagente o modelo de Heisenberg de spins SU(4) cuja representagao é a auto-
conjugada descreve o sistema |Onufriev 1999]. Recentemente tem se despertado o interesse
por modelos de spin com degenerescéncia orbital [Li 1998, Azaria 1999]. Devido ao acopla-
mento spin-Orbita, esses sistemas podem apresentar um aumento no grupo de simetria de
SU(2) para SU(4). Tais sistemas devem entao apresentar uma transi¢ao de fase em tem-
peratura zero se a interacao spin-Orbita é aumentada. Além disso, técnicas de NN infinito
sao freqiientemente empregadas no intuito de que a fisica envolvida em N pequeno seja
capturada |Sachdev 1999|. Raramente se tem a possibilidade de estudar uma seqiiéncia de
problemas para todos os valores de N. Aqui tal possibilidade é realizada (como veremos no
cap. 4). Estas basicamente sdo as motivagoes que nos levaram a estudar as cadeias isotro-
picas de spins SU(N) e as cadeias anisotropicas de spin SU(4), ambas antiferromagnéticas
e desordenadas. Para tal, generalizamos o método de grupo de renormalizagao para levar
em conta a simetria SU(N) dos spins. Resolvendo analiticamente as equagoes de fluxo,

descobrimos que as cadeias isotropicas se encontram numa espécie de fase do singleto alea-
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torio mas com o expoente dindmico dependente do posto do grupo N [Hoyos 2004b|. Esse
assunto serda detalhadamente abordado no cap. 4. Com relagao a cadeia SU(4) anisotro-
pica, encontramos o diagrama de fases do sistema (em funcao da anisotropia e a desordem
da mesma) resolvendo analiticamente a maioria das equages de fluxo, exceto para uma
pequena regiao do espaco de parametros onde o estudo foi conduzido numericamente. En-
contramos que o sistema possui uma transicao de fase entre diferentes fases de singleto
aleatorio dirigida pela anisotropia |Hoyos 2005|. No capitulo 5, retomaremos esses resul-
tados mais detalhadamente. Fechamos esse paragrafo enfatizando que tais resultados sao
extremamente interessantes porque eles apontam que, sem mesmo conhecer a fisica da fase
limpa, esta deve ser completamente desestabilizada pela desordem.

O objetivo desse trabalho é estudar o papel da desordem em sistemas interagentes
unidimensionais. Tal tarefa ¢ feita através do uso da técnica de grupo de renormalizagao
no espaco real para desordem forte, extremamente poderosa para o estudo desses tipos
de sistemas por se valer da quebra de simetria translacional imposta pela desordem e
das flutuagoes quanticas. No capitulo 2, introduzimos o método original de grupo de
renormalizacao e suas generalizagoes e aplicacoes para outras cadeias de spin de relevancia
para o desenvolvimento do trabalho. No capitulo 3, reportamos o nosso estudo sobre as
escadas de spins-1/2 antiferromagnéticas desordenadas do tipo 2 pernas e zig-zag. No
capitulo 4, desenvolvemos a generalizacao do grupo de renormalizacao para levar em conta
spins SU(N), e reportamos nosso estudo sobre essas cadeias. No capitulo 5, aplicamos
a generalizacao do grupo de renormalizacao descrita no capitulo anterior para a cadeia
de spins SU(4) anisotropica antiferromagnética desordenada. No capitulo 6 calculamos a
amplitude da fungao correlacao da cadeia de spins-1/2 antiferromagnética desordenada e
a relacionamos com a amplitude da entropia de emaranhamento. E por fim no capitulo 7,
apresentamos as conclusoes gerais do trabalho.

Queremos ainda enfatizar que nos calculos aqui apresentados algumas constantes fisicas
fundamentais sao definidas como a unidade. Estas sao kg = h = 1. Este caracteriza o que
0s tedricos comumente chamam de sistema natural. Entretanto, nao é uma tarefa dificil
recupera-las nos resultados aqui reportados.

Para finalizar essa introducao, enquadramos na tabela 1.1 algumas abreviacoes e seus
significados que serao comumente usadas ao longo do texto.

Os siginificados destas serao freqiientemente relembrados ao longo do texto, mas caso

o leitor necessite, esta tabela torna-se uma fonte de rapida consulta.



‘ Abreviagao ‘ Significado ‘

GR Grupo de renormalizacao
GRDF GR para desordem forte
AF Antiferromagnético(a)
FM Ferromagnético(a)
PFEFDI Ponto fixo de desordem infinita
RI Representacao irredutivel

Tabela 1.1: Algumas abreviagoes e seus significados.



Capitulo 2
O método do grupo de renormalizacao

O principal objetivo deste capitulo é introduzir o método do grupo de renormalizagao para
desordem forte.

Primeiramente, introduziremos o método como ele é atualmente utilizado na literatura.
Tal tarefa sera feita em conjunto com a sua aplicacao no estudo da cadeia antiferromagné-
tica de Heisenberg de spins-1/2 desordenada. O método como é introduzido na secao 2.1 é
interpretado de uma maneira ligeiramente diferente daquela quando de sua introducao por
Ma, Dasgupta e Hu em 1979 |MDH 1979|. Tal reinterpretacao foi dada por Bhatt e Lee
em 1982 [Bhatt 1982 e ¢ reflexo do amadurecimento das idéias fisicas por tras do mesmo.

Na secao 2.2, discutiremos os aspectos mais importantes da aplicacao do método na
cadeia de Heisenberg antiferromagnética com dimerizagao for¢cada [Hyman 1996]. E por
fim, na se¢ao 2.3, mostraremos a generalizagao do método realizada por Westerberg et al.

para levar em conta acoplamentos ferromagnéticos [Westerberg 1995].

2.1 O método do grupo de renormalizacao e a cadeia de
Heisenberg de spins-1/2

Nesta secao, descrevemos o método do grupo de renormalizacao para desordem forte
(GRDF) introduzido inicialmente por Ma, Dasgupta e Hu para o estudo da cadeia de
Heisenberg de spins-1/2 antiferromagnética (AF) na presenga de desordem temperada
[MDH 1979|. Iremos nos ater somente aos aspectos mais relevantes do método e dei-
xaremos para abordar maiores detalhes no cap. 4 quando generalizaremos o método para

estudar cadeias de spins cujo grupo de simetria é o SU(N), com N > 2.

11
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O hamiltoniano que descreve o sistema de estudo é dado por

onde S; é o operador usual de spin-1/2 com relagao ao sitio i, e J; > 0, é a constante de
acoplamento entre os spin S; e S;11. A desordem temperada se faz presente considerando
que os J;'s sdo variaveis aleatorias independentes distribuidas de acordo com P (J).

A estratégia basica do método de GRDF é dizimar (reduzir) graus de liberdade de spin
através da combinacao de dois deles em um estado de singleto. Essa dizimacao é feita
obedecendo os seguintes passos/regras. (i) Encontre o maior acoplamento existente na
cadeia, Q = max{J;}. (Suponha Q = J;.) (ii) Considere que a interagao entre os spins
Ss e S3 é a mais relevante, e portanto a interacao destes com o resto da cadeia pode ser

tratada perturbativamente. Ou seja, trate
Hy = JiS1 - Sy + J383 - Sy,

como uma perturbacao de
HO == J282 : S3. (22)

Como o estado fundamental de Hy é um singleto, (4ii) retire os spins Sy e S3 do sistema e
faca com que os spins vizinhos, 57 e Sy interajam efetivamente de acordo com

H¢ = JS; -84, com J = Jils (2.3)

22

Este resultado é obtido tratando H; em segunda ordem de teoria de perturbagio |[MDH 1979).!
Como o hamiltoniano efetivo tem a mesma forma que a do original, podemos iterar su-
cessivamente o grupo de renormalizagdo, ou seja, voltar para o passo (i) e repetir os
procedimentos sucessivamente até um ponto que deixaremos para ser determinado mais
tarde. O procedimento de dizimagao estd ilustrado esquematicamente na fig. 2.1.

O objetivo do método do GR é descrever a fisica de baixas energias de um sistema. No
caso em questao, queremos saber como se comportam as quantidades termodinamicas da
cadeia em baixas temperaturas. Supondo que J; = () seja muito maior que a temperatura
T, entao o estado tripleto do hamiltoniano Hj serd pouco acessado termicamente. Esta

hipotese justifica a regra (ii7). O procedimento perturbativo descrito pelas regras (i) e (i)

!Na verdade falta um termo constante no hamiltoniano efetivo (2.3) proporcional a J? 4 J3, porém este
pode ser negligenciado para os nossos propésitos.
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Figura 2.1: Procedimento esquematico da dizimagao de um par de spins-1/2.

é justificado se a desordem no sistema ¢ grande. Dessa maneira, h4 uma boa chance de
que os acoplamentos vizinhos J; e J3 sejam muito menores que Js.

O método do GR nos diz que devemos iterd-lo até que os parametros do hamiltoniano
nao mudem mais. Quando isso acontece, dizemos que encontramos um ponto fixo, e esse
hamiltoniano invariante dita a classe de universalidade de todos aqueles hamiltonianos
que estdao na bacia de atracdo deste ponto fixo |Fisher 1974|. Usualmente em sistemas
limpos, o hamiltoniano invariante é definido por intimeros parametros, como por exemplo as
constantes de acoplamento entre primeiros e segundos vizinhos. No caso em questao, este é
definido por infinitos acoplamentos entre primeiros vizinhos que seguem uma determinada
distribui¢do. Entao a quantidade que deve ser renormalizada é a distribuicdo P (J) =

P (J;Q), onde indicamos com o ponto-e-virgula que €2 é corte superior de P (J).

P(J) P"(J)

* Distribui¢ao de
Fluxo > ponto fixo

dQ

J g%

Figura 2.2: Procedimento esquematico do processo de dizimagao sobre a distribuigao P (J).
Note que todas as regioes sombreadas tem a mesma area, e que a distribuicao de ponto

fixo, P*(J), é singular.

A fig. 2.2 ilustra esquematicamente como o procedimento de renormalizacao altera a
distribuigao P (J). As regioes sombreadas em destaques representam pictoricamente a fra-
cao de acoplamentos renormalizados durante os processos de dizimacao que levam a escala
de energia 2 —  — df). Aquelas 3 marcadas com um X representam a trinca de acopla-
mentos vizinhos (Ji, €, J;3) que devem ser retirados do sistema, e aquela mais a esquerda
representa o acoplamento J a ser inserido. Além disso, como nao ha correlagao entre a

trinca de acoplamentos retirados, o acoplamento inserido J também ¢ descorrelacionado, e
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dessa maneira as novas constantes de acoplamento sao varidveis aleatorias independentes.
O ponto chave que devemos dar destaque é que o acoplamento J a ser inserido é menor
que os acoplamentos originais (ver eq. (2.3)). Este fato é perfeitamente condizente com o
objetivo do GR em abaixar a escala de energia do sistema. E como veremos a seguir, é

responsavel por gerar uma distribui¢ao de ponto fixo extremamente larga e singular em J.

A equagao de fluxo que descreve as transformacgoes da distribuicao P (J) quando a
escala de energia Q é variada ¢ [MDH 1979|
0

JiJs
5P =-P(J=Q) /dJlngP (J)) P (J3)6 (J - W) , (2.4)

e apresenta um unico ponto fixo estdvel [Fisher 1994],

l1—a
a [(Q 1
P (J;Q)=—=|—= 0Q—J),a=———. 2.5
o =5(5) e@-na=-1 (25)
Esta distribuicao é interessante porque a desordem do sistema aumenta gradativamente a
medida que o GR é iterado. E tende ao infinito quando 2 — 0. A quantificacdo desta
afirmacao é dada quando se calcula

v Var J

STy

onde (J) e Var J sao a média e a variancia de P (J), respectivamente. A imediata impli-
cacao deste fato é tornar o procedimento perturbativo de renormalizacao assintoticamente
exato. No limite 2 — 0 a probabilidade de ocorréncia de uma dizimacao ruim vai a
zero, ou seja, a probabilidade de um dos acoplamentos vizinhos a €2 ser igual a J > C(Q,
com 0 < C < 1 éigual a 2 —2C“ =~ —2aInC para a pequeno. Portanto, nas pala-
vras de D. S. Fisher: “Isto fortemente sugere que, contanto que possamos atravessar a
salvo o regime inicial em que a distribuicao dos J’s nao é larga, as transformagoes do
GR se tornardo assintoticamente exatas.” |Fisher 1994|. Os efeitos de desordem pequena
foram estudados através do método de réplicas [Doty 1992| e por diagonalizacao exata
|[Henelius 1998, Laflorencie 2003, Laflorencie 2004|. Verificou-se que tais efeitos nao re-
tiram uma distribuicao inicialmente estreita e bem comportada da bacia de atracao da
distribuigao de ponto fixo (2.5). Dessa maneira conclui-se que a introdugao de desordem,
por menor que seja, desestabiliza a fase pura, e o sistema é levado para um ponto fixo
universal de desordem infinita (2.5) |Fisher 1994].
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Para calcular as quantidades fisicas, procede-se da seguinte maneira: (a) Itera-se o
procedimento de dizimacao até que a escala de energia () seja diminuida até se igualar
a temperatura 7' . (b) Em seguida, considera-se que os spins nao dizimados (ou “spins
ativos”) sao livres, i. e., ndo interagem entre si, e que aqueles que foram dizimados estao
inertes e devem ser desconsiderados. E sendo assim, o sistema é diagonalizado trivialmente
[Bhatt 1982|. (Por exemplo, a susceptibilidade magnética estatica, y, sera dada pela con-
tribuigdo de Curie de cada um dos spins ativos na escala de energia Q = T.) A justificativa
para se proceder dessa maneira é relativamente simples. O procedimento (a) é reflexo
do fato de que o estado de tripleto nao pode mais ser descartado porque é termicamente
ativado abaixo dessa escala de energia, e portanto importante para a descricao da fisica

do sistema.?

O procedimento (b) é justificado se a temperatura de interesse 7' é muito
menor que a escala de energia inicial Qg.> Dessa maneira, P (J) teve bastante “tempo”
para fluir e se encontra proximo ao ponto fixo, i. e., P (J) ~ P*(J) que é extremamente
singular. Sendo assim, a escala de energia das interagoes entre a grande maioria dos spins
estd muito abaixo da temperatura 1" e, portanto, sao essencialmente livres. Os demais
spins dizimados em escalas de energia superiores a 1" estao “congelados” em estados de
singletos, e portanto, podemos considera-los inertes.

Devemos, a seguir, calcular a fracao de spins ativos, ng, na escala de energia €2. Como
em cada dizimacao 2 spins sao retirados, entao a fracao de spins dng dizimados quando se
varia €2 —  — df) deve ser igual a 2 vezes a fracao de spins disponiveis para dizimacao

multiplicado pela probabilidade de ocorréncia de uma dizimacao nessa escala de energia,

P(J=Q)dQ. O que nos leva a

1

dng = 2noP (2)dQ), — ng ~ —,
a = 2nab Q) T (n1/Q)

(2.6)

onde usamos que P ~ P*, imediatamente implicando em uma singularidade da suscepti-
bilidade magnética [Fisher 1994|,
no=1 1

X T oy (2.7)

Pelo fato do estado fundamental ser uma colecao de singletos acoplados aleatoriamente

2Lembre-se que a diferenca de energia entre o tripleto e o singleto no hamiltoniano (4.6) é igual a
constante de acoplamento Jy = €.

3Note que Qg ¢ uma escala global de energia, e dessa maneira podemos reescalar todo o sistema por
ela, ou seja, Qp = 1. Na verdade isso foi implicitamente assumido quando da solu¢do de ponto fixo (ver

eq. (2.5)).
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(ver fig. 2.3), diz-se que o sistema se encontra na fase dos singletos aleatorios [Doty 1992].
Nessa visao pictorica, podemos calcular as excitagoes fundamentais do sistema da seguinte
maneira. As excitacoes de mais baixa energia sao polarizacoes dos estados de singletos
formados por pares de spins arbitrariamente afastados. O custo energético da polarizacao
de um singleto cujos spin estao afastados por uma distancia da ordem de Lg é igual ao
valor do acoplamento compartilhado por estes quando tal par foi dizimado, ou seja, era
o mais forte da cadeia (£2) naquela escala de comprimento (Lg). Porém, nesta mesma
escala, a fracdo de spins ativos era ng, logo a distancia média entre spins ativos vizinhos
era Lq ~ ngl. E através da eq. (2.6), encontramos que escala de energia e a escala de

comprimento se relacionam através de,
1 1
In= ~ LY onde ¢ = =. 2.8
0 q» on w 2 ( )

A este tipo de relacao da-se o nome de escalonamento dindmico ativado com um expoente
de tunelamento ¢ = 1/2 |Fisher 1994|. Esta relacao foi recentemente verificada experi-
mentalmente no composto BaCuy(Sig5Geg5)207 por espalhamento inelastico de néutrons
[Masuda 2004].

ﬂ.@.@

Figura 2.3: Visao pictorica do estado fundamental da fase de singleto aleatério. Pares de
spins extremamente distantes podem se acoplar em um estado de singleto. Note que as
ligacoes nunca se cruzam.

A fungdo de correlagdo spin-spin, C;; = (S;-S;), onde (...) denota a média no en-
semble, também pode ser obtida. Note que, em longas distancias, raros pares de spins,
que eventualmente se acoplam em estados de singleto, desenvolvem fortes correlagoes (da
O (1)) e, portanto dominam a fungéo correlagio média C;; = C (]i — j|), onde a sobrebarra
denota a média na desordem.? Dessa maneira, a funcio correlacao média deve ser propor-
cional ao niimero de singletos formados na escala de comprimento |i — j| ~ ng'. Mas a
probabilidade de que um spin forme um singleto com um outro qualquer é proporcional a
probabilidade de que este nao tenha sido dizimado até a escala de comprimento que separa

os dois, ou seja, proporcional a propria fragdo de spins ativos ng |Fisher 1994]. Como

4Note que este procedimento torna a funcio correlacio média invariante por translacio.
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ambos os spins devem estar ativos,

i—j
C(|i—j\)~né~&, com 1 = 2. (2.9)

i =gl
Este resultado é intrigante porque, mesmo num regime extremamente desordenado, o sis-

tema possui correlacoes de quase-longo alcance.

Entretanto, tipicamente os spins nao estao acoplados em singletos e desenvolvem fracas
correlacoes. Estas correlacoes podem ser estimadas da seguinte maneira. Considere 3 spins
ativos vizinhos, por exemplo, S;, Sy e S3, na escala de energia 2 = J, separados a uma

distancia da ordem de Lg ~ nf_)l.

Na proxima dizimacao, os spin Sy e S3 desenvolverao
correlagoes iguais a Co3 = —3/44+ O (Jl/Q)z, enquanto uma fraca correlacao entre os spins
S1e Sy iguala Cp = —J;/Q+ O (Jl/Q)2 sera desenvolvida. O wvalor tipico da correlacao
entre spins distantes serda entdo proporcional ao valor tipico da distribui¢ao J/€2. Como
P*(J) élarga, tal valor tipico é aproximadamente igual a média geométrica, o que nos leva a

uma correlacao tipica, Cy;, (L) com decaimento do tipo exponencial esticada [Fisher 1994],
Chip (L) ~ exp {ln (J/Q)} =exp{—1/a} ~exp{-L"}, (2.10)

e =1/2.

Em suma, os resultados assintoticamente exatos descritos nas eqs. (2.5), (2.7), (2.8),
(2.9) e (2.10) caracterizam bem a fase dos singletos aleatorios governada por um ponto fixo
de desordem infinita. Estes foram obtidos em consonancia com a introducao do método do
GRDF e ilustram quao conveniente é essa técnica. Basicamente, ela usa o fato do sistema
ser desordenado para justificar o seu procedimento perturbativo de dizimacgao, que a priori,
nao deve ser uma boa estratégia para tratar sistemas poucos desordenados. Entretanto,
a desordem cresce indefinidamente quando se aplicam as transformacgoes do grupo, e isso
melhora o procedimento de renormalizacao de tal maneira que o tratamento em segunda

ordem de teoria de perturbacao se torna assintoticamente exato.

2.2 A cadeia de Heisenberg dimerizada

Nesta secao, aplicamos o método do GRDF introduzido na secao anterior para estudar
a cadeia de Heisenberg desordenada de spins-1/2 AF dimerizada (estudada inicialmente
por Hyman et al. [Hyman 1996]). O objetivo principal é introduzir e caracterizar a fase

de Griffiths. Nesta, raras regioes infinitamente desordenadas dominam a fisica de baixas
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energias dando origem a quantidades nao universais.

O hamiltoniano de interesse é aquele que descreve a cadeia de Heisenberg AF desorde-
nada, eq. (2.1), porém os acoplamentos pares, Jy;, e impares, Jo; 11, seguem distribuigoes
diferentes: Py (J) e Py (J), respectivamente.

O procedimento de renormalizacao é o mesmo que descrevemos para a cadeia nao dime-
rizada na se¢ao anterior. Retira-se da cadeia o acoplamento mais forte, 2 = max {Jo;, Jo; 41},
juntamente com seus vizinhos e insere-se um novo de acordo com a eq. (2.3). Porém, como
h& uma correlagao intrinseca nas constantes de acoplamento, a equacao de fluxo (2.4) nao
pode ser mais aplicada. Entretanto, pode-se escrever equacoes de fluxo separadamente para
cada uma das distribuicoes P, e P,. Elas descrevem os procedimentos de dizimagao da se-
guinte forma. Toda vez que o acoplamento mais forte a ser dizimado é par, retira-se este da
distribuigao P, retiram-se também dois acoplamentos a esmo da distribui¢ao Py (referentes
aos acoplamentos impares vizinhos a 2) e insere-se um novo acoplamento em P; (de acordo
com a eq. (2.3)) que é menor que os trés dizimados. Procede-se analogamente quando € é

um acoplamento impar. Por fim, as equacgoes de fluxo sdo [Fisher 1992, Hyman 1996],

% =P[R (Q)—-P(Q)]-P (Q)/djadjbpz (o) P2 ()& (J - JQGéb) ’
30 = A @) - R@) - R@ faanr o) P o) (15 ).

Note a dualidade quando da troca de 1 < 2.

A solugao trivial desse conjunto é Py = P, = P descrita em (2.5), porém, ela é instavel
com relac¢do a introdugao de qualquer quantidade de dimeriza¢do [Hyman 1996|, ou seja,
na linguagem do GR a dimerizagao é um operador relevante.

A desestabilizagao do ponto fixo de desordem infinita (PFDI) pode ser entendida em

termos do parametro

5= In Jo; — In Joiqq
N Var (hl JQZ> + Var (hl JQZ')’

que seria uma medida da dimerizacao ou, equivalentemente, da distancia ao ponto critico

(2.11)

§ = 0. Para |dy| < 1,° o fluxo de renormalizacao flui muito semelhantemente ao da cadeia
nao dimerizada, ou seja, o sistema mal “sabe” que ha uma pequena diferenca entre os

acoplamentos pares e impares e as distribui¢oes P; 5 fluem em direcao ao PFDI dado pela

®Aqui &y é o valor inicial de § calculado pela eq. (2.11) para as distribui¢des originais (ndo renormali-
zadas) dos acoplamentos pares e impares.
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eq. (2.5). Todavia, a perturbagao § cresce linearmente com I' = —In {2 e se torna da ordem
da unidade na escala de energia I';! &~ 2|dy| [Fisher 1992, Hyman 1996, Igloi 2001]. Note
que nesta, a densidade de spins ¢ aproximadamente igual a n, ~ 1/I'2, uma vez que o
fluxo de renormalizacao era aquele governado pelo PFDI, portanto a distancia média entre
estes ¢ da ordem de L, ~ n;' ~ 1/]0>. Além disso as distribuicoes P, e P, sdo do
tipo lei de poténcia com expoente aproximadamente igual a 1 — 1/z, com 1/z ~ 1/T. ~
2|d0] . A partir da escala de energia I';, as distribui¢des divergem entre si. Isto pode
ser facilmente entendido da seguinte maneira. Supondo que dy > 0, a partir de I'. os
acoplamentos pares serao tipicamente mais fortes que os impares, e dessa maneira, ha uma
maior probabilidade destes serem escolhidos para a dizimacao. Quando um acoplamento
par é dizimado, retiram-se dois acoplamentos impares e insere-se um novo de magnitude
muito mais fraca que também é impar, logo acoplamentos impares extremamente fracos
serao gerados. Nos estagios finais do GR a distribuicao P, serd uma lei de poténcia com
expoente 1 — 1/z e a distribuicdo P; serd extremamente fraca e singular. Teremos entao
uma colecao de dimeros livres extremamente separados entre si. A distancia média entre

0s spins que compoe o par é L. e os acoplamentos seguem uma distribuicao nao universal

Py (J) ~ ZLQ (%)H/Ze Q- J).

dada por

Com esses resultados, algumas quantidades fisicas sao imediatamente calculadas. O

escalonamento dinamico é dado por
O~ Ly, (2.12)
que é uma lei dinamica usual, a susceptibilidade magnética,
X~ Tz (2.13)

diverge com lei de poténcia e a fungao correlacao é de curto alcance com comprimento
caracteristico
§x L.~ 272 (2.14)

ver refs. [Fisher 1992, Hyman 1996]. E pela natureza do estado fundamental, esta fase de
Griffiths é comumente denominada fase dos dimeros aleatorios (“Random Dimer Phase”
no original). Esses resultados resumem e caracterizam a fase de Griffths. Esta ¢ uma fase

onde raras regioes do sistema tem desordem infinita e controlam a fisica de baixas energias
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dando origem a quantidades nao universais. Para ser mais especifico, essas raras regioes
sao aquelas entre o par de spins que formam o dimero geradas pelo fluxo do GR quando o
sistema era pouco dimerizado. Sao excitagoes virtuais dos singletos de spins 1a dizimados
que medeiam a fraca interacao entre os spins do dimero.

Os resultados (re-)apresentados nesta se¢ao sao validos somente para |dy| < 1. Isto por-
que as quantidades de interesse nao sao universais e dependem de estagios intermediérios
do fluxo de renormalizagao. Recentemente, Igloi et al. conseguiram acompanhar analiti-
camente esse fluxo para uma certa familia de distribui¢oes iniciais, e dessa forma foram
capazes de determinar exatamente o expoente dindmico z em fungao de P; 5 [Igloi 2001].

Analisemos agora o caso extremo em que 0y > 1, i. e., dimerizacao inicialmente forte,
ou equivalentemente desordem inicialmente fraca. Neste caso, somente os acoplamentos
pares serao dizimados gerando acoplamentos impares infinitamente mais fracos, ou seja, a
distribuigao P, nao sera renormalizada (exceto pela dizimagao de seus acoplamentos mais
fortes) e portanto o estado fundamental serd uma cole¢ao de dimeros livres ordenados for-
mados sobre os acoplamentos pares, equivalentemente ao caso limpo. A susceptibilidade
magnética dependera fortemente da distribuigao inicial de P, e para os casos experimentais
de maior relevancia deve ir a zero, caracterizando o "gap" de Haldane. Na estrutura do
GRDF, os dimeros (singletos) sao formados sobre os acoplamentos pares e o ordenamento
é perfeito. Isso é verdade na auséncia de acoplamentos impares. Entretanto, estes nao sao
nulos, e por tal motivo as flutuagoes quanticas (fortes em 1D) e estatisticas gerarao regioes
onde os pares de singleto (dimeros) estardao formados sobre um acoplamento impar. En-
tre essas regioes de diferentes estruturas topologicas um spin desemparelhado deve surgir
(soliton), e como o custo energético da regiao de estrutura topologica “errada” deve ser
proporcional ao seu volume, entao o séliton deve estar confinado em um potencial linear
[Hyman 1996].° Neste caso, a fisica de baixas energias ¢ governada por esses solitons con-
finados, equivalentemente ao caso limpo, e nao por dimeros acoplados desordenadamente
como no caso em que & < 1 (analisado anteriormente). Entdo dizemos que a desordem
fraca é um operador irrelevante e o sistema se encontra na fase de Haldane caracteristica
do sistema limpo, cujo expoente dinamico é z = 1.

Para finalizar essa se¢do, queremos apontar o fato de que as contrapartidas limpas das
cadeias AF’s de Heisenberg de spins-1 e de spins-1/2 dimerizadas sd@o objetos analogos.
Ou seja, definindo que J e J sido os acoplamentos alternantes da cadeia de spins-1/2

. . . ! , . o~
dimerizada AF, mostra-se que se pode variar J de J até —oo sem uma transicao de fase

6Para a cadeia espontaneamente dimerizada, o séliton nao é confinado. As conseqiiéncias deste fato
serao discutidas mais tarde no cap. 3.
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[Hida 1992, Hung 2004|. Ambos os sistemas apresentam ordem de longo alcance escondidas
com parametros de ordem correspondentes [Nijs 1989, Hida 1992|. Tal ordem ainda esta
presente mesmo no sistema fortemente desordenado [Hyman 1996|. Entretanto, as cadeias
de spins-1 AF’s desordenadas apresentam 3 fases determinadas pela desordem. Desordem
fraca é irrelevante. O "gap" de Haldane persiste e o sistema se encontra na fase de Haldane.
Desordem moderada fecha o "gap" de Haldane e o sistema se encontra numa fase de
Griffths. Essas duas fases sao analogas as da cadeia dimerizada desordenada discutidas
nesta secao. Entretanto, para desordem forte, o sistema é dirigido para a fase universal
dos singletos aleatorios [Hyman 1997, Monthus 1997, Saguia 2002|, inexistente na cadeia
dimerizada. Veja que dois sistemas cujas contrapartidas limpas sao anélogas apresentam

caracteristicas de baixas energias distintas na presenca de desordem.

2.3 A cadeia de Heisenberg ferromagnética e antiferro-

magnética

Nesta secao, introduzimos a generalizacao do GRDF para levar em conta a dizimacao de
acoplamentos ferromagnéticos (FM’s), e mostramos sua aplicagao para o estudo das cadeias

de spins desordenadas com acoplamentos FM’s e AF’s.

Esta generalizac¢ao foi introduzida por Westerberg et al. (ver ref. |Westerberg 1995]) e
é de grande relevancia para a aplicacao do GR para as escadas de spins que nos estudamos

(ver cap. 3).

O objetivo maior desta generalizacao é levar em conta a dizimacao de acoplamentos

ferromagnéticos. Para tal considere o hamiltoniano

H=> JSiSi, (2.15)

onde as constantes de acoplamentos .J;’s sao variaveis independentes aleatorias e podem as-
sumir valores positivos e negativos, e os operadores S;’s sao variaveis de spins de tamanhos

arbitrarios.

Seguindo os mesmos passos do GRDF', devemos procurar o par de spins mais fortemente

acoplados entre si, i. e., com maior "gap" de excitacao. Aqui define-se "gap" de excitacao
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entre o ¢-ésimo spin e seu vizinho posterior,

(2.16)

i

|Ji| (Si + Six1), se J; < 0 (acoplamento FM),
Ji (1S; — Siya| + 1), se J; > 0 (acoplamento AF),

como sendo ¢ a diferenca de energia entre o primeiro estado excitado e o estado fundamental
devido o acoplamento entre estes. Note que é natural definir a escala de energia Q =

max {A;}. Uma vez encontrado tal par de spins, por exemplo Sy e S, deve-se diagonalizar
Ho = J5S;y - S3,

e tratar

Hy = JiS1-So + J2S3 - Sy,

como uma perturbacao de Hy. O hamiltoniano H ¢ facilmente diagonalizado através do
operador de spin total S = S, + S3. Os auto-estados sao auto-estados do operador S
que pode assumir todos os valores permitidos pelas regras quanticas de soma de momento
angular, ou seja, S = |9y — Ss|, |92 — 55|+ 1, ..., S+ 55— 1, Sy + 53, cujos auto-valores
sdo iguais a Jo (gz S — ég) /2, onde S = S (S + 1) & o quadrado do operador momento
angular total, e a degenerescéncia do estado (multipleto) fundamental é igual a 25 + 1.
Caso S # 0, entao em primeira ordem de teoria de perturbagdo degenerada encontramos
que

H. = (Hy)y=1S1-S+ S-Sy, (2.17)

onde (...), denota a média no multipleto fundamental, S é o operador de spin S cor-
respondente (|Sy — S3| se Jo > 0, Sy + S3 caso contrario), J, = Jic <§, Sg,Sg) e Jy =

Jzc <§, Ss, 52>. Este resultado é obtido pelo teorema de Wigner-Eckart que diz que

(Ss), = c<§,52,53> S,
(S3), = c<§,53,52> S,

onde ¢ (g, So, S3> ¢ uma constante que nao depende do valor da projecao dos spins em
alguma dire¢do especifica [Sakurai 1985]. Esta foi calculada na ref. [Westerberg 1995| e é

igual a
S(S+1)+5(S2+1)—55(55+1)

¢(5, 52, 53) = 25(S+1)

. (2.18)
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No caso em que S = 0, o estado fundamental é um singleto e deve-se ir até segunda

ordem em teoria de perturbacao, o que nos leva a

_ (0[Hy|S) (S|Hy|0)
B = 2= p"m

570

1

_ mzs:@um& (S|Hyl0),

— 1 2
= m@}h’l\o%

= jSl -S4 + cte, com J = 2J1J3S§}S2 + 1)’
2

(2.19)

onde |S) denota os auto-estados correspondentes ao multipleto S, Eg a respectiva auto-
energia nao perturbada e o termo constante pode ser desprezado. Na primeira passagem
usa-se o fato de que (0|H;|S) é diferente de zero somente para S = 1, que vem do fato
de que o hamiltoniano H; s6 “conecta” multipletos adjacentes. O resultado (2.19) é a
generalizagdo para spin S qualquer da eq. (2.3).

Os resultados descritos nas eqs. (2.17) e (2.19) descrevem a generalizagao dos processos
de dizimacao para levar em conta acoplamentos ferromagnéticos e spins maiores do que

1/2. A fig. 2.4 ilustra pictoricamente a generaliza¢do do procedimento de dizimagao.

J
seS~§ k E\
J N ;] e 5b>0,
\ M \ B
1 2 3 4 caso ~ 3
contrario, J S 3
P E

Figura 2.4: Representacao pictorica do procedimento de renormalizagao supondo que o
maior "gap" de excitacao é igual a 2 = A,.

Como no caso das cadeias AF’s de spins-1/2, devemos iterar as transformagées do GR
e encontrar as distribuicoes de ponto fixo. Porém, agora devemos levar em conta as trans-
formacoes do tamanho dos spins e o tipo de acoplamento (FM ou AF) em adi¢ao a magni-
tude dos "gaps" de excitacao. Westerberg e colegas entao acompanharam as distribuicoes

dos acoplamentos ferromagnéticos, P (A, Sg, Sp), e antiferromagnéticos, P4 (A, Sg, Sp)
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|Westerberg 1995].

Antes de argumentarmos sobre o fluxo das distribuicges P4 note que a concentracio
de acoplamentos FM’s e AF’s deve ser finita perto do ponto fixo. Sejax = Ny/ (N4 + Np)
a concentracao de acoplamentos AF’s na cadeia. Ambas as cadeias FM’s (x = 0) e AF’s
(x = 1) sdo instaveis contra a introduc¢do de acoplamentos de sinal oposto. No caso da
cadeia totalmente AF (x = 1), a menos que o processo de dizimacao seja em segunda
ordem de teoria de perturbacao, a remoc¢ao de um acoplamento AF da cadeia converte em
FM um dos acoplamentos vizinhos (ver eqs. (2.17) e (2.18)). Na cadeia totalmente FM
(x =0), um acoplamento AF sempre sobrevive porque a dizimagao de um acoplamento
FM nao muda o sinal dos acoplamentos vizinhos (novamente, ver eqs. (2.17) e (2.18)), e
se este acoplamento AF for dizimado, um dos acoplamentos vizinhos se tornara AF. Dessa
forma, argumenta-se que, no ponto critico, as fracdes de acoplamentos AF’s e FM’s, x* e
1 — z*, respectivamente, sao nao nulas. Somente nos casos em que a cadeia é totalmente
FM ou totalmente AF com magnitude uniforme dos spins é que z* é igual a zero ou 1,
respectivamente.

Infelizmente ndo se tem uma solucdo analitica das equacdes de fluxo de P4, O estudo
dessas distribuicoes realizado por Westerberg et al. foi essencialmente numérico, entre-
tanto, algumas hipoteses de escala podem ser feitas. Espera-se que, perto do ponto fixo,

as distribuigoes P4 exibam o seguinte comportamento [Westerberg 1995]:

_ A S Sp
PA (A> SE> SD; Q) = 0 MAQA (QAA’ O—ra’ Q—HA) ’ (220)

_ A Sgp Sp
pPr (A, Sg,Sp;)) = Q MFQF (QAF’Q—RF’Q—HF) . (2.21)

Esses 6 expoentes nao sao todos independentes, na verdade, encontra-se que

K=FKa = KF, (2.22)
1=X4 = Ap, (2.23)
1—2Kk=ps= pup. (2.24)

A eq. (2.22) vem do fato de que nao pode haver uma separac¢ao nas escalas do tamanho
dos spins que compartilham acoplamentos AF’s e FM’s (hipdtese de que 0 < x* < 1).
A eq. (2.23) vem de resultados numeéricos que indicam que o valor médio dos "gaps" de
excitacdo das distribuicoes P4, quando medido em unidades de €2, é finito e independente

de Q [Westerberg 1995|. E finalmente, a eq. (2.24) vem do Jacobiano quando da mudanga
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de variaveis entre as distribui¢oes PAF) — QAU Dessa maneira, a hipotese de escala das
eqs. (2.20) e (2.21) simplifica em

PAT (A, S, Sp; Q) = Q*-1QAF (% SEQF, SDQ“) . (2.25)

Finalmente, a tltima hipotese de escala se refere ao escalonamento dinamico
Lo~ Q77 (2.26)

onde Lq é a distancia média entre os aglomerados de spins efetivos correspondente a escala

de energia §2. O expoente v é relacionado ao expoente x através de
v =2K. (2.27)

Como o tamanho de um determinado spin efetivo, S, esta relacionado com os spins originais

por
l

Z +3;

i=1

S =

onde [ é o nimero de spins originais que compoe o spin efetivo S, e dois spins vizinhos
entram na soma com o mesmo sinal se o acoplamento mituo entre estes for FM, caso
contrario entram com sinais opostos. Como a posicao dos acoplamentos FM’s e AF’s é
aleatoria, isto nos leva a um tipico problema de passeio aleatorio, e portanto S ~ /1.
Entretanto, o niimero médio de spins que compoe um determinado aglomerado de spin é
proporcional a distancia média entre os aglomerados de spins que formam a cadeia efetiva.
Logo,
S~ L,

0 que nos leva a eq. (2.27).

Dadas essas hipoteses de escala, vamos nos ater agora aos resultados numéricos obtidos
por Westerberg et al. [Westerberg 1995]. Estes autores investigaram inameras cadeias de
spins. Desde cadeias inicialmente pouco desordenadas totalmente AF’s de spins-1/2 com
uma pequena concentragao de impurezas de spins-1 até cadeias extremamente desordenadas
com acoplamentos FM’s e AF’s e com spins cujos tamanhos poderiam ir até 20. O resultado
principal foi que todas as hipoteses de escala (eqs. (2.22) a (2.27)) foram confirmadas. Em

particular a convergéncia da hipotese (2.27) foi a mais rapida de todas, ou seja, v e K
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satisfazem a eq. (2.27) antes de convergirem para seus respectivos valores de ponto fixo, o

que confirma a robustez do argumento de passeio aleatorio.

O fato mais interessante encontrado por estes autores foi que os expoentes convergem

para valores que dependem das distribuicoes iniciais da seguinte forma:

Para distribuicoes regulares e pouco singulares, i. e., para distribuicoes de "gaps" de

< (.75, os autores encontraram

~

excitagdo menos singular que P (A) ~ A~% com 0.65 < y.

que os valores de ponto fixo dos expoentes sao

Kip = 0,22+0,01,
Nyp = 1,000,005,
v = 0,44 £0,02.

Além disso, a fragao de acoplamentos AF’s convergiu para z* = 0.63 e as distribuicoes de

"gaps" de excitacao FM’s e AF’s seguem

PF(A) ~ AT (2.28)
PA(A) ~ ATOTO (2.29)

Para distribui¢bes mais singulares que P (A) ~ A~% os expoentes sao nao universais
e as distribuicoes P4 convergem para pontos fixos ndo universais mais singulares que
aquela correspondente a regiao universal. Eles nada comentam sobre a convergéncia de z,

mas é evidente que este é finito e entre 0 e 1.

Pelo fato de que a cadeia renormaliza para uma colegao de spins arbitrariamente grandes
e fracamente acoplados, nomeou-se essa fase de fase dos grandes spins (“Large Spin

phase” no original) [Westerberg 1995].

Como as distribuigoes de ponto fixo sao singulares, as quantidades termodinamicas sao
calculadas da mesma maneira que no caso das cadeias de spins-1/2 AF’s descrita nas se¢oes

anteriores.

A entropia especifica, por exemplo, pode ser calculada diretamente pela definicdo de
Boltzmann [Westerberg 1995],

o

= kpln (2(S) +1) ~ T |InT|,
LQ:T
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no regime em que (S) > 1. O calor especifico escala com

d 2K
Cr =T 2zo ~ T InT|.

A susceptibilidade magnética estatica segue uma lei universal do tipo Curie,

no <Sz> <S2> 1

T TLop T’

X ~J
independentemente se o sistema se encontra na regiao universal ou nao.

A funcao correlacao que convenientemente surge é
Cij = (i3S - S;)

onde 7;; = Hi;isgn(—(]k) para j > 1. Coube a Hikihara et al. calcular, através de
grandes esfor¢os computacionais, o comportamento desta fun¢ao |[Hikihara 1999|. Devido
a natureza das regras de dizimacao, os spins efetivos crescem indefinidamente e por isso
pode-se pensar que o sistema torna-se classico, e eventualmente apresentar ordem de longo
alcance. Entretanto o sistema é essencialmente quantico, e em 1D pode-se argumentar que
a ordem de longo alcance deve ser suprimida. Hikihara e seus colegas encontraram que a

funcao correlacao média e tipica sao proximas uma da outra e se comportam como

1
i —j|

Cy =i =i j) (2:30)
Realmente nao se tem ordem de longo alcance. Porém, impressionantemente, as correla-
¢oes sao maiores do que quase-longo alcance (lei de poténcia). Este decaimento com o
logaritmo da distancia é mais um efeito exotico presente em sistemas quanticos interagen-
tes unidimensionais e desordenados. No cap. 4, relacionamos as regras de aglomeracao de
spins deste sistema com as da cadeia de spins SU(N) AF desordenadas. Dessa maneira

conseguimos deduzir analiticamente a funcao correlagao (2.30) [Hoyos 2004b].

Antes de finalizar essa se¢ao, gostariamos de chamar atencdo para uma relacao relati-
vamente simples que, pelo nosso conhecimento, passou despercebida. Uma vez de posse
das distribuigoes de ponto fixo (2.28) e (2.29), podemos calcular a fra¢ao de spins ativos
(ou aglomerados de spins efetivos), ng, através dos processos de dizimagao. Como em cada

dizimagao apenas um grau de liberdade de spin é efetivamente retirado (independente se
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0 processo é da dizimagao de um acoplamento FM ou AF),” temos que
dng = [2P* (A = Q) + (1 —2) PF (A = Q)] nad,

0 que resulta em
ng ~ QY2 (2.31)

onde
l)z=z/2a+ (1 —2x)/2p, (2.32)

com z4 r definidos a partir das distribui¢oes de ponto fixo PAF ~ AV1/zar - Utilizando
os valores de z4 r e x obtidos por Westerberg et al. na regiao universal, encontramos que
1/2z =~ 0.4 que esta bem proximo do valor de v encontrado numericamente. Note que a
distancia média entre os spins ativos Lq é inversamente proporcional a ng, desse modo a
eq. (2.31) é a propria equagao-hipotese de escalonamento dinamico (2.26), porém, agora
ela é deduzida como conseqiiéncia das distribuicoes de ponto fixo assumirem formas do

tipo leis de poténcia [Hoyos 2004a].

Finalmente para finalizar essa se¢ao, gostariamos de chamar atencao para alguns aspec-
tos da aplicacao do método do GRDF na cadeia em questao. Note que uma vez atingida
a distribuicao de ponto fixo, esta nao se torna mais singular. A partir dai, o processo
perturbativo de dizimacgao nao tende a melhorar, a probabilidade de encontrar um "gap"
de excitagao vizinho, A, que esta entre CQ e 2, ou seja, CQ < A < €2, onde C' é uma
constante entre 0 e 1, é independente da escala de energia ). Lembre-se que no caso da
distribuigao de PFDI, esta probabilidade ia a zero (ver se¢ao 2.1). Portanto, Westerberg
e colegas concluiram que os resultados aqui reportados nao sao assintoticamente exatos,
porém qualitativamente corretos. Por fim, ainda ha uma peculiaridade dos processos de
dizimacao que deve ser apontada. Em certas dizimacoes, o "gap" de excitagdo renorma-
lizado é maior que os originais dizimados (chamamos isto de dizimacao inconveniente), o
que é inconsistente com o intuito de abaixar a escala de energia ). Entretanto, para a ca-
deia em questao, tais processos sao raros e na dizimacao imediatamente apos a dizimagcao
inconveniente o "gap'" de excitacdo renormalizado é dizimado e a escala de energia volta
a baixar |Westerberg 1995|. Porém no caso de cadeias AF’s de spins-S com S > 1/2, a

maioria das dizimacoes sao incovenientes se a desordem do sistema é inicialmente fraca

"Isso somente ndo é verdade no caso em que dois spins de mesma magnitude que compartilham um
acoplamento AF sao dizimados, entretanto a probabilidade de tal processo é cada vez mais remota no
limite Q — 0.
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e a escala de energia nao abaixa. Neste caso, o GR como aqui mostrado nao pode mais
ser aplicado [Boechat 1996], e tratamentos mais cuidadosos devem ser levados em conta
[Hyman 1997, Monthus 1997, Saguia 2002, Refael 2002, Saguia 2003, Carlon 2004].






Capitulo 3
As escadas de spins-1/2

Neste capitulo, relatamos nosso estudo sobre as escadas de spins-1/2 antiferromagnéticas

desordenadas dos tipos 2 pernas e zig-zag.

O estudo foi essencialmente numérico. Aplicamos o grupo de renormalizacao para de-
sordem forte introduzido no capitulo anterior e acompanhamos a estrutura topologica das
escadas ao longo do fluxo de renormalizagao. Esta abordagem se mostrou de extrema utili-
dade porque nos permitiu classificar exatamente a classe de universalidade desses sistemas.
O nosso resultado mais interessante foi mostrar que as escadas sempre renormalizam em

alguma das cadeias de spins abordadas no capitulo anterior.

Com relacao a escada de duas pernas, verificamos que esta sempre renormaliza para uma
cadeia de spins-1/2 dimerizada antiferromagnética que suporta duas fases, a fase de Hal-
dane e a fase de Griffiths. Com relagao a escada zig-zag, encontramos que para frustracao e
desordem grandes, o sistema renormaliza para uma cadeia de spins com acoplamentos ferro
e antiferromagnéticos (porém com algumas diferengas que serdo apontadas no momento
oportuno). Por outro lado, se a frustragdo e a desordem sao suficientemente pequenos,
a escada renormaliza para a cadeia de Heisenberg de spins-1/2 antiferromagnética e se

encontra na fase dos singletos aleatorios.

Este capitulo esta estruturado da seguinte maneira. Primeiramente na secao 3.1 abor-
damos como o método do GR se aplica para a diferente topologia das escadas, e em seguida
nas segoes 3.2 e 3.3 o aplicamos para a escada do tipo duas pernas e zig-zag, respectiva-
mente. Por fim, na secao 3.4, resumimos as conclusoes e discutimos algumas possiveis

implicacoes de nosso estudo e outros tipos de cadeia.

31
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3.1 O procedimento de renormalizacao

Generalizamos nesta se¢ao o grupo de renormalizacao para desordem forte introduzido no
capitulo anterior para uma topologia diferente daquela de uma cadeia. Tal generaliza-
¢ao, como ficard mais evidente a seguir, é uma simples extensao do GR da cadeia ferro
e antiferromagnética (ver secao 2.3) para um sistema onde o namero de coordenagao é

qualquer.

Considere o hamiltoniano,

H=Y"J;Si8; (3.1)

i<j
onde Jij é a constante de troca referente a interacao entre os spins S; e Sj. Consideraremos
que esta ¢ uma variavel aleatoria independente tanto em magnitude quanto em sinal, e S;

é o operador usual de spin-S referente ao sitio 7.

Seguindo a idéia de dizimar graus de liberdade de alta energia, escolhemos o par de spins
com maior energia de excitacao 2 = max {A;;} como definido na eq. (2.16). Chamemos o

par escolhido de S, e S3. Dessa maneira devemos tratar
Hy = JogSa - Sg,
como o termo de maior relevancia em H e
H, = H — Hy,

como um perturbacao de Hy. Tratando H; perturbativamente, os termos de relevancia sao

aqueles em que S, e Sg aparecem, ou seja,

Hy =Y JiaSi-Sa+ Y JigSi-Ss.
i#0 i

Caso o estado fundamental de H; seja degenerado, em primeira ordem de teoria de

perturbacao encontramos que

Hep = (Hy) = c <S Sa, Sg> 3 JuSi- S+ (s S, Sa> 3 JsS: - S,
i#B it

- Z JS;-S, (3.2)

i
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onde (...), denota a média sobre o multipleto fundamental. Na primeira passagem usamos
o teorema de Wigner-Eckart. O operador de spin S ¢ aquele correspondente & simetria
do multipleto fundamental, S = S, + Sg, se Jog <0, e S = |Se — Spl, caso contrario. O
coeficiente ¢ d4 a projecao do spin S, ou Sz no multipleto S e esta dado pela eq. (2.18). Por
fim, a constante de acoplamento renormalizada que liga o spin efetivo S ao spin localizado

no i-ésimo sitio do sistema é
Ji= ¢ (8,5085) Jia + ¢ (S, 85, 5 ) Jin (3.3)

Note que o hamiltoniano efetivo (3.2) possui a mesma forma estrutural que o hamiltoniano
original (3.1). O efeito liquido deste passo de dizimacao foi a retirada de um grau de

liberdade de spin, da mesma maneira como na cadeia de spins ferro e antiferromagnética.

Devemos agora analisar o caso em que S, = Sg = S e Jo3 > 0. Neste, o estado
fundamental ¢ um singleto e nao ha corregoes em primeira ordem de teoria de perturbagao.

Entretanto, em segunda ordem,

_ N (0]H]S) (S[HA|0)
D Dy ey

S0

1

— m;@\HHS) (S|Hq|0),

— 1 2
= ﬁ<0’HJ0>>

onde usamos que o Gnico elemento nao nulo se dd quando S = 1. O operador H? ¢ um
operador composto por uma soma de termos do tipo 4 corpos. Em cada parcela desta,
dois desses 4 corpos sao os spins dizimados S, e Sz (podendo aparecer ou o quadrado
de um deles ou os dois na mesma parcela). Ao projetar os graus de liberdade destes
spins no singleto em questdo, a soma de termos do tipo 4 corpos de H? dara origem a um
hamiltoniano efetivo, H.s, que ¢ uma soma de termos do tipo 2 corpos. As parcelas do tipo
S? dao origem a termos constantes que, para nossos propositos, devem ser negligenciadas.
As parcelas de interesse sao aquelas do tipo jijSi - S;, com jij = J;j +0J;5, onde J;; é o
acoplamento nao renormalizado existente entre os spins S; e S; antes da dizimacao de S,
e Sg, e 0.J;; € a renormalizacao devido a essa dizimacgao. Dessa maneira concluimos que o
hamiltoniano efetivo é

Hep =Y JySi-S;, (3.4)

1<j
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que possui a mesma estrutura do hamiltoniano original (3.1). Para computar 6.J;; devemos

procurar os termos de H? em que S; e S; aparecem ao mesmo tempo. A soma deste é

2{JiaJja (Si - Sa) (S; - Sa) + JigJjs (Si - Sp) (S; - Sp)
+JiaJj (Si - Sa) (S; - Sp) + JigJja (Si - Sp) (S; - Sa)},

onde a primeira (segunda) parcela é devida a interagdo dos mesmos com S, (S3) e a terceira
(quarta) parcela é devida & interagao de S; (5;) com S, e S; (S;) com Sz. A média destes

termos no estado fundamental nos fornece

25 (S +1)

3 (Jiadja + JigJip — Jiadip — JipJja) Si - S;.

Como Ey — Ey = —Jup (ver eq. (2.16)) calculamos o acoplamento renormalizado

s 25 (S+1)
JZ‘]_JZJ_'_W

(Jia = Jig) (Jig = Jja) - (3.5)

Da mesma maneira como na cadeia de spins, dois graus de liberdade de spins sao
retirados quando da ocorréncia de uma dizimacao em segunda ordem de teoria de pertur-
bacao. Uma vez definidas as regras de dizimacao em primeira e segunda ordem de teoria
de perturbacao, terminamos a descricao da generalizacao do método do GR.

Para finalizar essa secao queremos frizar que, como esse procedimento se aplica para
qualquer sistema de Heisenberg (independentemente do seu niimero de coordenagao), a ge-
neralizacao do método do GR para desordem forte aqui apresentada pode ser, em principio,

aplicada em dimensoes superiores |Lin 2003].

3.2 As escadas de duas pernas

Reportamos nesta segao o nosso estudo sobre as escadas de spins-1/2 antiferromagnéticas

desordenadas do tipo duas pernas.

3.2.1 O modelo

O sistema leva esse nome por ter a mesma topologia de uma escada usual como mostra
a fig. 3.1. As interagoes do tipo primeiros vizinhos “desenham” os degraus e as pernas da

escada.



As escadas de spins-1/2 35
l//,’-_‘\\\ 3//,’-_‘\\\ 5//,’-—\\\\7
&e—o o666 o6 o o o

e 2 -4~ e ~___-"8

Figura 3.1: A escada de spin de 2 pernas.
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Além disso, como ainda ilustrado na mesma figura, a escada pode ser vista como uma

cadeia cujo hamiltoniano é dado por

H=> (JiSi-Si1 + KiSi - Sisa), (3.6)

onde J; e K; sao variaveis aleatorias positivas e independentes que descrevem as interacoes
entre primeiros e segundos vizinhos, respectivamente, e S; é o operador de spin-1/2 usual
referente ao sitio 7. Para que a topologia da cadeia seja respeitada, devemos impor que
Jo; = 0, Vi, como ilustrado na fig. 3.1, ou seja, inicialmente nao ha interacao entre um spin
localizado em um sitio par com o proximo spin a direita.

Uma vez definido o hamiltoniano desordenado (3.6), notamos que este é do tipo descrito
pelo hamiltoniano da eq. (3.1), e sendo assim podemos aplicar a generaliza¢ao do método
do GR para estudar o sistema. Mas antes de entrarmos no estudo que realizamos, vamos
realizar uma tunica dizimacgao para mostrar claramente como o fluxo de renormalizagao
muda o nimero de coordenagao (no caso igual a 3) do sistema. Suponha que o acoplamento
mais forte do sistema seja aquele entre os spins Sz e S5, ou seja, {2 = K3. (Na notagao do
hamiltoniano (3.1), Q@ = J35.) Como ilustra a fig. 3.2, ambos os spins devem ser retirados
do sistema, o acoplamento prévio existente entre os spins S; e Sg deve ser renormalizado
conforme a eq. (3.5). Além disso, surgem novos acoplamentos. Estes sdo entre os spins Sg
e S7, S1e Sy, Sye Sy, Si e Sg, e finalmente entre os spins S; e S7. Na cadeia renormalizada
(ver fig. (3.2)), o primeiro é do tipo primeiros vizinhos, o segundo e o terceiro sao do

tipo segundos vizinhos, o quarto e o quinto sao do tipo terceiros vizinhos e o tltimo é do

Figura 3.2: A escada de duas pernas renormalizada apos a dizimacao dos spins S3 e Ss.
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tipo quartos vizinhos. Note ainda que os acoplamentos entre os spins S7 e Sy, e Sg e S7
sdo necessariamente ferromagnéticos (ver eq. (3.5)), portanto, devemos esperar que spins
maiores que 1/2 surjam em futuras dizimagoes.

Com esta simples dizimacao, esperamos ter convencido o leitor de que a estrutura ori-
ginal da cadeia ¢ drasticamente mudada pelo fluxo de renormalizagao. Tanto o niimero de
coordenagao quanto o alcance das interagoes crescem e o tamanho dos spins que compoem
a cadeia também pode crescer. Todas essas mudancas tornam a tentativa de tratar analiti-
camente o fluxo de renormalizagao inviavel. Por esse motivo, conduziremos numericamente

0 nosso estudo sobre esse sistema.

3.2.2 Resultados numeéricos

Em nosso estudo numérico, consideramos que inicialmente os acoplamentos entre primeiros

e segundos vizinhos estao distribuidos de acordo com as seguintes leis de poténcia

1—a ("

Py(J) = JOO‘ <7°) , com 0 < J < Jo, (3.7)
1—a (Ko\°

Py (K) = KOO‘ (?0) , com 0 < K < K, (3.8)

respectivamente, e 0 < a < 1. O expoente a é uma medida da desordem enquanto a razao
A = Ky/Jy da o valor tipico da magnitude relativa entre os acoplamentos entre segundos
e primeiros vizinhos.

O nosso estudo numeérico se baseou principalmente no monitoramento da estrutura
topologica do sistema, ou seja, monitoramos a fracao de acoplamentos que sao do tipo
primeiros, segundos, terceiros e quartos vizinhos. O principal resultado que obtivemos é
que, independente dos valores de a e A, o sistema sempre renormaliza para uma cadeia,
ou seja, a fracao de acoplamentos de alcance maior que primeiros vizinhos vai a zero perto
do ponto fixo. Tendo esse resultado em vista, resumimos o procedimento numérico da
seguinte maneira.

Tomamos inicialmente uma cadeia de tamanho Ly = 2 x 10° spins. Procuramos o
par de spins cuja energia de excita¢do é a maior (€2) e aplicamos entao o procedimento de
dizimacao conforme especificado na secao 3.1. Este procedimento é aplicado sucessivamente
até que restem somente acoplamentos do tipo primeiros vizinhos. Durante o fluxo de
renormalizacao, acompanhamos a fracao de acoplamentos do tipo primeiros, segundos,

terceiros e quartos vizinhos, a fracdo de spins ativos, a fragdo de spins maiores que 1/2 e
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a fracao de acoplamentos ferromagnéticos. Tudo isso como funcao da escala de energia 2.
Ao final do procedimento de renormalizacao, verificamos que a cadeia é sempre populada
somente por spins-1/2 interagindo antiferromagneticamente. Entretanto, a distribuigao
dos acoplamentos pares e impares sao diferentes. O nimero de spins ativos na cadeia
renormalizada varia entre 500 e 2000, este depende dos parametros « e A, e a menor escala
de energia verificada em nossas simulacoes é da ordem de 1074°€), onde € ¢ a escala de
energia inicial que tomamos como a unidade. Finalmente, os dados gerados sao obtidos a
partir de uma média em 100 realizagoes de desordem.

A fig. 3.3 ilustra o comportamento tipico das quantidades estruturais do sistema ao
longo do fluxo de renormalizacao. Note que nos primeiros estagios do grupo de renor-
malizacao a fracao de acoplamentos de longo alcance aumenta, entretanto, quando nos
aproximamos do ponto fixo, a fracao de acoplamentos do tipo primeiros vizinhos vai a 1,
enquanto os demais tipos de acoplamento desaparecem, ou seja, a escada fluiu para uma
cadeia. Devemos aqui adicionar um detalhe importante. O leitor deve se perguntar como,
durante o fluxo de renormalizacao, acoplamentos de longo alcance desaparecem? Esse me-

canismo nao ¢ bem claro a partir da generalizacao do grupo de renormalizacao descrito

Escada de duas pernas
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Figura 3.3: A fracao de acoplamentos do tipo primeiros, segundos e terceiros vizinhos,
a fragdo de spins maiores que 1/2, e a fragdo de acoplamentos antiferromagnéticos como
funcoes da escala de energia () para o parametro de desordem o = 0,3 e razdao A =1, 0.
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na secao 3.1. Na verdade, acoplamentos de longo alcance existem e permanecem. Porém
a amplitude destes ¢ menor do que Quin = 1072°°Qy. Ao longo dos procedimentos de
renormalizacao, nos descartamos acoplamentos menores que o limite inferior €2,;,. Testa-
mos também outros limites como Qmi, = 1071590 e nao constatamos nenhuma mudanca

quantitativa.

Outro dado mostrado pela fig. 3.3 é a fracdo de spins maiores que 1/2, Ng~1/2/Ngpin,
onde Ng,in € 0 nimero total de spins ativos. Note que muito poucos spins sao maiores que
1/2, em nossas simulagoes raramente encontramos spins maiores que 1. Este resultado esta
de acordo com o ttimo dado que a fig. 3.3 ainda nos mostra. A fracao de acoplamentos
antiferromagnéticos, Nap/Nacop, onde Nap é 0 niimero de acoplamentos AF’s, vai a 1 perto
do ponto fixo. Como vimos na segao 2.3, uma cadeia totalmente antiferromagnética so é
possivel se todos os spins tem a mesma magnitude. Como ja adiantamos anteriormente, a
distribuicao entre os acoplamentos pares e impares é diferente. A magnitude dos acopla-
mentos pares ¢ ordens de grandeza menor que a dos acoplamentos impares de tal maneira
que, na maioria das vezes, quando o procedimento de renormalizacao ¢ interrompido, a
maioria dos acoplamentos pares ja foi descartada por ser menor que i, ou seja, a cadeia
é literalmente formada por dimeros livres. Esse cenario é perfeitamente compativel com o
da cadeia desordenada de spins-1/2 antiferromagnética dimerizada descrita na segao 2.2.
Como esse resultado é verificado para todas as condic¢oes iniciais de a e A, isso nos permite
concluir que a escada de duas pernas de spins-1/2 desordenada AF estd na mesma classe
de universalidade da cadeia de spins-1/2 AF desordenada dimerizada. Com base nesta
conclusao, a escada de spins estd em uma fase de Griffiths que é caracterizada por um
expoente nao universal denominado expoente dinamico, z. A relagao entre as escalas de

comprimento, Lq, e de energia, €2, é dada por
Q~ Ly~ (3.9)
Além disso, a susceptibilidade varia com a temperatura da seguinte forma'
X~ T (3.10)

e por fim a fungao correlagao é de alcance finito (ver se¢ao 2.2). Estas propriedades estao

de acordo com aquelas obtidas numericamente nas refs. [Mélin 2002, Yusuf 2002|.

!Na pégina 214411-3 da ref. [Hoyos 2004a], ha um erro tipografico para essa relagao. Aqui apresentamos
a forma correta.
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A fig. 3.4 mostra o diagrama de fases o vs. A que divide a regiao em que ha um pseudo-
"gap" de spin da regiao em que este foi completamente destruido. Na primeira, o sistema
se encontra numa fase em que o "gap" de Haldane caracterisitico do sistema limpo ainda
nao foi completamente destruido, a esta denominamos fase de Haldane desordenada que é
caracterizada por um expoente dinamico 0 < z < 1. Na segunda, o expoende dinamico é

maior que 1 e o "gap" de spin desaparece completamente, neste caso o sistema se encontra
na fase de Griffiths.

Escada de duas pernas
0.8 : : : , : ,

Fase de 0.6

06 | Griffiths c 04 | T ]

0.2 + ]
0 L L
o 0.4 0.01 0.02 7
N\
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0 (J " 1 " 1 " "
0 0.5 1 1.5 2
N

Figura 3.4: Diagrama de fases da escada de duas pernas de spins-1/2 AF desordenada. A
fase de Haldane é caracterizada por um pseudo-"gap” de spin onde o expoente dinamico
varia entre 0 < z < 1. Este “gap” é destruido pela desordem na fase de Griffiths, que por
sua vez é caracterizada por um expoente dinamico z > 1. Em ambas as fases o sistema é
dimerizado e nao universal. O detalhe é um aumento da regiao em que A é pequeno. O
erro dos dados é do tamanho dos simbolos.

A linha que delimita as duas fases é calculada simplesmente procurando os pontos em
que o expoente dinamico ¢ igual a z = 1. Este, por sua vez, ¢ calculado da seguinte maneira.
Durante o fluxo de renormalizacao, acompanhamos a fracao de spins ativos, ng, em funcao
da escala de energia ). Relacionando a escala de comprimento, L, com a distancia média

entre os spins ativos 1/nq, o expoente dinamico é facilmente calculado através de

ng ~ Ql/z.
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Figura 3.5: Calculo do expoente dinamcio z, (a) calculado diretamente da rela¢ao log ng ~
(1/2)log 24 cte para uma unica cadeia. A variagao para outras cadeias é da ordem de 1%.
(b) A distribuigdo de primeiros "gaps", A;, construida a partir da dizimac¢ao de 50000
cadeias de tamanho L = 100, 150 e 200. Para Ly > 200, o expoente dinamico satura
em z = 1,0. Este por sua vez é calculado a partir do ajuste da curva log P (—logA;) =
(1/z)log Ay + cte.

A fig. 3.5(a) ilustra ng como fungao de € ao longo do fluxo de renormaliza¢ao para uma
unica realizacao de desordem onde @ = 0,3 e A = 1,0. Note que, mesmo os dados sendo
gerados a partir de uma tinica cadeia, a flutuacao estatistica é extremamente pequena. A
fig. 3.5(b) mostra a distribui¢ao do "gap" de excitacao da cadeia, A;?, para os mesmos
parametros de v e A, e para cadeias de tamanhos Ly = 100, 150 e 200. Este método de
calcular o expoente dinamico é utilizado na ref. [Mélin 2002|. Se o sistema se encontra numa
fase de Griffiths uma medida da escala de energia, A;, deveria ser distribuida conforme
P~ Ai_l/z, o mesmo comportamento da distribuicao de ponto fixo dos acoplamentos da
cadeia de spins-1/2 AF desordenada (ver segao 2.2). Os autores dessa referéncia escolheram
o primeiro "gap" da cadeia, Ay, como medida da escala de energia. Dizimando intiimeras
cadeias e construindo a distribuicao dessa quantidade, o comportamento para A; pequeno
deve seguir o comportamento de escala P ~ A}_l/z. Para Ly > 200, o sistema esta livre

de efeitos de borda e o expoente dinamico é aquele do sistema infinito. Como podemos

ver os dois resultados mostrados na fig. 3.5(a) e (b) estdo em excelente acordo. Neste

2Calculado quando da dizimacdo de uma cadeia inteira até que reste somente um par de spins. A; é o
valor do "gap" de excitacao desse par.
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caso, concluimos que para A = 1,0, o sistema se encontra na fase de Haldane se a < 0, 3,
caso contrario, esta na fase de Griffiths. Este resultado esta de acordo com os resultados
numéricos obtidos na ref. [Yusuf 2002| para a susceptibilidade magnética. Para o < 0,3, x
vai a zero para I' — 0 e para a > 0,3, x é singular com a temperatura. Entretanto, estes
resultados numéricos estdo em desacordo com os da ref. [Mélin 2002|.

Retornando a discussao para o diagrama de fases descrito na fig. 3.4, para A < 1072,
o sistema sempre se encontra na fase de Griffiths. Entendemos este fato da seguinte ma-
neira. Para A — 0, o sistema se reduz a uma colecao de dimeros livres formados sobre os
“degraus” da escada. Tais dimeros estao distribuidos de acordo com a eq. (3.7) e, portanto,
z=(1- a)_l > 1 e portanto o sistema estd na fase de Griffiths. Para A pequeno esse
comportamento é mantido pelo GR, entretanto na regidao 1072 S A < 1,53, o "gap" de
Haldane do sistema limpo da origem a um pseudo-"gap" se a desordem é pequena, neste
caso o sistema se encontra na fase de Haldane desordenada. Para desordem suficientemente
forte, este é destruido e a fase de Griffiths reemerge novamente. Para A £ 1,53, somente
a fase de Griffiths existe. Este comportamento suavemente se conecta com o do limite
A — 00, onde as duas cadeias se desconectam e sao governadas pelo ponto fixo de desor-
dem infinita (ver se¢ao 2.1) que corresponde ao limite z — oo. Salientamos entretanto que,
para qualquer valor finito de A, o comportamento encontrado corresponde somente as duas

fases descritas na fig. 3.4, em acordo com o resultado das refs. [Mélin 2002, Yusuf 2002|.

3.2.3 Consideracoes finais

Nesta sub-se¢ao, discutimos brevemente um ponto intrigante que se faz presente na carac-
terizacao da fase de Haldane desordenada.

Como mostramos na sub-secao anterior, a escada de duas pernas renormaliza para
uma cadeia de spins-1/2 dimerizada, que por sua vez, comporta duas fases determinadas
pela desordem. Desordem pequena é irrelevante e a cadeia se encontra na fase dimerizada
(fase de Haldane) caracteristica do sistema limpo, cujo expoente dinamico é igual a z; =
1. Para desordem forte, o "gap" de Haldane é fechado e o sistema se encontra numa
fase nao universal denominada fase de Griffiths, onde o expoente dinamico z > 1 varia
continuamente com a desordem.

O leitor pode se indagar se na fase por noés denominada de fase de Haldane desordenada,
onde por 0 < z < 1 ser menor que z;, nao deveriamos caracterizar a fase pela desordem
ser irrelevante? E sendo assim, a sistema nao deveria ser governado pela fisica de baixas

energias do sistema limpo? Tais argumentacoes foram inicialmente feitas por Mélin et al.
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e eles conjecturaram que, por z < z;, a desordem deve ser irrelevante, e portanto, o sistema
deve estar na fase de Haldane do sistema limpo [Mélin 2002].

Como discutimos na secao 2.2, a cadeia dimerizada esta na fase de Haldane se a desor-
dem ¢é suficientemente pequena ou a dimerizacao equivalentemente grande. Dessa maneira
o estado fundamental é uma colecao de dimeros formados sobre os acoplamentos pares
(supondo que estes sao mais fortes que os impares). A fisica de baixas energias é dominada
pelas flutuagoes quanticas, alguns dimeros devem se formar sobre acoplamentos impares,
e dessa formar solitons confinados em um potencial linear. Dai a presenca do "gap" de
spin, e além disso o expoente dinamico ser igual a z; = 1. Argumentamos, entretanto,
que esse cenario nao é o caso verificado por nos para o tipo de desordem considerada. Os
dimeros que se formam e caracterizam o ponto fixo da escada de duas pernas estao sepa-
rados por dezenas de parametros de rede e os acoplamentos que os conectam nao sao oS
acoplamentos originais, e sim acoplamentos efetivos gerados pelo fluxo de renormalizacao.
Além disso, os acoplamentos que conectam os dimeros sao extremamente fracos (menores
que Qnin) e portanto ndo devemos esperar que flutuagoes quénticas sejam suficientes para
desestabilizar os dimeros. E por fim, a distribuicao renormalizada dos acoplamentos dos
dimeros nao possui um "gap" e, portanto, no caso em questao (0 < z < 1), o espectro nao
deve possuir um "gap", e sim um pseudo-"gap" como haviamos argumentado.

E bastante provavel que, para desordem inicial menor do que a que consideramos, a
distribuicao de ponto fixo dos acoplamentos dos dimeros possua um "gap", e nesse caso
a desordem deve ser irrelevante como conjecturaram Mélin et al., mas para o tipo de
desordem aqui consideradas, argumentamos que o sistema se encontra na fase de Haldane
desordenada.

Os resultados apresentados nesta secao resumem nosso estudo sobre as escadas de spins-

1/2 do tipo duas pernas.

3.3 As escadas zig-zag

Relatamos nesta se¢ao o nosso estudo sobre as escadas de spins-1/2 AF’s desordenadas do

tipo zig-zag.

3.3.1 O modelo

Similarmente ao caso da escada do tipo duas pernas, a topologia desse sistema nos permite

descrevé-lo como uma cadeia de spins com interacoes entre primeiros e segundos vizinhos,
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ver fig. 3.6.

O hamiltoniano em questao é o mesmo descrito na eq. (3.6), porém os acoplamentos
entre primeiros vizinhos, J;, sao todos nao nulos. Todos os acoplamentos sao antiferro-
magnéticos e sao variaveis aleatorias independentes inicialmente distribuidos de acordo
com Pj(J) e Pk (K) (ver egs. (3.7) e (3.8)) se sao do tipo primeiros e segundos vizinhos,
respectivamente. Ha uma importante diferenca entre essas duas escadas. Como os acopla-
mentos pares do tipo primeiros vizinhos na escada de duas pernas sao nulos, o sistema nao
é frustrado. Diferentemente, a escada zig-zag é frustrada, e como veremos mais para frente,
esse ingrediente é fundamental pra a fisica que emerge em baixas energias e diferencia as
duas escadas. Note que a razao A = K/ Jy se torna uma medida da frustra¢ao do sistema.
Para A = 1, o sistema é maximamente frustrado, e para A = 0 ou oo, a frustragdo vai a
7er0.

A escada zig-zag é estudada da mesma maneira como a escada de duas pernas. Apli-
camos a generalizacao do GR para desordem forte descrito na se¢ao 3.1. Monitoramos
ao longo do fluxo a estrutura topologica do sistema renormalizado através da fragao de
acoplamentos do tipo primeiros, segundos, terceiros e quartos vizinhos. Monitoramos tam-
bém a fragao de spins maiores que 1/2 e a fragdo de acoplamentos antiferromagnéticos. A
principal conclusao é a seguinte: a escada sempre renormaliza para uma cadeia de spins
com acoplamentos tanto do tipo antiferromagnéticos quanto ferromagnéticos. Somente
para uma pequena regiao onde tanto a desordem quanto a frustracao sao pequenas é que
o sistema renormaliza para uma cadeia totalmente AF de spins-1/2. No primeiro caso, o
sistema se encontra na fase dos grandes spins, e no segundo caso, o sistema esta na fase
dos singletos aleatorios. A seguir, mostramos os resultados numéricos que nos levaram a

essa conclusao.

Figura 3.6: A escada do tipo zig-zag.

3.3.2 Resultados numeéricos

Consideramos escadas de tamanho inicial Ly = 640.000 e os dados sao gerados a partir da

média sobre 5 realizagoes de desordem.
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Figura 3.7: Fracao de acoplamentos do tipo primeiros, segundos, terceiros e quartos vizi-
nhos, fragao spins maiores que 1/2, e fracao de acoplamentos antiferromagnéticos, todos
como fungao da escala de energia 2. Os parametros de desordem e frustragao sao a = 0,0
e A = 1,0, respectivamente. Os dados sao gerados a partir da média sobre 5 realizagoes de
desordem. Para Q/Qq > 10719 o erro relativo dos dados é menor que 2%, caso contrario
¢ menor que 8%.

A fig. 3.7 mostra o principal resultado com relagao a estrutura topologica do sistema
perto do ponto fixo. Este sempre renormaliza para uma cadeia de spins. Além disso, a
cadeia renormalizada é predominantemente populada por spins efetivos maiores que 1/2, e
grande parte dos acoplamentos sao ferromagnéticos. Aqui, chamamos novamente atencao
para o fato de que, da mesma maneira como na escada de duas pernas, acoplamentos de

longo alcance existem, entretanto, descartamos aqueles menores que Qpin = 1072000).

O cenério aqui encontrado é caracteristico da cadeia de spins com acoplamentos ferro
e antiferromagnéticos (ver se¢ao 2.3), e como ilustra a fig. 3.8, as similaridades entre os
dois sistemas nao é fortuita. Na referida figura, mostramos o tamanho médio, (I), dos
aglomerados de spins e o tamanho médio dos spins associados a estes, (S), em funcao
da escala de energia Q. E caracteristica da fase de grandes spins que (I) ~ Q7Y% onde
z é o expoente dinamico, e (S) ~ Q7% onde k é uma constante. Além disso, z e k

estao relacionados por 1/z = 2k (ver egs. (2.27) e (2.31)). Ambos os comportamentos sao
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observados nas escadas zig-zag. Relembramos que a rela¢ao 1/z = 2k vem do fato de que
o tamanho dos spins efetivos é dado por uma soma aleatéria dos spins que o compoem.
Esta reflete o fato de que o processo de dizimacao dominante nao é a formacao de singletos
aleatorios. O fato da escada zig-zag apresentar essa caracteristica é forte indicio de que ela
pertence a mesma classe de universalidade que a da cadeia de Heisenberg com acoplamentos

ferro e antiferromagnéticos.

Escada zig-zag
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Figura 3.8: O tamanho médio dos aglomerados, (I), e o tamanho médio dos spins efetivos,
(S), como fun¢ao da escala de energia 2. No limite de baixas energias obtemos os ajustes
de (I) ~ Q7% e (S) ~ Q7009 Og parametros de desordem e anisotropia sio o = 0,0 e
A = 1,0, respectivamente. Os dados foram obtidos a partir da média sobre 5 realizacoes
de desordem e a variacao entre as amostras ¢ menor que 5%.

Nossa simulacoes também mostram que a distribuicao de ponto fixo dos "gaps” de ex-
citacio relativos aos acoplamentos FM’s e AF’s, PT' e P4, respectivamente, sio as mesmas

e do tipo lei de poténcia,
PA(A) =PI (A)=P(A) ~ ATz (3.11)

onde z é 0o mesmo expoente dinamico obtido pela relagao entre (I) e €, como esperado.
Queremos agora explorar a dependéncia do expoente dinamico com a desordem inicial.

A fig. 3.9 mostra o comportamento de z em funcao de a para varios valores de A. O
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menor valor encontrado foi de z ~ 1/0,15. O menor valor encontrado por Westerberg et
al. se refere as cadeias inicialmente pouco desordenadas e é universal igual a z, = 1/0.44
(ver se¢ao 2.3). Cadeias inicialmente mais desordenadas sao caracterizadas por expoentes
dinamicos nao-universais. Como pode ser visto pela fig. 3.9, para distribuicoes iniciais de
acoplamentos do tipo leis de poténcia, as escadas zig-zag sempre possuem um expoente
dinamico z > z, e, portanto, estao longe da bacia de atracao de comportamento universal
das cadeias FM’s e AF’s.

Escada zig-zag
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Desordem a

Figura 3.9: Variacao do expoente dindmico z em funcao do parametro de desordem «
para varias condi¢oes de frustracdo A. De cima para baixo, os circulos e linhas continuas
correspondem a A = 1,0, 0,6, 0,4, 0,2, 0,1, 0,05, e 0,025. Analogamente, os asteriscos e
linhas pontilhadas correspondem a A = 0,874, 0,67, 0,471, 0,271, 0,171, 10, e 105. O
erro relativo dos dados é menor que 10%, que corresponde ao tamanho dos simbolos.

Para o < 0,6, o comportamento de 1/z é linear com «,
1/z=aa+0b.

Note que para A > 1,0, a = 0 e para 1,0 < A < 1/0,4, b ndo varia, e assim o sistema
flui para um novo ponto fizo universal onde 1/z ~ 1/0,15. Este comportamento é similar
ao da cadeia de spins FM e AF mas com o valor do expoente dinamico diferente. Para
A < 0,4, todas as curvas tem o mesmo coeficiente angular a ~ 0,040+0, 002, e o coeficiente

linear varia logaritmicamente com A, i. e., b = by + byInA, com b; = 0,12 + 0,01, e
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b, = 0,020 £ 0,001. Entao deve haver uma transicao de fase no valor de a em que o
expoente dinamico diverge, @ = a.(A) = — (byIn A+ by) /a. Para o < a, o sistema ¢
governado por um ponto fixo de desordem infinita. Neste, a magnitude dos spins nao
cresce e nao ha a proliferacao de acoplamentos FM’s, ou seja, a escada renormaliza para
uma cadeia de spins-1/2 AF desordenada. Para o > 0,6, todas as curvas convergem
para o ponto = 0,95 e 1/2z = 0,05. Note, entretanto, que o« = 0,95 corresponde a
uma distribuigao inicial com expoente dindmico igual a z = 1/0,05 (ver egs. (3.7), (3.8) e
(3.11)). Isto é reflexo da inabilidade do procedimento de dizimagao, que é dominado por
dizimagoes em primeira ordem de teoria de perturbacao, gerar distribui¢oes mais singulares

do que a inicial.

Escada zig-zag
03 T T T T

1/z

Figura 3.10: Variacdo do expoente dinamico z em funcao do parametro de frustracao A
para distribui¢des iniciais do tipo caixa (6 = 0,05, leia o texto para maiores detalhes). O
tamanho inicial da cadeia é de Lo = 200000 e o erro relativo dos dados é menor que 5%,
do tamanho do simbolos.

No intuito de verificar se as escadas zig-zag de spins podem realizar ou nao o ponto
fixo universal das cadeias de spins AF’s e FM’s caracterizadas pelo expoente dinadmico
z = z,, estudamos esses sistemas na presenca de desordem fraca, ou seja, consideramos
distribuicoes de acoplamentos do tipo caixa, onde os acoplamentos estao uniformemente
distribuidos entre Jy — 6 < J < Jy e Ky —d§ < K < Ky, e tomamos que max {.Jy, Ko} = 1.

Exploramos véarios valores de 6 e sempre encontramos que z é maior do que z,. O menor
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valor encontrado se deu para o caso extremo 0 = 0,05, mostrado na fig. 3.10. Nesta,
mostramos 1/z em fung¢ao da frustracao A. Para A < 0,4, o sistema se encontra na fase
dos singletos aleatérios onde o expoente dinamico diverge com z ~ —In{). Para A > 0,4
o sistema se encontra na fase dos grandes spins onde o expoente atinge um valor minimo
de z = 1/0,22 (maior que z, = 1/0, 44 encontrado por Westerberg et al.) e para A Z 10,

z parece saturar em ~ 1/0,11.
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Figura 3.11: Diagrama de fases da escada zig-zag. A fase dos grandes spins (GS) domina
a maior parte do espaco de parametros. HA uma regido universal (drea sombreada) para
1S AZ25e05 ag 0,6 caracterizada por um expoente dinamico z ~ 1/0,15. Ha

~

também uma estreita regiao onde a frustracdo é pequena (ver detalhe) e o sistema se
encontra na fase dos singletos aleatorios (SA).

Concluimos entao que a escada zig-zag estd na mesma classe de universalidade que
a da cadeia de spins com acoplamentos FM’s e AF’s mas nao alcanca a regidao universal
encontrada nessas cadeias. Devemos lembrar ainda que a contrapartida limpa da escada
zig-zag é critica para A  A., com A, &~ 0,24, e é espontaneamente dimerizada e possui um
"gap" de spin para A Z A. |[Haldane 1982|. A natureza topologica do estado dimerizado,
entretanto, faz com que este seja instavel contra a introducao de desordem e portanto o
espectro do sistema desordenado é sempre sem "gap" |Yang 1996].

Baseado no comportamento do expoente dinamico, podemos determinar o diagrama

de fases da escada zig-zag desordenada como mostra a fig. 3.11. A fase dos grandes spins
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domina a maior parte do espago de parametros (A, ). Nesta fase, a fisica de baixas energias
¢ governada por um ponto fixo onde o tamanho médio dos spins efetivos cresce quando a
escala de energia é diminuida, e estes sao fracamente acoplados. A distribuicao dos "gaps"
de excitacao nao é universal exceto na regiao sombreada, onde o expoente dinamico ¢ igual
a z = 1/0,15. Nesta fase as propriedade termodinamicas sao bem conhecidas (ver se¢ao
2.3): O calor especifico C' ~ TY#|InT| e a susceptibilidade magnética segue uma lei de
Curie, x ~ T~1. A funcao de correlacao spin-spin média e tipica caem logaritmicamente
(como sera visto no cap. 4). Além disso, hd uma estreita regidao onde o sistema flui para
um ponto fixo de desordem infinita e a escada se encontra na fase dos singletos aleatorios
(ver detalhe da fig. 3.11). Nesta, as propriedades termodinamicas sao universais onde,
por exemplo, o calor especifico C' ~ —1/11r13 T, a susceptibilidade magnética diverge com
X~ 1/ (T In? T), e a funcao correlacao média decai com lei de poténcia com expoente igual
a 2 e a funcao correlacao tipica é suprimida exponencialmente, ~ exp {—r1/2} (ver segao
2.1).

3.3.3 Consideracoes finais

Desejamos agora discutir alguns aspectos intrigantes do comportamento do expoente di-
namico com relagao a desordem inicial mostrado na fig. 3.9. Quanto maior o expoente
dinamico, maior é a desordem do sistema no ponto fixo. Entretanto, para A <lea < 0,6
(linhas continuas), quanto maior é a desordem inicial do sistema, menor é a desordem final
efetiva. E intuitivo aceitar que, quanto maior a desordem inicial, maior deve ser a desor-
dem final, uma vez que os procedimentos de renormalizacao aqui descritos sempre tendem
a aumentar a desordem renormalizada. Como mostraremos agora, esse inesperado com-
portamento pode ser entendido analisando os procedimentos de renormalizacao no limite
A1,

Figura 3.12: Dizimacao esquemética nos primeiros estagios do GR.

Para comecar vamos escrever os acoplamentos efetivos gerados pelo procedimento de
dizimagao nos primeiros estagios do fluxo do GR quando todos os spins ainda sdo spins-1/2

e os acoplamentos sao AF’s (ver fig. 3.12). Supondo que os spins a serem dizimados sdo os
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Ss e Sy, ap6s o procedimento de renormalizacao estes devem ser retirados do sistema e os

acoplamentos restantes sao os seguintes. Do tipo primeiros vizinhos,

K13 (J23 - K24)

J12 = J12 - 2Q )
j _ (J23 - K24) (J45 - K35)
25 2Q )
F o K46 (J45 - K35)
J56 - J56 20 ’

do tipo segundos vizinhos,

K15 = QQ )
KQG _ K46 (J223Q_ K24)’

e surge um acoplamento do tipo terceiros vizinhos entre os spins S e Sg,

8 Ki13K6
Lop — 1097746
16 20

onde ) = J34.

Como os acoplamentos renormalizados do tipo primeiros, segundos e terceiros vizinhos
sao O (A%, O (AY) e O(A?), respectivamente, no limite em questdo podemos desprezar
os acoplamentos do tipo terceiros vizinhos e, dessa maneira, o sistema renormalizado é
topologicamente igual ao anterior onde a magnitude dos acoplamentos entre primeiros
vizinhos é muito maior que a dos acoplamentos entre segundos vizinhos. Neste caso,
nenhum acoplamento FM é gerado e a magnitude dos acoplamentos entre segundos vizinhos
vai a zero mais rapidamente que a dos acoplamentos entre primeiros vizinhos. Logo, o
sistema flui para um ponto fixo de desordem infinita caracteristico da cadeia de spins-
1/2 AF, e portanto, esta na fase dos singletos aleatorios. Este esquema é desestabilizado
quando, devido a frustra¢ao, um acoplamento FM entre primeiros vizinhos é gerado. Dos

3 acoplamentos renormalizados desse tipo, aquele que tem a maior chance de ser FM é o
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j25, e com probabilidade

P <j25 < 0) =2P (J23 < K24) P(J45 > K35),

:2{/OAPJ(J) {/JAPK(K)dK} dJ} «
{1—/OAPJ(J) {/JAPK(K)dK} dJ},

:Al—a (1 o %Al—a) ~ Al—a'

Como esperado, P (j25 < O) ¢ maior quanto maior for A, uma vez que A é uma medida
da frustracao. Além disso, esta probabilidade aumenta com «. Quanto mais acoplamentos
FM forem gerados, mais o fluxo do GR tendera a se desviar daquele que leva o sistema para
a fase dos singletos aleatorios. Como resultado, o expoente dinamico devera ser menor.

Isto explica o comportamento anoémalo de z em funcao de a.

No limite oposto (A > 1), este esquema de dizimagdo nao é valido. Supondo que
) = K35, 0 acoplamento renormalizado entre os spins Sy e Sy é agora um acoplamento do

tipo primeiros vizinhos e igual a

J23 (J45 - J34)

Joy = K.
24 24 + 20) )

enquanto o acoplamento de segundos vizinhos entre os spins S; e Sy é

~ K3 (Jas — J.
K = 13(;?2 34)‘

Vemos claramente que, neste caso, um acoplamento do tipo primeiros vizinhos ganha “for¢a”
e um acoplamento entre segundos vizinhos tem grandes chances de se tornar FM logo nos
primeiros estagios do GR. Dessa forma, rapidamente o sistema serd dirigido para longe do
PFDI em direcao ao ponto fixo que governa a fase dos grandes spins. Esperamos, portanto

que, neste limite, a fase dos singletos aleatorios seja atingida somente no ponto A~ = 0.

Note que a competicao entre as tendéncias do fluxo do GR para A grande e pequeno
aqui analisadas leva a um valor minimo de z (ver figs. 3.9 e 3.10). A presenca desse minimo

parcialmente explica a existéncia da regiao universal onde z é aproximadamente constante.

Para finalizar essa se¢ao, queremos utilizar o raciocinio aqui explicitado para analisar a

o caso considerado pela ref. [Yusuf 2003 em que a desordem é correlacionada. Nesta, Yusuf
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e Yang consideraram que os acoplamentos entre primeiros vizinhos da escada zig-zag estao
distribuidos de acordo com a eq. (3.7), porém, o valor dos acoplamentos entre segundos

vizinhos esta correlacionado com o dos primeiros através de

Jidiv1

K =A
1 QO Y

(3.12)

onde g =1e 0 < A < 1. Em suas andlises, os autores identificaram uma fase de singletos
aleatorios para A < 0,5 e uma fase de grandes spins para 0,5 < A < 1,0. Usando a
definicao de K; acima e supondo que o acoplamento a ser dizimado é 2 = J34, como

ilustrado na fig. 3.12, encontramos que

7 J23J45
Jos = (1 = A)?

25 ( N) 2Q )
o ’J12J25
Kis=A

15 ) Q Y

o ’J25J56
Kos = A

26 Q Y

onde A" = A/ (1 — A). Negligenciando o acoplamento entre terceiros vizinhos e as correla-
¢oes nas constantes de acoplamento Jis e J56, 0 novo hamiltoniano tem a mesma forma que
o original exceto pelo fato de que o parametro de frustracao A para K15 e Ko foi renor-
malizado. Note que, pela definigao de K; (ver eq. (3.12)), nas primeiras dizimagoes nao ha
possibilidade de geragao de um acoplamento FM. Entretanto, num estigio imediatamente
depois, ha uma probabilidade finita de surgimento de uma acoplamento FM aparecer se
A" > 1. Isto acontece se A > 0,5. Neste caso, a frustracio é suficientemente forte para
gerar acoplamentos FM’s, que é o mecanismo que dirige o sistema para longe da fase dos

singletos aleatorios em direcao a fase dos grandes spins.

3.4 Conclusoes

Neste capitulo, nés aplicamos o método do grupo de renormalizacao para desordem forte
para estudar as escadas de duas pernas e zig-zag de spins-1/2 antiferromagnéticas.
Focamo-nos principalmente na estrutura topologica do sistema e encontramos que, nos
primeiros estagios do fluxo de renormalizagao inumeros acoplamentos de longo alcance
eram gerados, mas assim que o fluxo era levado para o ponto fixo, somente interagoes entre

primeiros vizinhos restavam. Portanto, de maneira indubitavel, concluimos que as escadas
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renormalizam para uma cadeia de spins (ver figs. 3.3 e 3.7). Tal conclusdo nos permitiu
classificar as classes de universalidade desses sistemas em termos daquelas das escadas de

spins analizadas no capitulo 2.

As escadas de duas pernas sempre renormalizam para uma cadeia de spins-1/2 AF
dimerizada. Para o tipo de desordem analisada, ou o sistema se encontra na fase de
Haldane desordenada ou na fase de Griffiths. Ambas as fases sao caracterizadas por um
expoente dinamico z nao universal, onde na primeira, 0 < z < 1, e na segunda, z > 1.
Nessas fases, a susceptibilidade magnética escala com y ~ T-'/% e a relacdo entre as
escalas de comprimento, L, e energia, 2, é QQ ~ L7*. Como o sistema é dimerizado em
ambas as fases, a funcao de correlacao média deve ser de curto alcance. A distin¢ao entre
as duas fases se deve simplesmente ao fato de que na primeira a desordem nao foi capaz
de destruir por completo o "gap" de spin (o "gap" de Haldane) presente no sistema limpo,
possuindo assim um pseudo-“gap”, enquanto na segunda, este foi completamente destruido.
Procurando no espaco de parametros os pontos onde z = 1, construimos o diagrama de
fases desse sistema como ilustrado na fig. 3.4. Dessa maneira, concluimos que a escada de

duas pernas sempre estd na mesma classe de universalidade que a da cadeia de spins-1/2
AF dimerizada.

A escada zig-zag, entretanto, ou renormaliza para uma cadeia de spins FM e AF, ou,
para desordem e frustracao suficientemente pequenas, renormaliza para uma cadeia de
spins-1/2 AF. No primeiro caso, o sistema se encontra na mesma classe de universalidade
que aquela da cadeia de spins FM e AF. O sistema é caracterizado por um expoente
dinamico z que governa as leis de escala entre comprimento e energia, () ~ L™* mas a
susceptibilidade magnética segue uma lei de Curie, y ~ T~!. Além disso, os spins efetivos
que governam a fisica de baixas energias escala de uma maneira interessante com o tamanho
do aglomerado, (S) ~ /L (ver fig. 3.8), por isso dizemos que o sistema se encontra na
fase dos grandes spins. As funcoes de correlacao média e tipica tém comportamentos
semelhantes e decaem logaritmicamente. O sistema nao possui ordem de longo alcance,
mas possui correlacoes que decaem mais lentamente que no caso de quase-longo-alcance.
Além disso, o sistema apresenta uma regiao universal onde z independe da frustracao A
e da desordem « (ver fig. 3.11). Entretanto, esse ponto fixo universal é diferente daquele
observado nas cadeias FM’s e AF’s. Para desordem e frustracao suficientemente pequenas,
o expoente dinamico diverge, acoplamentos FM’s nao sao gerados, e a escada renormaliza
para a cadeia de spins-1/2 desordenada. Logo, concluimos que o sistema se encontra na

fase dos singletos aleatorios, governada por um ponto fixo universal de desordem infinita.
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Nesta, a susceptibilidade magnética diverge com x ~ 1/ (T In? T) e a funcao de correlacao
média cai com lei de poténcia cujo expoente é universal igual a 2. A funcao de correlacao
tipica é de curto alcance e ~ exp —v/L. Além disso, com simples argumentos, indicamos o
mecanismo que leva a escada zig-zag para longe do ponto fixo de desordem infinita: este é a
frustracdo. E este elemento que permite que acoplamentos FM’s sejam gerados de maneira
descorrelacionada no sistema acarretando assim um aumento efetivo da magnitude dos
aglomerados de spins efetivos, levando assim o sistema para a fase dos grandes spins. Da
mesma maneira, indicamos o diagrama de fases para a escada correlacionada encontrada
por Yusuf e Yang na ref. [Yusuf 2003]. Nossas conclusoes estao em acordo com as de Yusuf
e Yang mas divergem das de Mélin et al. reportadas na ref. [Mélin 2002].

Finalmente, queremos salientar que o fato das duas escadas renormalizarem para uma
cadeia nao deve ser exclusivo desses sistemas. Provavelmente, sistemas com topologias
quase-unidimensionais, como por exemplo a cadeia de 3 pernas, no limite de baixas ener-
gias, devem se comportar como uma cadeia. Essa extrapolacao é utilizada por Conti-
nentino et al. no estudo de varios boratos altamente anisotropicos. As medidas experi-
mentais de susceptibilidade magnética estao em acordo com as previstas neste capitulo
|Continentino 2005].



Capitulo 4
As cadeias isotropicas de spins SU(/V)

Neste capitulo relatamos o nosso estudo sobre as cadeias isotropicas de spins SU(NV) anti-
ferromagnéticas desordenadas.

O nosso estudo é focado em cadeias cujos spins sao representacoes irredutiveis total-
mente anti-simétricas do grupo SU(N). Nos generalizamos o método do GRDF para levar
em conta a dizimacgao de tais spins. Em seguida nos escrevemos a equacao de fluxo para as
constantes de acoplamento e a resolvemos analiticamente. Encontramos um tnico ponto
fixo estavel de desordem infinita que dirige o sistema para uma fase universal independente
da desordem inicial, e portanto o método se torna assintoticamente exato. As quantidades
termodinamicas e as fungoes de correlacao média e tipica sao calculadas em funcao de V.

Recomendamos ao leitor a leitura das referéncias [Cheng 1988| e [Jones 1990] para
uma introdugao a teoria de grupos, em especial ao grupo SU(NNV) e tabelas de Young.
Entretanto, o leitor nao deve ser um especialista em teoria de grupos para entender os
calculos que sao apresentados, podendo até dispensar a leitura dessas referéncias se o
intuito for somente entender a fisica de baixas energias desses sistemas. Como nos focamos
nos spins cujas representacoes sao totalmente anti-simétricas, pode-se escrevé-los como
funcao de operadores fermidnicos de criacao e destruicao, e a partir destes deduzir as
regras necessarias de dizimacao. Também fazemos uso das tabelas de Young. Estas sao
extremamente convenientes para calcular o valor do "gap" de excitacao de um par de spins
acoplados, para calcular a série de Clebsch-Gordan de duas representacoes irredutiveis e
para ilustrar os procedimentos/regras de dizimagao.

Como mencionamos na introducao, a motivagao para tal estudo é multipla. No estudo
de compostos dopados por terras raras e/ou actinideos, Cogblin e Schrieffer consideraram

a interagao dessas impurezas com os elétrons de conducgao do sistema e mostraram que esta
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apresenta uma simetria aumentada dada pelo grupo SU(N). Quando os graus de liberdade
dos elétrons de conducao sao integrados, o hamiltoniano torna-se aquele que descreve a in-
teragao efetiva entre as impurezas magnéticas, que sao os ions de terras raras e actinideos.
Tal hamiltoniano magnético efetivo pode possuir, em certas condi¢oes, simetria por rota-
¢oes do grupo SU(N), sendo N a degenerescéncia do momento magnético fundamental do
fon. Por exemplo, o fon Ce?* tem um tinico elétron na camada 4 f e todos os outros orbitais
preenchidos. Pelas regras de Hund, a soma do momento angular (I = 3) com o momento
de spin (s = 1/2) resulta em um momento magnético total igual a 7 = 5/2, ou seja, a
degenerescéncia do orbital 4f! é igual a 6, portanto, neste caso N = 6. Analogamente, o
fon Yb™3 com 13 elétrons na camada 4 f, tem momento magnético total igual a j = 7/2 e,
portanto, N = 8. Este resultado pode ser entendido como se a forte interacao spin-orbita
alinhasse os momentos magnéticos de spin e orbital. A descricao da entidade efetiva que
descreve o momento magnético total requer um aumento do grupo de simetria de SU(2)
para SU(N). Por fim, a condi¢do que deve ser satisfeita para que o hamiltoniano efetivo
possua simetria SU(NN) é que o campo cristalino do substrato nao quebre a degenerescéncia
do momento magnético fundamental [Cogblin 1969| e que as bandas de condugao também

preservem essa simetria.

O hamiltoniano do modelo de Hubbard com dupla degenerescéncia orbital, no limite
fortemente interagente e no preenchimento de 2 elétrons por sitio, também tem, sob al-
gumas condigoes, simetria aumentada de SU(2) para SU(4) (como abordaremos em mais
detalhes na se¢ao 5.1) e tem atraido muita atengao recentemente [Azaria 1999, Li 1998,
Yamashita 1998|.

Além disso, cadeias de pontos quanticos que tém seu orbital p semi-preenchido também
podem ser descritas por uma cadeia de spins SU(4). Neste caso, a degenerescéncia orbital
nao é levantada pela repulsao Coulombiana devido a certas peculiaridades do potencial do

ponto quantico |Onufriev 1999.

Finalmente, técnicas aproximativas de N infinito sao comumente usadas no intuito de
capturar a fisica de N pequeno. Podemos estudar a fisica no limite de N grande através
do método de ponto de sela e, em principio, obter corre¢oes ordem a ordem em 1/N
[Sachdev 1999|. Neste trabalho, nos resolvemos o problema assintoticamente para todos
os valores de IN. Dessa forma, podemos verificar se a fisica do sistema no limite N infinito

captura ou nao o comportamento fisico do sistema para N pequeno.

O capitulo ¢ dividido da seguinte maneira. Na secao 4.1 introduzimos muito brevemente

o grupo SU(N) e as tabelas de Young no intuito de dar no¢oes sobre a algebra envolvida, na
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secao 4.2 motivamos e escrevemos o hamiltoniano de interesse, na secao 4.3 generalizamos
o método do GR propriamente dito, na secao 4.4 resolvemos as equagoes de fluxo do GR,
na secao 4.5 calculamos as propriedades termodinamicas dessas cadeias, e finalmente na

secao 4.7 resumimos nossas conclusoes.

4.1 O grupo SU(N)

Por completeza, nesta se¢do devemos definir o grupo SU(N).
Este é chamado de grupo unitério especial por ser o grupo das matrizes unitarias Nx/N

que possuem determinante igual a 1, ou seja, se U é uma matriz desse grupo, entao
UlU=UU"=1, e detU = 1.

Mas qualquer matriz unitaria pode ser escrita em termos de uma matriz hermitiana, S,
na forma U = expiS. Pela identidade dete® = €™ e por det U = 1, segue que trS = 0.
Como existem N2 —1 matrizes hermitianas NxN de traco nulo linearmente independentes,

entdo um elemento do grupo SU(N) pode ser escrito como

N2-1
U =exp {z Z caS(“)} ,
a=1

onde 0s ¢,’s sao numeros reais ditos parametros do grupo e as matrizes S’s sao ditas
geradoras do grupo. Ao conjunto de matrizes U’s geradas pelas matrizes S’s denomina-se

representagao irredutivel fundamental do grupo, que na notagao de tabelas de Young é

representada por uma simples caixa, . Como somente N — 1 das N? — 1 matrizes

geradoras sao diagonais, diz-se entao que o SU(N) é um grupo de posto N — 1.

No caso SU(2), as matrizes S’s sdo usualmente as matrizes de Pauli. Delas geram-se
todas as outras representagoes do grupo SU(2), i. e., todos os outros spins maiores que
1/2. Por exemplo, um spin de tamanho 1 é obtido quando se simetrizam dois spins 1/2,

que na notacao de tabelas de Young é concatenar duas caixas horizontalmente, ou seja,

um spin 1 equivale a . Por sua vez, o estado de singleto entre dois spins 1/2 é

obtido através da anti-simetrizacao dos mesmos. Em notacao de tabela de Young significa

que devem-se empilhar duas caixas verticalmente, ou seja, o singleto equivale a A

dimensao de uma tabela de Young é a dimensao linear em que atua a representagao, ou
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seja, ¢ a dimensao das matrizes da representacao. Esta ainda representa o niimero de
graus de liberdade associado ao spin correspondente. Por exemplo, no grupo SU(2), uma
caixa tem dimensao igual & 2 (representando os dois estados de um spin 1/2), duas caixas
concatenadas horizontalmente tem dimensao 3 (correspondente aos estados de um spin-1)
e duas caixas concatenadas verticalmente tem dimensdo 1 (s6 hd uma maneira de anti-
simetrizar 2 nimeros quanticos tomados dois a dois). A série de Clebsh-Gordan de dois

spins 1/2 é representada, na notac¢do de tabelas de Young, por

& = D ;

que correspondem as regras quanticas de soma de momento angular.

Essas duas tabelas compostas por duas caixas representam os auto-estados de um ha-
miltoniano invariante por rotagoes do grupo SU(2), que descreve a interacao entre dois
spins 1/2 (por exemplo o hamiltoniano descrito na eq. (2.2)). As auto-energias correspon-
dentes sao dadas pela quantidade chamada Casimir, que na linguagem de spins SU(2) é o
operador momento angular total ao quadrado, §2=9 (S+1),onde S =S5+8S3,eS,eS;
sao os operadores de spins-1/2 do hamiltoniano (2.2). No momento oportuno mostraremos
como calcular os Casimires de nosso interesse.

Por fim, devemos listar a relacao de comutacao entre as matrizes geradoras do grupo,
[S@, SO = fabegl) (4.1)

onde feb¢ ¢ dito fator de estrutura do grupo. No caso SU(2), por exemplo, f¢*¢ & igual
a0 tensor de Levi-Civita multiplicado por 1.
Podemos associar operadores S%’s as matrizes S(®’s em termos de operadores de criacio,
fT, e aniquilacdo, f, de férmions, ou seja, podemos criar uma representacao do grupo SU (V)
em termos dos operadores
st =" fISE s (4.2)
a,B
onde Sg% sa0 os elementos da matriz S® da representacdo fundamental. Pode-se mostrar
que os operadores S satisfazem as relagoes de comutagao, eq. (4.1). A formulagao (4.2) ndo
se restringe a representacao fundamental. Na verdade, os operadores S sao operadores de
qualquer representacao totalmente anti-simétrica. Na notacao de tabelas de Young, estes

equivalem a tabelas formadas por @) caixas concatenadas verticalmente. A representacao
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é especificada restringindo a definigao (4.2) ao sub-espaco em que

N
S fif=Q.
a=1

Note que esta formulacao é semelhante a representacao dos bosons de Schwinger para spins
SU(2) [Fradkin 1991, Read 1989]. Sendo S um operador de spin-S do grupo SU(2), entao

este pode ser escrito em termos dos operadores bosonicos b e b como

S = ibiﬁa,ﬁbﬁ,
onde
N
> b, =28
a=1

Na notagao de tabelas de Young, um operador de spin-S do grupo SU(2) corresponde a
uma tabela formada por 25 caixas concatenadas horizontalmente.
H& uma outra combinacao linear conveniente dos operadores .S em termos de operadores

de criacdo, fT, e aniquilacdo, f, de férmions,

1
Sa,,@ = f;fﬁ - Néaﬂv (43)

onde «a, ( correm de 1 até N, e a delta de Kronecker assegura que as matrizes associadas
aos operadores tenham trago nulo. (Note que dessa maneira constroem-se N2 operadores,
porém um deles é linearmente dependente dos demais.) Dessa maneira, os operadores S, s

obedecem a seguinte algebra de Lie,
[Sa76’ S/’I'7V] = 567/"LSa7V - 6&,1}5“76-
Portanto, as regras de comutagdo na formulagao (4.3) ndo depende do fator de estrutura
do grupo.
4.2 O hamiltoniano

Em compostos com impurezas diluidas de terras-raras (Cério, por exemplo), o hamilto-
niano efetivo que descreve as interagoes entre os momentos magnéticos dessas impurezas

pode ser invariante por transformacoes do grupo SU(N), onde N é a degenerescéncia do
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multipleto fundamental da impureza [Cogblin 1969|. Mais recentemente, Onufriev e Mars-
ton mostraram que uma cadeia de pontos quanticos pode ser modelada como uma cadeia
de spins SU(4) auto-conjugada [Onufriev 1999]. Essa modelagem é possivel porque a in-
teragao Coulombiana entre os dois elétrons que compartilham um mesmo ponto quantico
pode ser, em certas condi¢oes, negligenciada. Dois elétrons que compartilham o mesmo
orbital atomico em um cristal, por exemplo, nao podem ser descritos por uma entidade
com simetria maior porque a interacao Coulombiana levanta a degenerescéncia desse or-
bital. Isto reduz a simetria do sistema para a simetria minima SU(2) intriseca dos spins.
A peculiaridade do potencial efetivo de um ponto quantico permite que os estados per-
manecam degenerados, e dessa maneira, a simetria do problema é aumentada para SU(4)
[Onufriev 1999|. Recentemente, o modelos de Hubbard com dupla degenerescéncia orbital
tém despertado bastante interesse. No limite fortemente interagente e no preenchimento
1/4 o hamiltoniano magnético efetivo se reduz ao modelo de Heisenberg de spins SU(4) cu-
jas representagoes sao a fundamental |Yamashita 1998, Azaria 1999|.! Além disso, modelos
de spins SU(N) no limite N — oo sdo de grande interesse no estudo de sistemas quanticos
antiferromagnéticos. Quando tomamos o limite de N-grande, muitos modelos podem ser
resolvidos pelo método de ponto de sela e correcoes de N finito podem ser, a priori, obtidas
de maneira controlada. Tal aproximacao tem tido muito sucesso por descrever uma enorme
variedade de fases encontradas nesses sistemas [Sachdev 1999|. Entretanto, raramente ha
a possibilidade de acompanhar a solugao de um modelo com o aumento progressivo de N.
Como sera relatado ao longo deste capitulo, tal possibilidade é aqui realizada.

Entender como o aumento da simetria muda a fisica das cadeias de spins, bem como
o papel da desordem, é fundamental para a interpretacao dos resultados experimentais.
Por esses motivos, estudaremos as cadeias desordenadas antiferromagnéticas de spins cujo
grupo de simetria é o SU(N), com N > 2.

O hamiltoniano naturalmente generalizado é
Lo

_ V-1 la) gla) : (@) & 5
onde S; - S; = >, 5;75;", as matrizes S;"’’s sdo as geradoras de uma representagao
irredutivel (RI) do grupo SU(N) referente ao sitio 4, onde a = 1,...,N? — 1, os J;’s sao
variaveis aleatorias independentes maiores que zero, e Ly é o numero de sitios na cadeia.

Nosso interesse é estudar as cadeias cujas RI’s sao totalmente anti-simétricas, que na

!Voltaremos com mais detalhes a esse sistema no préximo capitulo.
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notac¢ao de tabelas de Young ("Young Tableaux" no original) sdo representadas por um

namero () de caixas concatenadas verticalmente. Ou seja,

1
S, equivale a| : |,
Qi

onde 1 < @Q; < N — 1. Sendo assim, podemos escrever as RI’s do grupo SU(N) como

fungoes de operadores de criacao e aniquilagao de férmions: S; = fLSagfw, onde
Zgzl fIf,=Q, e Sas sao as matrizes da RI fundamental. Esta é a generalizagao natural
de um spin SU(2) para SU(N).

Como mencionamos anteriormente, podemos tratar o problema do ponto de vista fer-

mionico. Substituindo a identidade (A.3) (ver apéndice A) na eq. (4.4),

1
= Z 5Ji Z Zﬁfz—l-l’y i+16 (50«556—\/ - N&gvéag)

afByd

= Z J (Zfzafzﬁfz—l—lﬁfz—i—la_NZ fzafz+1ﬁfz+1g>

Note que o dltimo termo é constante igual a — > J;:Q;Q;11/ (2N).

Assim, definimos o novo hamiltoniano:
J; t t 1
H=3 ) Y fifiatlas i - N > JiQiQis, (4.5)
¢ af i

sujeito aos vinculos
N
§ ' T —
fZCl{fZCV
a=1

Para estudar a fisica de baixas energias desse sistema, utilizamos a técnica do grupo
de renormalizacao introduzido por Ma, Dasgupta e Hu e descrito no cap. 2 |[MDH 1979|.
Mostraremos a generalizacao do método para o sistema em questao na proxima secao.

Note ainda que o hamiltoniano (4.4) possui simetria “particula-buraco”. Isso quer dizer
que o espectro de H deve permanecer o mesmo se trocamos as RI’s dos spins S;’s pelas

RI’s conjugadas.? Ou seja, o espectro de H permanece o mesmo se fazemos Q; — N — Q;.

2Uma RI totalmente anti-simétrica ¢ conjugada & outra (necessariamente totalmente anti-simétrica)
quando o total de caixas que compoem suas tabelas de Young somam N.
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Considere a matriz da RI fundamental. Os auto-estados correspondentes sao

f5,10),

onde oy vai de 1 até N, e |0) é o estado de vacuo. Os auto-estados da matriz da RI

conjugada a RI fundamental sao

o]0y

Redefinindo o vécuo como o estado completamente cheio, |1,2,..., N) = |0), estes tltimos

auto-estados podem ser reescritos como,

for 10}

Analogamente, os auto-estados da matriz da RI fundamental tornam-se

Jor - fan_,]0).

Isto tudo é equivalente a trocar f = ffe Q@ = N — Q = Q. Como tais trocas deixam o
hamiltoniano (4.5) invariante (além de um termo constante), dizemos que o sistema tem
simetria “particula-buraco”.

Por fim, concluimos essa secao justificando o mapamento do sistema em operadores de
criacao e aniquilacao de férmions. A tdnica motivacao para tal é por conveniéncia. Temos
bastante experiéncia com tais operadores e com eles obtivemos as regras de dizimagao.
Algum especialista em grupos SU(N) poderia obter essas regras usando propriedades do
grupo. Escolhemos essa abordagem por ser mais familiar para noés, fisicos da matéria

condensada.

4.3 Generalizacao do Grupo de Renormalizacao

Nesta secao, generalizamos o procedimento de renormalizacao introduzido por Ma, Das-
gupta e Hu [MDH 1979.
Primeiramente, definimos como A; a diferenca de energia entre o primeiro estado exci-

tado e o estado fundamental de um sistema de dois spins acoplados entre si via,

Hy = J5S; - S3, (4.6)
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onde estamos supondo que i = 2. Os auto-estados de (4.6) sdo aqueles representados pelas
RI’s da série de Clebsch-Gordan de ()3 ® (Y3, que na notacao de tabela de Young é

1

Q;

Q.
Q 5 Q,
Q

onde Q = Q2+ Q3, Q = Q — 1, e estamos supondo que Qs + Q3 < N e Q3 < Q.
Caso Q2 + 3 > N, a série de Clebsch-Gordan sera dada pelas RI’s conjugadas da série
de Clebsch-Gordan das RI's conjugadas de Sy e Ss, uma vez que Qs + Qs < N, onde
Q = N — Q é o niimero de caixas da RI conjugada de uma RI totalmente anti-simétrica
[Cheng 1988, Jones 1990].

No procedimento de renormalizagao, substituiremos os dois spins Sy e S3 por um novo
spin S, que ¢ representado pela tabela de Young de mais baixa energia da série acima, e
descartamos os demais estados excitados. Como Jy > 0, a RI totalmente anti-simétrica é
a de mais baixa energia. Dessa forma, todos os spins da cadeia renormalizada continuam
representados por RI’s totalmente anti-simétricas.

Como a tabela de Young em forma de I" representa o primeiro estado excitado, necessi-
tamos do valor de seu Casimir para o calculo de A,;. Este se encontra derivado no apéndice

B, o que nos leva a,

Ai:{ 1 (Q2+ Qs3), se Q2 + Q3 < N, (47)

%Ji (2N — Q2 — Q3) = %Ji (Q2 +Q3) , se Q2+ Q3> N.

Uma vez definido o "gap" de excitagao do acoplamento entre dois spins, procuramos

na cadeia o par de spins mais fortemente acoplados, ou seja, procuramos o maior "gap"
de excitagdo Q = max{A;}. No limite de baixas escalas de energia (T' < ), dizemos que
estes dois spins estao "congelados" no multipleto fundamental, portanto devemos descartar
os graus de liberdade correspondentes aos multipletos mais excitados. Isto corresponde a
substituir os spins Sy e S3 por um spin efetivo S que é representado pelo multipleto de
mais baixa energia. Devemos ainda projetar sobre este, o hamiltoniano que liga o resto da

cadeia a esses dois spins,
Hy = JiS1-So+ J3S3 - S,. (4.8)
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Na verdade, isto é equivalente a tratar H; como uma perturbagao de Hy. Para Qs+Q3 # N

(ver apéndice C.1), o hamiltoniano efetivo é

H = J,S;-S+ J5S - Sy, (4.9)
onde
. N
1, se Q2+ Q3> N,
- 1-— N
J, = (1=¢)Js, se @+ Q3 <N, (4.11)
(1—E)J37 se (2 + @3 > N,

com & = Qy/ (Qa+Q3) e £ = Qo) (Q2 + Qg), e 0 spin S corresponde a um RI totalmente
anti-simétrica composta por Q caixas, onde

i { Qs + Qs, se Q2 + Qs < N, (4.12)

Q2+ Qs — N, se Qs+ Qs> N.

No caso em que Q2 + 3 = N, o estado funamental é um singleto, e portanto nao
ha um spin S correspondente, ou seja, nao héa correcoes em primeira ordem de teoria de
perturbacdo. Ambos os spins Sy e S3 sao retirados do sistema e H; deve ser tratado em
sequnda ordem de teoria de perturbagao (ver apéndice C.2), o que leva a um hamiltoniano

efetivo dado por
Q203 J1J3
N2(N-=1) Jp '

que corresponde a um acoplamento efetivo entre os spins vizinhos, S; e Sy, originado por

H = JS;-8S,, onde J =2

(4.13)

polarizagoes virtuais do singleto.

Esta é a generalizagdo do grupo de renormalizagao para cadeias de spin SU(N) cujas
representacoes sao totalmente anti-simétricas. A fig. 4.1 ilustra esquematicamente o pro-
cedimento de dizimagao, que pode ser resumido em dois passos. (i) Procure o maior "gap"
de excitacao na cadeia, digamos 2 = Ay, em seguida (i) retire do sistema os spins Sy e
S3 que o compartilham e, (ii.a) se Q2 + Q3 = N, acople os spins vizinhos de acordo com a
eq. (4.13), caso contrario (i.b), insira um novo spin S de acordo com a eq. (4.12) e acople-o
com os spins vizinhos de acordo com as eqs. (4.10) e (4.11). A semelhanga destes procedi-
mentos com os do método do GRDF para tratar a cadeia de spins com acoplamentos FM’s

e AF’s é evidente.
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1 1
i J
se - )
1 1 Q
= 1
:F' Jo 32/2.1/33 ) Qs Q=N Q%
: . . T 1
Q Qi caso 1] - R
/Qz Q4 contrario, — g . N .
Q .
- Q,
Q

Figura 4.1: Procedimento esquemaético da dizimagao em uma cadeia de spins SU(N).

A seguir, aplicamos esse método para as cadeias de spins SU(N) e procuramos por

pontos fixos.

4.4 Aplicacao do método do GR

Nesta secao, aplicamos a generaliza¢ao do método do GR as cadeias de spins SU(N). Deri-

vamos as equagoes de fluxo e encontramos analiticamente os pontos fixos correspondentes.

4.4.1 As dizimagoes do grupo SU(3)

Antes de darmos continuidade a aplicacdo do método do GR nas cadeias de spins SU(N),
queremos ilustrar brevemente todos os possiveis procedimentos de dizimacao na cadeia de
spins SU(3). O objetivo para tal é familiarizar o leitor com os mesmos e com a notagao de
tabelas de Young.

Por se tratar do grupo SU(3), as tnicas RI’s totalmente anti-simétricas sdo aquelas
denotadas por uma ou duas caixas empilhadas verticalmente, ou seja, ); = 1 ou 2, Vi,
onde a RI cuja tabela de Young tem ) = 1 é dita fundamental, caso contrario, é dita

antifundamental. Assim, as seguintes séries de Clebsch-Gordan de interesse sao:
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onde 1 denota a tabela de Young com 3 caixas empilhadas verticalmente que tem dimen-
sao unitaria por se tratar do estado singleto. Estas séries dizem respeito aos processos
de dizimacao que podem ocorrer durante a iteracao do GR. Se o acoplamento de maior
"gap" de excitacao (€2) for compartilhado por dois spins cujas representagoes sao as fun-
damentais, estes devem ser retirados do sistema e substituidos por um spin efetivo cuja
representacao é a antifundamental. Caso €2 seja compartilhado por um spin fundamental
e um antifundamental, os dois serao retirados do sistema e um acoplamento efetivo surge
entre os spins vizinhos a estes. Note que o terceiro processo é semelhante ao primeiro se
tomamos o conjugado das representagoes.

Dessa maneira, conforme as eqgs. (4.10), (4.11), (4.12) e (4.13), as renormalizagOes

pertinentes ao grupo SU(3) sdo:

L J J X — J J ,
) J J X — J |
ARREIEREZENE T 4 B o

onde J, = J1/2, Js = J3/2, J = 2J1J5/ (9.J5), e 0 "gap" de excitacio é Q = Ay, com

0_ { Jo, mnos processos 1 e 3,

%Jg, no processo 2,

onde usamos que o Casimir da RI é igual ao Casimir da RI , uma vez,

que uma RI é a conjugada da outra.
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4.4.2 Distribuicao de Ponto Fixo

Finalmente iremos escrever a equacao de fluxo da distribuicao conjunta de RI's e "gaps"
de excitagio da cadeia isotropica de spins SU(N) AF desordenada.

O procedimento de renormalizacao pode ser descrito em termos de conexoes, onde
definimos como conexao a trinca de valores (Q;, A;, Q;+1) que sao renormalizados a cada
passo de dizimagao. Dessa maneira, devemos considerar a distribuigao P (Qg, A, Qp; Q) dA
que da a probabilidade de se encontrar um "gap" de excitagdo entre A e A + dA cujo
acoplamento é compartilhado por spins cujas RI's tem Qg e (Qp caixas, respectivamente,
tudo isso na escala de energia  (“cut-off” de P).

A equacao de fluxo que rege as transformacoes do GR é dada por
P(Qg,A,Qp;Q—dQY) x Norm = P(Qg,A,Qp; Q) + Ry [P] + Ry [P], (4.14)

onde Norm é igual & 1 (unidade) menos a fragao de conexoes perdida por P (Qg, A, Qp; )
quando 2 — Q—dQ, para manter P (Qg, A, Qp; 2 — dQ2) normalizada. Os funcionais Ry e
Ry correspondem as fragoes de conexoes perdidas e adquiridas por P quando da dizimagao

em primeira e segunda ordem de teoria de perturbacgao, respectivamente.

O primeiro termo, e o mais simples de todos, é o fator de normalizacao

Norm = 1 —df2 Z P(QE,Q,QD; Q) (1 - 5QE+QD,N)
Qe,Qp

—2dQ Y P(Qp. 2 Qp; Q) 6g,40p.N; (4.15)
QE.@Dp

onde o segundo (terceiro) termo do lado direito da equagao é igual a fragdo de conexoes
perdidas na cadeia (ou por P) por dizimagGes em primeira (segunda) ordem de teoria de
perturbacao.

O funcional R; é dado por

Ry = dQ > P(Q2,9Qs) (1= dgurqun) /dAl/dAg,

Q2,Q3 Q1,Q4
P(Q1>A1aQ2|Q2>Q>Q3)P(Q3>A3aQ4|Q1>A1>Q2>Q>Q3)

X [5 (A - A1> 00.:@190,.0 — 0 (A — A1) 00,0100,
+9 (A - A3> 005,390, — 0 (A — Ag) 5QE,Q35QD,Q4} 7 (4.16)
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onde P (Q2,92,Q3) P (Q1, A1, Q2|Q2,Q,Q3) P (Qs, Az, Q4|Q1, A1, Q2,Q, Q3)dA1dQdA3 é a
probabilidade de encontrar a seqiiéncia de Q’s e A’s (Q1, A1, Q2, 2, Q3, Az, Q4) que deve
ser modificada (a seqiiéncia mais a esquerda na fig. 4.1). Aqui fazemos uso da notacao
P (Q1,A1,Q2|Q2,2,Q3) para especificar a probabilidade condicional de se encontrar a
conexdo (Q1,A1,Q)y) dada que a conexdo ao lado é (Q2,2,Q3). O primeiro e segundo

termo da terceira linha representam a insercao e dizimacao das conexoes <Q1,A1, Q) e

(@1, A1, Q2), respectivamente. Analogamente para as conexoes (@, As, Q4) e (Q2,A3,Qy)
na ultima linha. As somatorias e integrais em Q1, QQ2, @3, Q4, A1 e Az representam a
soma sobre todas as possibilidades de dizimacao quando se encontra A, = 2. Entretanto,
o termo (1 — dg,+0,.n) na primeira linha exclui a possibilidade de que a dizimagao ocorra
em segunda ordem de teoria de perturbacao. Finalmente, as quantidades renormalizadas
Ay, Ag e Q sio dadas de acordo com as eqs. (4.10) (4.11), (4.7) e (4.12).

Analogamente, o funcional R, é dado por

Ro = d2 3" P(@n2Q0bonauy Y [ [

Q2,Q3 Q1,Qa
P (Q1,A1,Q2|Q2,8,Q3) P (Q3, A, Qu]|Q1, A1, Q2, 2, Q3)

X [ —0(A—=A1)600:005,0: — 0 (A — A3) 604,0:901.04

+5 (A= A) dopadana - (4.17)

onde o termo da tultima linha se refere a insercao da conexao (Ql, A, Q4> no sistema, onde

A ¢é dado pelas eqgs. (4.13) e (4.7).

Como o leitor deve perceber, a equagao de fluxo (4.14) nao é facilmente resolvida
devido a possibilidade de correlagdes entre os "gaps" de excitacao A’s e as RI’s dos spins,
Qp e Qg, que compartilham a constante de acoplamento correspondente. Porém, uma
solucao pode ser obtida se considerarmos que tais correlagoes vao a zero no limite 2 — 0.
Imagine uma cadeia AF de spins SU(3) muito pouco desordenada, de tal maneira que
todos os "gaps" de excitacao estejam distribuidos em torno de Ay e muito proximos a este.
Considere ainda que todas as RI’s sao as fundamentais, ou seja, ); = 1, Vi. Nos primeiros
estagios do GR, teremos somente dizimacoes em primeira ordem de teoria de perturbagao.
Dessa forma, rapidamente a populagao de RI’s antifundamentais cresce, e ap6s todos os
"gaps" em torno de A, terem sido renormalizados, a cadeia deve ser populada por RI’s
fundamentais e antifundamentais. Entretanto, duas RI’s fundamentais nao devem ser

vizinhas, porque isso constituiria uma conexao original cujo "gap" de excitacao esta perto
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de Ay. Os "gaps" de excitacao compartilhados por RI's diferentes, sao aproximadamente
3/4 dos originais, e os "gaps" de excitacdo compartilhado por duas RI’s iguais (no caso
duas RI's antifundamentais) sao aproximadamente 1/4 dos originais. Voltando a iterar os
procedimentos de dizimagao, teremos que somente dizimagoes de segunda ordem em teoria
de perturbacao ocorrerao. Apoés estas, restarao somente RI’s antifundamentais na cadeia.
Todavia, devido aos processos em segunda ordem de teoria de perturbacao, a dispersao da
distribuicao renormalizada dos "gaps" de excitacao é maior que a da original. A seguir,
teremos uma nova inversao da populacao de RI’s na cadeia e assim sucessivamente. Porém,
em cada inversao, as constantes de acoplamentos sao dizimadas em segunda ordem de teoria
de perturbacgao. Nesses processos, a largura da distribuicao é enormemente aumentada e
sendo assim, havera uma escala de energia em que as distribuicoes dos "gaps" de excitacao
compartilhados por RI's iguais e diferentes estarao entrelacadas. Abaixo desta, a seqiiéncia
de dizimacgoes que ocorreram nos primeiros estagios do GR nao mais serao obedecidas e
havera dizimacoes entre RI’s iguais ou nao sem nenhum privilégio. Logo, concluimos que
proximo do ponto fixo, nao deve haver correlagoes entre os A’s e (’s. E sendo assim,

podemos reescrever P como

P(Qp,A,Qp)dA =Py (Qgr,Qp) Pa (A) dA, (4.18)

onde Pa (A)dA = Pa (A; Q) dA é a probabilidade de se encontrar um "gap" de excitacao
entre A e A + dA na escala de energia €, e Py (Qg,Qp) é a probabilidade de encontrar

dois spins consecutivos cujas RI’s sdo Qg e QQp, respectivamente.?

Esta conclusao aparentemente simples nos permite chegar a uma importante conclusao
sobre a populacao das RI’s na cadeia de ponto fixo. Uma vez que a RI gerada ¢ sempre
diferente das originais (ver eq. (4.12)), a cadeia de ponto fixo deve entdo ser igualmente

populada por todas as N — 1 possiveis RI’s totalmente anti-simétricas, ou seja,

Py (@, @p) = Po (Qp) Po (@p) = (L> : (4.19)

N -1
independente de (). Dessa maneira pode-se reinterpretar o procedimento de renormalizacao
perto do ponto fixo da seguinte maneira. (i) Encontre o maior "gap" de excitagao na cadeia;

(ii) Em seguida, com probabilidade p = 1/ (N — 1), dizime os spins correspondentes em

3Nossas simulacdes numéricas mostram que essas correlacoes vao a zero exponencialmente em funcao da
escala de energia (2. Isto é reflexo da eficiéncia das dizimacoes em segunda ordem de teoria de perturbacao
em aumentar a desordem do sistema e em abaixar a escala de energia.
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segunda ordem de teoria de perturbacao, e com probabilidade ¢ = 1 — p, dizime-0s em
primeira ordem de teoria de perturbacao. Esta nova interpretacao é facilmente obtida
a partir da equagao de fluxo (4.14), onde usando os resultados das eqs. (4.18) e (4.19),

encontramos que

Norm = 1— (2p+q) Pa (Q) dA,
Ry = qdQPx () / dA, / dA3Pa (Ar) Pa (As)
x [5 (A—A1> +5(A—A3) —5(A—A1)—5(A—A3)] ,
Ry = pdQPs () / dA, / dA3Ps (A1) Pa (As)

x [5<A—A)—5(A—A1)—5(A—A3)].

Note que p = 1 (N — 1) é a probabilidade de se encontrar duas RI's consecutivas, Qs e
Q3 por exemplo, tal que QY2 + Q)3 = N, ou seja, p é a probabilidade de ocorréncia de uma

dizimagao em segunda ordem de teoria de perturbacao.

Agora os funcionais R, e Ry, parecem bem mais amistosos. Entretanto, ainda devemos
fazer mais uma aproximacao para resolver analiticamente a equacao de fluxo. Supondo que
a distribuicao de ponto fixo seja bem larga, os fatores numéricos nas equacoes de renorma-
lizagao (4.10), (4.11) e (4.13) e na equagao do "gap" de excitac¢do (4.7) ndo desempenham

nenhum papel importante. Portanto, perto do ponto fixo,

e Consideraremos que o "gap" de excitacao entre dois spins é igual ao acoplamento

entre os mesmos e independente de suas RI's. Ou seja,

e Desprezaremos os fatores numéricos das renormalizac¢oes escritas nas eqs. (4.10),

(4.11) e (4.13), ou seja, Jo=Jy, Js=Js, J = J1J3/ Js.
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E mais uma vez simplificamos a equacgao de fluxo, onde

Norm = 1— (2p+ q) P; () dA,
Rl = 07
Ry = pdQP; (Q)/dJlfngpJ(Jl)PJ(J?,)

« {5(A—%) ST =) — 6 (] — )

Uma vez assumidas essas aproximacoes e negligenciando os termos de O (d©?) a equacio
de fluxo de P; (J) (eq. (4.14)) torna-se

0
_a_QPJ = qPJ(Q)PJ(J>

+pPy(Q) / dIvd I3 Py (J)Py(J5)0 (J _J 5’3) , (4.20)

cuja tnica solugao estavel é (ver apéndice D),

Pi(J0) = ¢ (%) CGQ—J), coma = m](vgig/lm (4.21)

Note que a distribui¢do de ponto fixo (4.21), como no caso SU(2) (ver eq. (2.5)), é de

desordem infinita, ou seja,

. VVarJ 1 , In (26/9)
lm —=lm—— — lim/ ————<% - 0

a—0  (J) =0 /a(a+2) 90\ 2(N-1) (422)

Dessa maneira a probabilidade de encontrar um acoplamento entre CQ2 e Q2 com 0 < C < 1
é igual 4 1 — C* ~ —alnC, para a pequeno. Este resultado implica que o tratamento
perturbativo utilizado em cada dizimacao se torna cada vez melhor no limite de baixas
energias, ou seja, perto do ponto fixo, a probabilidade de ocorréncia de uma dizimagao
ruim vai a zero. Em analogia com as cadeias de spins SU(2) |Fisher 1992, Fisher 1994, isto
sugere fortemente que, uma vez que possamos passar pelo regime em que a distribuicao nao
é larga, os resultados aqui apresentados sao assintoticamente exatos. O sistema se encontra
numa fase de singleto aleatorio generalizada, onde spins que podem estar arbitrariamente
afastados se aglomeram em estados de singleto como ilustra a fig. 4.2.

Este resultado nos permite concluir que o sistema, independentemente de sua desordem
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Figura 4.2: Representacao pictorica do estado fundamental da fase de singleto aleatorio
generalizada. Os spins conectados estao acoplados em um estado de singleto.

inicial, flui para um ponto fizo universal de desordem infinita. Como veremos na se¢ao 4.5,
isso implica que muitas das propriedades dessa fase de singletos aleatorios generalizada

também é universal.

4.5 A fase dos singletos aleatérios generalizada

Nesta secao, calculamos as propriedades fisicas de baixa energia de uma cadeia de spins
SU(N) AF desordenada que se encontra na fase dos singletos aleatorios governada pelo

ponto fixo dado pela eq. (4.21).

4.5.1 Propriedades termodinamicas

Como ¢é usual para o calculo de propriedades de baixa temperatura utilizando este mé-
todo, consideramos que os spins dizimados em escalas de energia muito maiores que a
temperatura T estao congelados em estados de singleto e nao contribuem para as proprie-
dades termodinamicas. Ja quanto aos spins nao dizimados até a escala de energia 2 =T,
consideramos que estes estao muito fracamente acoplados, e portanto, livres. Estas apro-
ximagoes sao as mesmas utilizadas anteriormente quando do calculo das propriedades de
baixa energia da cadeia de Heisenberg AF de spins-1/2 (ver segao 2.1).

A susceptibilidade magnética é dada pela soma das contribuicdes de Curie de cada
aglomerado spin ativo na cadeia (ver apéndice E), ou seja, x ~ no—rT ', onde ng é a
fracao de aglomerados de spins na escala de energia ). Esta fracao pode ser calculada pela

seguinte equacao de taxa,

d
d_QnQ = (2p+ q) P;(£; Q)ng,

onde, quando 2 — Q—df2, um (dois) grau (graus) de liberdade de spins é (sao) retirados do

sistema quando da ocorréncia de um processo de dizimac¢ao em primeira (segunda) ordem
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de teoria de perturbacao. Como p + ¢ = 1, entao

1
a (pQ+ )nﬂ’

o [ (2] am

onde 1) =p/(p+ 1) = 1/N. Note que esta é a generalizagio da eq. (2.6).

d

portanto,

Uma vez de posse da fragao de aglomerados de spins ativos, a susceptibilidade magnética

¢ facilmente calculada,

1 1
XN—nTN

T () 2y

Outra importante propriedade que pode ser calculada diretamente da fracao de aglo-
merados de spins ativos é a relagao entre escalas de comprimento e energia. Relacionando
a escala de comprimento L com a distancia média entre os aglomerados de spins, entao

L~ ngzl. Dessa maneira, encontramos que
Q ~exp{-L"}, (4.25)

que consiste em um escalonamento dinamico ativado com expoente de tunelamento ¢ =
1/N. Note que tal escalonamento dindmico é diferente do usual em sistemas quanticos
onde as escalas de energia e comprimento se relacionam por leis de poténcias, {2 ~ L7
onde z é dito expoente dinamico. A eq. (4.25) pode ser medida experimentalmente por
espalhamento inelastico de néutrons. A diferenca de momento linear do néutron espalhado

estd associado ao inverso de L, e a energia perdida a €.

Considere agora a entropia por unidade de comprimento,

1
7 (T) = = (Y (1)),
0
onde Ly é o nimero original de spins, e T (7") é o nimero de estados acessiveis na es-
cala de energia 2 = T. Nesta aproximacao, o nimero de estados acessiveis é dado pela

degenerescéncia dos aglomerados de spins nao dizimados,

N-1
N,
T(@ =] e*.
Q=1
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N
onde Dg = ( ) é a dimensao de uma RI cuja tabela de Young tem () caixas empilhadas

verticalmente, e Ny € o nimero de spins cuja RI tem dimensdo Dg. Na distribuicdo de
ponto fixo, sabemos que os spins sdo distribuidos de tal maneira que Ng = N/(N — 1),

V@, onde N é o nimero total de spins ativos. Entao,

T(Q) =

ﬁDQ] Y,

Q=1

onde, g (V) s6 depende da simetria do grupo envolvida.

Logo,
N ()

0

o~ Ing (N) =ng_rIng(N) ~ngp ~ (—InT)" ", (4.26)

Uma vez calculada a dependéncia da entropia com a temperatura, podemos calcular o calor
especifico,
d

¢(T) = T—o=o (T) ~ (~InT) " . (4.27)

4.5.2 Funcoes de correlacao

Devemos agora calcular as fung¢oes de correlacao tipica

Cuip (li = 1) = exp { I [Cy11 |

e média

C(li — j1) = (Cyy),

onde C;; = S; - S, e (...) denota a média sobre a desordem e sobre o ensemble.

Para calcular Cy;), considere o problema de 3 spins 57, Se e S3 dado pelo hamiltoniano
H: J81 SQ+QSQ 'S3, (428)

e esquematizado na fig. 4.3.

Na proxima dizimacgao, os spins Sy e S3 serao dizimados e desenvolverao correlagoes
da ordem da unidade, ou seja, estarao fortemente correlacionados. Se a dizimagao for em
segunda ordem de teoria de perturbagao, esse par de spins ficara congelado em um singleto
e o spin S; ficara fracamente correlacionado com eles, caso contréario, todos os 3 spins

desenvolverao fortes correlacoes.



As cadeias isotropicas de spins SU(XV) 75

Figura 4.3: 3 spins acoplados conforme o hamiltoniano (4.28). Os spins conectados por
acoplamentos pontilhados ja foram dizimados e estao “congelados” em estados de singleto.

Para exemplificar a afirmagdo acima, considere o grupo SU(2), onde os spins S; sdo
spins-1/2 usuais. O hamiltoniano (4.28) pode ser diagonalizado exatamente, e no limite
Q> J, encontramos que Cyg = —3/4+ O (J/Q)? e C1a = —J/Q+ O (J/Q)?. (Neste caso,
a dizimagao s6 pode ser dada em segunda ordem de teoria de perturbagao.) Considere
agora o caso SU(3) onde @)1 = Q2 = Q3 (ou seja, a dizimagao se dara em primeira ordem
de teoria de perturbagao). Desse modo, encontramos que Co = Coy = C13 = —2/3, i. e.,
os spins se congelam num singleto e desenvolvem fortes correlagoes. Por outro lado, se
Q2 # Qs, entdao Cys = —4/3+ O (J/Q)* and Cyy = —8J/ (27Q) + O (J/Q)?. Este resultado
é analogo ao caso SU(2), os spins Sy e S3 fortemente se correlacionam em um estado de
singleto enquanto o spin Sy fracamente se correlaciona com o par. Conjecturamos que este
resultado permanece valido para qualquer grupo SU(N): Se um par de spins pertence ao
mesmo aglomerado, estes estao fortemente correlacionados, caso contrario, desenvolvem

fracas correlac¢oes da ordem de J/<Q.

Tipicamente, um par de spins extremamente separados entre si nao pertencem ao
mesmo aglomerado, dessa maneira, o valor tipico da distribuicao da funcao correlacao sera
dado pelo valor tipico de J/€2. Como a distribui¢ao de ponto fixo (4.21) é extremamente

larga, o valor tipico é aproximadamente dado pela média geométrica. Sendo assim,

Q 1
—1nCtz'p =~ <1Il 7> = a

A distancia correspondente a essa intensidade é obtida através da relacdo entre energia e

comprimento, eq. (4.23), implicando que
Cup (li = ) ~exp { =i = I} (4.29)

que é de curto alcance. Esta é a generalizacdo para o caso SU(N) da funcao correlagao
tipica eq. (2.10).

O célculo da fungao correlagdo média é um pouco mais complicado. No caso SU(2),
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Fisher supos que a média da funcao correlacao é dominada pelos raros pares de spins que

se acoplam em singletos, e que a quantidade desses separados por uma distancia |i — j

D>

proporcional a probabilidade de que os spins S; e S; se acoplem. Essa probabilidade
¢ dada pela chance desses dois nao terem sido dizimados até a escala de comprimento
li — j| e portanto C' ~ ng?®. Para o caso SU(N), com N > 2, os aglomerados de spins
nao sao mais os operadores de spins originais, e a probabilidade de que dois spins se
tornem fortemente correlacionados nao sera mais proporcional a n?z Entretanto, a funcao
correlagao média deve ser proporcional a m3, onde mg é a densidade de spins originais nao
retirados do sistema até a escala de energia ). Note que mg > ng, uma vez que em um
unico aglomerado de spin ativo pode haver varios spins originais dizimados em primeira
ordem de teoria de perturbacao. Em média, apos a total dizimagao de uma cadeia, os
aglomerados de spins possuem N spins originais (ver apéndice F.1), ou seja, o estado
fundamental esquematizado na fig. 4.2 é formado por uma colecao de aglomerados de N
spins em média acoplados em um estado de singleto. No apéndice F.2, n6s calculamos a
probabilidade mg de encontrar um spin original na escala de comprimento correspondente,

e dessa maneira,
1 4
—— comn=—
TR )
—Jl N

C i =il ~mi ~
ou seja, apesar do regime ser extremamente desordenado, a funcao correlacao média cai

(4.30)

como uma lei de poténcia com a distancia, e conforme /N aumenta, maior sao as correlacoes.
Isto é um reflexo das dizimacoes em primeira ordem de teoria de perturbacao que aumentam
o nimero de spins correlacionados em um tnico aglomerado. Note também que as funcoes
de correlacao média e tipica tem comportamento bastante distintos e isto é uma assinatura

de fases totalmente dominadas pela desordem.

Podemos ainda estimar a fungdo correlacdo média térmica, C; (1), relacionando a
temperatura com a escala de energia correspondente 2. Os aglomerados de spins nao
dizimados sao essencialmente livres, e portanto nao contribuem para a correlagao média.

Dessa maneira,
Cij (T) ~ exp {—li — j| /ér}, (4.31)

onde &7 é o comprimento de correlagao térmico caracteristico dado pelo acoplamento entre

0s spins originais que se formou até a escala de energia 2 = T, que em média é igual a

1 /N

-2 .
mg =ng ', ou seja,

1 —2/N QO 2
gT ~ Mq_p ~ Np ~lIn|— , (4.32)
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que, supreendentemente, nao depende do grupo de simetria.

Para finalizar essa se¢ao, queremos colocar a relagao entre as escalas de energia e compri-
mento de uma maneira mais formal. Para isso, devemos calcular diretamente a distribuicao
do tamanho das conexoes da cadeia na escala de energia ). Primeiramente devemos escre-
ver a relagao de recorréncia da variavel [ (tamanho da conexao) assim que os procedimentos
do GR sao iterados. Suponha que a conexao “2” é aquela a ser dizimada. No caso de uma
dizimacao em primeira ordem de teoria de perturbacao, extraem-se as variaveis de compri-
mento [y, I e [3 da distribuicao original e adicionam-se duas novas iguais a l~1 =lL+1/2e
Iy =13+ l3/2. No caso de uma dizimagao em segunda ordem de teoria de perturbacao [y,
I, e I3 sdo substituidas por uma tnica variavel de comprimento | = I; + Iy + l3. Tratando
[ como um variavel continua, a equacao de fluxo para a distribuicao de acoplamentos e

comprimento P (J, ;) é dada por

_8%13 = —qP(J1)P (1) + Qq/dlldlzP(J, )P (Q15)6 (z - %)
+p/dl1dl2dl3dJ1dJ3P (Q,lg)P(Jl,ll)P(Jg,lg) X
X0 (J—%)(S(l—ll—lg—lg). (433)

No apéndice D.3, esbogamos a solugao de ponto fixo da eq. (4.33) e encontramos que a

distribuicao de comprimentos deve ser igual a
Pr(l;Q) = /dJP(J,l;Q) ~ eVt (4.34)

com y sendo uma constante real negativa, I' = In(2/Q2), e kK = N. Deste resultado,
recuperamos a eq. (4.25) quando relacionamos a escala de comprimento, L, com a média

do comprimento das conexdes [ = [ 1Pr (I;)dl.

4.6 Caracteristicas topologicas

Esta se¢ao tem dois objetivos: (i) apontar algumas caracterisiticas topologicas das cadeias
de spins SU(NV) ligadas ao fato de que um singleto de spins pode ser composto por mais

de 2 spins e (#1) discutir os resultados aqui apresentados no limite N — oo.
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4.6.1 Outras distribuicoes de ponto fixo

Chamamos atengao agora para outras distribuicoes de ponto fixo diferentes daquelas en-
contradas na sub-secao 4.4.2, onde todas as RI’s sao equiprovaveis e a distribuicao de ponto
fixo dos acoplamentos é dada pela eq. (4.21). A principal caracteristica que esses outros
pontos fixos compartilham é que todos sao fortemente dependentes da distribuicao inicial

das RI's dos spins.

Considere, por exemplo, a cadeia de spin SU(4) AF desordenada onde todos os spins
pertencem a RI auto-conjugada, i. e., Q); = 2, Vi. Neste caso, somente dizimacoes de
segunda ordem deverao ocorrer, e sendo assim, o fluxo de renormalizacao serd o mesmo
que o da cadeia de spins-1/2. Portanto, o expoente de tunelamento deve ser igual a 1/2,
e a funcao de correlagao média deve cair como uma lei de poténcia com expoente igual a
n =2 (ver eq. (4.30)). O mesmo raciocinio se aplica a todas as cadeias SU(2k), com k > 1
e inteiro, e todos os spins pertencentes a RI totalmente anti-simétrica e auto-conjugada
(Q; = k, ¥i). Note que, apesar desses sistemas apresentarem um "gap" em seus expectros
|[Affleck 1991|, a natureza do fluxo do GR aqui apresentada fortemente sugere que estes
sdo instdveis contra a introdugao de desordem. Como a escada de spins-1/2 do tipo zig-
zag AF desordenada [Yang 1996|, tais sistemas sao espontaneamente dimerizados. Ha
dois estados fundamentais degenerados, |R) e |L), que representam a dimerizacao sobre os
acoplamentos pares e impares, respectivamente. Se uma pequena quantidade de desordem
¢ introduzida, sera energeticamente favoravel que o estado fundamental seja formado por
regioes alternadas onde a dimerizagao se da ora sobre os acoplamentos pares, ora sobre os
impares [Yang 1996|. Dessa maneira, a fisica de baixas energias deve ser dominada pelos
spins desemparelhados nas paredes de dominio (solitons). Tais spins devem estar muito

fracamente acoplados, e esperamos que o espectro da dinamica deles nao apresente um

Existem outros pontos fixos além desses discutidos acima. Considere uma cadeia de
spins SU(6) onde @Q; = 2, Vi. Da relacao de recorréncia (4.12), concluimos que somente
RI’s com Q = 2 ou 4 devem surgir. Dessa maneira, a competicao entre dizimacgoes de
primeira e segunda ordem sera a mesma que a da cadeia SU(3), o que implica em ¢ = 1/3
e n = 4/3. Deixamos para o leitor a generalizagdo desse raciocinio para as cadeias de
simetria superior, SU(2k). Finalmente, para terminar de listar essas outras distribuigoes
de ponto fixo, ainda ha aguns outros para as cadeias SU(N), com N impar, que apresentam
os mesmos expoentes caracteristicos da cadeia SU(2). Tais cadeias tem a propriedade de

que Q; +Q;+1 = N, Vi. Esta condigao assegura que somente dizimagoes em segunda ordem



As cadeias isotropicas de spins SU(XV) 79

de teoria de perturbacao ocorrerao.

A mais importante caracteristica que todos esses pontos fixos compartilham, além da
intrigante caracteristica topologica, ¢ a de serem instdveis contra a introducao de “impu-
rezas”. Neste caso, nos referimos a impureza um spin que pertence a uma outra RI além
daquelas necessarias para assegurar que nem todas as RI’s totalmente anti-simétricas apa-
recam. Por exemplo, considere a cadeia de spin SU(4) auto-conjugada com uma pequena
concentracao, n;, de spins espurios. Neste caso, o estagio inicial do fluxo do GR sera entao

controlado pelo PFDI com ¢ = 1/2 até que a escala de energia 0 ~ exp {—ni_l/z

} (ver
eq. (4.23)) seja alcangada. Abaixo dela, o fluxo de renormalizacdo muda em dire¢do ao

PFDI caracterisitico da cadeia SU(4) com ¢ =1/4en = 1.

4.6.2 Robustez contra dimerizacao

E bem conhecido que o ponto fixo de desordem infinita da fase dos singletos aleatérios
da cadeia de spins-1/2 AF desordenada (cadeia SU(2)) é instavel contra a introdugao de
dimerizacao (ver se¢ao 2.2 e ref. [Hyman 1996]). Entretanto, é interessante notar que os
outros PFDI referentes as cadeias cujo grupo de simetria SU(N) é maior (N > 2) sao
robustos contra a introducao de dimerizacao.

Nas cadeias de spins SU(2), mesmo no limite de fraca dimerizagao, a fase dos single-
tos aleatorios é desestabilizada. Suponha que as constantes de acoplamento pares sao, em
meédia, um pouco maiores que as impares. Neste caso, o estdgio inicial de fluxo de renorma-
lizagao sera governado pelo PFDI caracteristico do grupo SU(2). Ambas as distribuigoes
de constantes de acoplamento pares e impares serao renormalizadas, porém a de acopla-
mentos impares serd um pouco mais que a de acoplamentos pares. Isso porque a dizimagao
de um acoplamento par (impar) renormaliza um acoplamento impar (par). E sendo que
a distribuicao de constantes de acoplamento impares ¢ um pouco mais renormalizada que
a de acoplamentos pares, a primeira se tornara singular um pouco mais rapidamente que
a segunda, e isso acentuard a diferenga entre elas aumentando assim a dimerizacao do
sistema. Conseqiientemente o sistema fluird para longe do PFDI em dire¢ao a um ponto
fixo de desordem finita ndo universal. |Hyman 1996, Fisher 1992|

Considere agora uma cadeia de spins SU(N), com N > 2 e @; = 1, Vi, no limite
fortemente dimerizado. Considere também que as constantes de acoplamentos pares sao
as mais fortes. De acordo com as regras de dizimacao, devemos primeiramente dizimar as
constantes de acoplamentos pares em primeira ordem de teoria de perturbacao. Apos esse

estagio inicial, a cadeia seré inteiramente populada por spins cujas RI’s sao tais que os (Q’s =
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2. Além disso, eles estao acoplados pelas constantes de acoplamentos impares originais
divididas por um fator numérico de 2 ou 4. Dessa maneira, o fluxo de renormalizacao que
se segue dirige o sistema para o PFDI correspondente. (Note que se N é par, o expoente
de tunelamento sera igual a ¢» = 2/N.) Analogamente, o raciocinio pode ser aplicado para
o limite de dimerizagao fraca. Com isso, concluimos que o PFDI correspondentes ao grupo

SU(N) com N > 2 é robusto contra dimerizacao.

4.6.3 Limite N — o0

Mudemos a discussao para as caracterisiticas do sistema no limite de /N grande.

Pela eq. (4.22), a desordem do sistema no limite N — oo nao diverge no limite Q — 0.
O limite descrito na referida equacao nao é bem definido porque depende da ordem em
que se toma o limite. De qualquer maneira, a desordem de P (J) diverge logaritmicamente

1/2 1o limite de N — oo. Isto

com ) — 0, enquanto vai a zero mais rapidamente, com N~
sugere que a fisica do sistema, fortemente dependente da desordem, no limite de N grande
deve ser diferente.

Na tentativa de estudar o limite de N — oo, devemos reescalar alguma variavel do
sistema. FKEsta naturalmente deve ser o nimero de caixas que compoem as RI. Entao,

naturalmente definimos

onde II; varia continuamente entre 0 e 1.
Proximo da distribuigao de ponto fixo, as rela¢oes de recorréncia (4.10), (4.11), (4.12)

e (4.13) tornam-se,

= J I, + 13 < 1
jo= | & sl <d, (4.35)
EJp, selly +1I3 > 1,
~ 1-¢)J. I, + 11 1
J, = (1=¢&)Js5, selly +1I3 <1, (4.36)
(1—§)J3, se Iy + I3 > 1,
Comgzﬂg/(ug—l—ug)eg:ﬂg/(ﬂg—i—ﬂg),
~ I, + 11 Iy, + 11 1
Iy + 13 — 1, se Iy + 35 > 1,
~ ILIT
oo tells JiJs 0, (4.38)

(N—1)
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respectivamente. A eq. (4.38) se torna indesejavel porque diz que a corre¢do em segunda
ordem de teoria de perturbacao para o acoplamento efetivo é nula. Na verdade, esta é nula
somente no limite N — oo, mas como a probabilidade de ocorréncia de uma dizimagcao
em segunda ordem de teoria de perturbagio vai a 1/ (N — 1) — 0, ndo ha a necessidade
de obter a correcao na energia em terceira ordem. Em suma, as dizimacoes no sistema sao

dadas essencialmente em primeira ordem de teoria de perturbacao.

Impor que p = 1 — ¢ = 0 na equagao de fluxo (4.20) nos retira da bacia de atragao
do ponto fixo de desordem infinita eq. (4.21), ou seja, o sistema nao é mais governado
por um ponto fixo de desordem infinita. O leitor pode protestar no sentido de que a
eq. (4.20) é uma aproximagao da verdadeira equagao de fluxo onde desprezamos os fatores
numéricos de renormalizacao agora descritos nas eqs. (4.35) e (4.36). Recuperando esses
fatores, recuperamos aproximadamente o fluxo de renormalizagdo das cadeias de spins-1/2
com acoplamentos FM’s e AF’s. Como a distribuicao de ponto fixo dessas cadeias possui
desordem finita, esperamos que a desordem das cadeias de spins SU(N) permanega finita
no limite em questdo. Analisando a equagao de fluxo (D.7), nota-se que é essencialmente
o termo de convolugao (proporcional a probabilidade de ocorréncia de uma dizimagao em
segunda ordem de teoria de perturbagao) que permite que a solugao (D.8) seja universal.

)1+R0, que é dependente da

Impondo que p = 1 — g = 0, encontra-se que R = Ry/ (1 +1n
desordem inicial. Concluimos dessa forma que, sao as dizimacao de segunda ordem que

levam o sistema para o ponto fixo universal de desordem infinita.

Esta bem evidente agora que as regras de aglomeracao se spin da cadeias de spins com
acoplamentos FM’s e AF’s e a da cadeia de spins SU(N) AF sao as mesmas no limite
N — o0. Perto do ponto fixo, os spins se tornarao fortemente correlacionados em enormes
aglomerados. Dessa maneira, podemos esperar que a correlacao média (ver eq. (4.30))
descreva a correlagdo média das cadeias de spins SU(2) com acoplamentos FM’s e AF’s.
Fazendo uma expansdo em 1/N, encontramos que

C(li = 4l)

~ m, no limite de N — oo,

que ¢é o comportamento encontrado numericamente para  essas cadeias
|[Hikihara 1999]. Devemos ainda salientar o fato de que nas cadeias de spins SU(2) AF’s e
FM’s a funcao de correlacao tipica é muito proxima da funcao de correlacao média. Entre-
tanto, uma expansao em 1/N da fungao de correlacao tipica (4.29) nao deve fornecer um

resultado confidvel porque o seu calculo esta diretamente vinculado a hipotese de que a
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distribui¢ao de constantes de acoplamentos no ponto fixo (4.21) é extremamente larga. Ja a
funcao correlagao média esta vinculada a regra de aglomeracao, e portanto esperamos que o
seu resultado permaneca valido. Concluimos portanto que, apesar da fisica do sistema, no
limite N — oo, nao ser capturada pelos resultados aqui propostos, o progressivo aumento
de N nos permite um calculo analitico para a funcao de correlacao spin-spin média e tipica

da cadeia de spins SU(2) com acoplamentos FM’s e AF’s.

4.7 Conclusoes

Generalizamos, neste capitulo, o método do GRDF para as cadeias de spins SU(N) AF’s
desordenadas cujas Rl’s sao totalmente anti-simétricas.

O ingrediente adicional que difere o fluxo de renormalizacdo das cadeias SU(N) com
N > 2 do fluxo de renormalizacdo da cadeia SU(2) é a inser¢ao de dizimagoes em pri-
meira ordem de teoria de perturbacao. Por outro lado, esses procedimentos de dizimagao
estao presentes nas cadeias de spins SU(2) com acoplamentos AF’s e FM’s (ver se¢ao 2.3).
Entretanto, a probabilidade de ocorréncia de uma dizimagao em segunda ordem de teoria
de perturbacao vai a zero perto do ponto fixo destas tltimas, enquanto tal probabilidade
permanece finita perto do ponto fixo das cadeias SU(N). Somente no limite N — oo
encontramos alguma semelhanca entre os dois sistemas, o que nos permitiu calcular anali-
ticamente a funcao de correlacao destes.

A equacao de fluxo foi resolvida analiticamente e encontramos que a introducao de
qualquer quantidade de desordem desestabiliza a fase pura levando o sistema para uma
fase de singletos aleatorios governada por um ponto fixo universal de desordem infinita.
Nesta fase, iniimeras quantidades sao universais, ou seja, independentes da desordem inicial
do sistema. A correlagao spin-spin tipica é de curto alcance em contraposicao a correlagao
meédia que decai como lei de poténcia com expoente que depende somente do grupo de sime-
tria dos spins. Esta tltima é dominada por raros pares de spins arbitrariamente afastados
que desenvolvem fortes correlagoes entre si em um estado de singleto. As propriedades
termodinamicas também foram calculadas. Em particular, a susceptibilidade magnética
apresenta um comportamento singular com a temperatura que é uma forte caracteristica da
fase de singletos aleatorios. A relacao entre as escalas de energia e comprimento também
¢ analiticamente obtida. Encontramos uma lei de escalonamento dinamico ativado com
expoente de tunelamento que depende somente da simetria do grupo envolvida. Este tipo

de lei é também uma forte caracteristica de fases infinitamente desordenadas e é diferente
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do escalamente dinadmico usual em sistemas criticos quanticos.

No limite N — o0, entretanto, o esquema de renormalizacao aqui apresentado falha. A
probabilidade de ocorréncia de uma dizimagao em segunda ordem de teoria de perturbacao
vai a zero e o sistema nao mais renormaliza para um ponto fixo de desordem infinita (ver
eq. (4.22)). Este fato nos leva a conclusao de que sdo as dizimagoes em segunda ordem de
teoria de perturbacao que levam o sistema para uma fase de desordem infinita. Ou seja,
na sua auséncia, o sistema renormalizado nao é infinitamente desordenado e os resultados
aqui apresentados nao sao mais validos. Note que, neste problema, a fisica relacionada ao
limite N — oo nao captura a fisica do limite N pequeno. Este é um exemplo em que a
técnica de N infinito, muito usada na literatura na esperanca de capturar a fisica de N
pequeno|Sachdev 1999, falha.






Capitulo 5

A cadeia anisotrépica de spins SU(4)

Neste capitulo relatamos o nosso estudo sobre a cadeia de spins SU(4) antiferromagnética
anisotropica. Para tal, dividimos o capitulo da seguinte maneira. Na secao 5.1, nos da-
mos a motivagao do estudo e a deducao do hamiltoniano de interesse, na secao 5.2 nos
generalizamos o grupo de renormalizagao para dizimar os spins SU(4) na presenca de ani-
sotropia, na secao 5.3 estudamos o fluxo de renormalizagao combinando técnicas analiticas

e numéricas, e finalmente na se¢ao 5.4 resumimos nossas conclusoes.

5.1 O hamiltoniano
Considere o hamiltoniano de Hubbard unidimensional com dupla degenerescéncia orbital,

Hywyw = H,+ Hy,

= ! Z (CzT',a,aCHLa,U + h.c.)

FUD D Miaoipr (1 das00r) (5.1)
1 «,B,0,T

onde ¢! _ (¢, ) denota os operadores usuais de criacao (aniquilacio) de elétrons no sitio

1,000
i e no orbital a(= 1,2) com proje¢ao de spin no eixo z igual a o (= £). O operador n; , , =
e é o operador niumero usual e os hamiltonianos H; e Hy denotam os termos usuais

1,0,0 1,00

de “hopping” e de repulsdo Coulombiana (U > 0). Note que estamos considerando processos
de “hopping” que conservam tanto a projecao de spin quanto a ocupacao orbitacional.

No limite fortemente correlacionado (U > t) e no preencimento (n;,,) = 1/4 (com

85
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{---) denotando o valor esperado no estado fundamental),! os graus de liberdade de carga
sao suprimidos, ou seja, o sistema torna-se um isolante de Mott com um elétron em cada
sitio. Neste caso, o hamiltoniano efetivo é obtido tratando H; como uma perturbacao de
Hy. Em segunda ordem de teoria de perturbagao (para maiores detalhes, ver apéndice G),

obtemos que

o 2
H = U Zz: Si - Sit1+ T Tiy1 +4(S; - Siga) (Ti - Tiga) (5-2)
onde 1 1
S, = 5 Z Cj,a,aara,bci,a,b’ eT; = 5 Z C;'[,a,ﬁo_:mbci,b,ﬁ’ (53)
a,a,b a,b,

com & sendo as matrizes de Pauli, e S; e T; sdo os operadores de spin e isospin que
descrevem os graus de liberdade de spin e orbital, respectivamente. Como veremos no
final desta se¢do, o hamiltoniano efetivo (5.2) possui simetria SU(4). Por ora, ele serve de

motivacao para estudarmos o hamiltoniano

H = (aT; Tip1 +b) (cS; - Siva +d), (5.4)

=4 J'S; S + STy Tigy + 4K (S - Sigr) (Ty - Tiza) - (5.5)

Note que este é o modelo antiferromagnético unidimensional mais simples que possui
dupla degenerescéncia orbital e é invariante por rotagoes tanto no espago de spin quanto
no espago orbital, ou seja, esse hamiltoniano possui simetria SU(2)(spin)®SU(2)(isospin).
Na forma (5.4), o hamiltoniano claramente descreve uma cadeia de spins-1/2 onde tanto
a magnitude quanto o tipo de interagao spin-spin depende da ocupagao orbital. Na forma
(5.5), dizemos que o hamiltoniano descreve duas cadeias de spins-1/2 AF’s acopladas via
um interacao do tipo 4 corpos. Além disso, no ponto J! = J? = K, o hamiltoniano descreve
o modelo de Hubbard de duas bandas no limite fortemente interagente e no preenchimento
1/4. Outra motivagao para o estudo deste hamiltoniano é o seguinte. No ponto K =0, o
sistema é exatamente solivel e possui dois modos bosonicos sem massa. Na linguagem de
teoria de campos conforme, o sistema tem carga central ¢ = 2. Ja no ponto J! = J? = K,
o sistema possui simetria SU(4) (como veremos mais adiante), é exatamente soluvel via

“Ansatz” de Bethe [Sutherland 1975| e possui 3 modos bosonicos sem massa, ou seja, carga

!Somando-se sobre os graus de liberdade orbitacional e de spin, o preenchimento é 1, ou seja, em média
ha 1 életron por sitio.
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central ¢ = 3. Como foi apontado por Azaria et al. |Azaria 1999|, do ponto de vista tedrico
essa situacao é extremamente interessante porque, pelo teorema ¢ de Zamolodchikov,? nao
podemos fluir do ponto de carga central ¢ = 2 para o ponto de carga central maior ¢ = 3.
Ou seja, a fisica perto do ponto de simetria SU(4) nao pode ser entendida em termos das
cadeias de Heisenberg fracamente acopladas. Uma transicao de fase deve ocorrer se sairmos
do ponto K = 0 e continuamente o aumentamos até K = J' = J2.

E nesse contexto que desejamos estudar o papel da desordem no hamiltoniano (5.5).
Iremos considerar o caso AF em que J' = J2 = J. Portanto, nosso ponto de partida é o

hamiltoniano desordenado

H = 42 Ji (Si - Sip1 + Ty - Tigr) +4K; (Si - Siv1) (T - Tiq), (5.6)

onde J; e K; sao variaveis aleatorias independentes e positivas. Uma escolha conveniente
para representar as matrizes da representacdo fundamental do grupo SU(4) em termos
dos operadores de spin-1/2 & A7 = 4s°t5, 2s%, 2t% com «, 3 = x, y, z (ver apéndice H)

[Arovas 1995]. Dessa forma, reescrevemos o hamiltoniano (5.6) como

9 15
H=Y {KZ- S AL+ Azqul} , (57)
7 v=1

v=10

onde agora se torna evidente que o ponto K; = J; ¢ invariante por transformacoes do grupo
SU(4).
Na proxima secao generalizaremos o grupo de renormalizacao para desordem forte para

tratar o hamiltoniano (5.7).

5.2 O grupo de renormalizacao

Para tratar o hamiltoniano (5.7), aplicamos a técnica do grupo de renormaliza¢do para
desordem forte introduzida no cap. 4. A idéia principal desse método é integrar graus de
liberdade muito energéticos, que nao devem ser importantes para a fisica de baixas ener-
gias, renormalizando os graus de liberdades restantes. Isto é feito da seguinte maneira:
Escolhe-se o par de spins que possui a maior energia de excitagdo (onde definimos como

energia de excitagao a diferenca de energia entre o primeiro estado excitado e o estado

20 teorema de Zamolodchikov diz que nio se pode fluir via transformacdes de grupo de renormalizacio
de um ponto fixo de carga central ¢; para um outro de carga central co > ¢1 [Zamolodchikov 1987].
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fundamental devido ao acoplamento local desses spins), em seguida "congela-se" o par no
estado fundamental e trata-se perturbativamente o hamiltoniano que os acopla com o resto
da cadeia. O objetivo desta secao é desenvolver os procedimentos de dizimacao para o es-
tudo do hamiltoniano (5.7). Mas antes de darmos inicio, faz-se necessério especificar com
mais detalhes a notagao aqui utilizada. Como sera visto ao longo desta secao, apds alguns
procedimentos de dizimagao, o hamiltoniano renormalizado tera spins que pertencem as
trés representagoes irredutiveis totalmente anti-simétricas do grupo SU(4), cujas matrizes
geradoras denotaremos de A, B e C caso os spins pertencam as representacoes fundamen-
tal, auto-conjugada e antifundamental, respectivamente. Tais matrizes estao descritas no

apéndice H.

Como é o procedimento usual desse grupo de renormalizacao, devemos considerar o
par de spins que possui maior energia de excitacao, “congela-lo” no estado de mais baixa
energia, e tratar o resto do hamiltoniano perturbativamente, ou seja, devemos tratar H;

como uma perturbacao de Hy onde

9 15
Hy=K,» DiDj+.J,» DiDj, (5.8)
=1 =10
9 15 9 15
Hy=K Y DiD}+.J; Y Di{Dj+Ks» DJDj+J;» DjD], (5.9)
v=1 v=10 y=1 v=10

supondo que o par de spins mais energeticamente acoplados sao aqueles dos sitios 2 e 3, e
D] denota as matrizes do i — ésimo spin que pode pertencer a qualquer uma das trés RI’s

totalmente anti-simétricas.

Para tratar H,, devemos analisar caso a caso as mais diversas possiveis combinagoes
das matrizes Dy e Ds. Ha muitas peculiaridades em cada caso, entretanto, podemos
resumir o resultado principal da seguinte maneira. Se o estado fundamental de Hy possui

degenerescéncia 4 ou 6, entao o hamiltoniano efetivo é dado por

9 15 9 15
HY =K\ DID"+.J; Y DiD"+ K3y D'Dj+.J;» D'D], (5.10)
y=1 =10 =1 =10

obtido quando tratamos H; em primeira ordem de teoria de perturbacao. Neste caso,
o resultado liquido é a dizimacao de um grau de liberdade de spin. As constantes de
acoplamentos renormalizadas K;e jz-, 1 = 1e3, dependem do caso em questao e serao dadas

mais tarde. O operador de spin efetivo D se refere a RI fundamental ou antifundamental
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no caso do estado fundamental ter degenerescéncia 4, caso contrario, se refere & RI auto-
conjugada. Por outro lado, se o estado fundamental é nao degenerado (estado de singleto),
o tratamento em segunda ordem de teoria de perturbacao nos leva a uma total dizimacao do
par de spins. Encontramos também que surge uma nova interacao entre os spins vizinhos

a esse par dada por

9 15
HY =K DID]+JY DiDj+c, (5.11)
y=1 v=10

onde as constantes de acoplamento renormalizadas K e J serdo dadas no momento opor-
tuno, e ¢ é uma constante que para os nossos propositos sera negligenciada. Isto resume
brevemente o resultado principal dessa secao. A similiaridade com os processos de dizima-
¢a0 no caso isotropico (ver cap. 4) é evidente.

Vamos agora nos concentrar nos possiveis casos de dizimacao.

5.2.1 Primeiro caso

Nesta sub-secao, analisamos o caso em que os spins 2 e 3 pertencem a RI fundamental.
Diagonalizando Hy (ver eq. (5.8)) com Dy = Ay e D3 = A3 encontramos os seguintes

niveis de energia:

o F = —3K; — 2J5, com degenerescéncia g; = 6,
o Fy=9K,5 —6J5, com degenerescéncia gy = 1,

o 3= Ky + 2J5, com degenerescéncia g3 = 9.

Como Ky, Jo > 0, temos duas possibilidades para o estado fundamental. Se J, > 3K5, o
estado fundamental é ndo degenerado e com auto-estado igual a (negligenciando o fator

numérico de normalizagao)

0na = |1’4>f+|471>f_|2a3>f_|372>fa
= |S2’S3>s® |t27t3>sa
onde |ag, a3), = |+,—) — |-, +), @ = s, t denota o estado singleto formado entre os spins

ou isospins ay e as.® Se Jo < 3K5 (que é o caso de maior interesse se estamos

interessados em pequenas anisotropias perto do ponto com simetria SU(4)), o estado

3A notagao dos auto-estados de spins SU(4) esta dada no apéndice H.
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fundamental tem degenerescéncia g = 6 e os auto-estados sao os vetores correspondentes

a representagao auto-conjugada {|j),.}, 7 =1,...,6 (ver apéndice H).

No caso em que Jy < 3K,, tratando o hamiltoniano H; (ver eq. (5.9)) em primeira
ordem de teoria de perturbacao, achamos que o hamiltoniano efetivo é aquele dado pela
eq. (5.10), onde

~ 1 ~ 1
Kiz= §K1,3, e Jizg= §J1,3, (5.12)

e DY = B? sio as matrizes da representacio auto-conjugada (ver apéndice H). A inter-
pretacao desse resultado é substituir o par de spins 2 e 3 por um novo spin cuja RI é
a auto-conjugada. Na notacao de tabelas de Young, o procedimento pode ser entendido
como retirar da cadeia o par de spins 2 e 3, representados por uma tnica caixa cada um, e
substituir por um novo spin com duas caixas empilhadas verticalmente como ilustrado na
fig. 5.1.

7<]17 K14|:|7‘]27 KQﬂ‘L’n K37

[}
s KJEFJ Ry

Figura 5.1: Dizimacao de um par de spins pertencentes a representacao fundamental no

caso Jy < 3Ks.

No caso em que Jo > 3K5, 0s spins Sy e S3 (do hamiltoniano orginal, ver eq. (5.6)) estao
congelados em um singleto (tal como os isospins Ty e T3), e em segunda ordem de teoria de

perturbacdo, encontramos que o hamiltoniano efetivo é aquele dado pela eq. (5.11), onde

= Ji1Js ~ K Ks
o N p MaRs 5.13
2(Jy; — 3Ks) 4(Jy — Ky) (5:13)
e c=cy, com
e 9 ) 72 15 )
' 2,221;4{8@2—[(2);( ) 4(J2—3K2)§( )

Note que no ponto K = 0, recupera-se o resultado esperado (ver eq. (2.3)), uma vez que

as duas cadeias de spin estao desacopladas.
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E interessante notar que, apesar de se tratar de um caso anisotréopico, os termos propor-
cionais ao quadrado de D] e D] sdo constantes. Esta afirmacao é evidente no caso em que
D7 sdo as matrizes das RI’s fundamentais ou anti-fundamentais, porque (47)* = (C7)?* =1,
V7, mas isso nao é verdade para as matrizes da RI auto-conjugada. Porém, surpreendente-
mente, as seguintes somas Z?/:l (B))’=12e 25’:10 (B})? = 8 sdo, e portanto, os termos
quadraticos sao meramente constantes, e sendo assim, podem ser negligenciados. Note
que o mesmo acontece para o modelo de spin-1/2 anisotropico tratado por Fisher (ver
ref. |Fisher 1994]): os termos quadraticos sdo constantes porque (S%¥7)* = 1/4, embora
isso s0 seja verdade no caso em que S = 1/2. Para os casos em que S > 1/2, este esquema
de dizimacao falha. Por isso nao ha uma generalizacao trivial do método de Westerberg et
al. (ver segdo 2.3) para as cadeias de spins superiores anisotropicas.

Para concluir essa secao, sabemos dizimar o par em questao caso E; ou FE5 sejam a
energia do estado fundamental. Somente para o caso em que Jo, Ky < 0, nao estamos

munidos de um procedimento de renormalizacao.

5.2.2 Segundo caso

Analisamos agora o caso em que os spins 2 e 3 pertencem as RI’s fundamental e auto-
conjugada, respectivamente.
Diagonalizando Hy (ver eq. (5.8)) com Dy = Ay e D3 = B3 encontramos os seguintes

niveis energéticos:
o [ = —6Ky5 —4J,, com degenerescéncia g; = 4,
e [y =6K,5—4J,, com degenerescéncia gy = 4,
e F3 = 2.J,, com degenerescéncia g3 = 16.

Para os casos de interesse, Jo, Ko > 0, F é a energia do estado fundamental cujos auto-
vetores sao aqueles correspondentes a representacao antifundamental {|j)af}, 7=1,...,4
(ver apéndice H). Tratando H; em primeira ordem de teoria de perturbagao, encontramos

que o hamiltoniano efetivo é aquele dado pela eq. (5.10), onde

~ 1 ~ 2
L1 = ng, e L3 = ng, (514)

com L=J, K,e DY = C7 sdo as matrizes da representacao antifundamental. Na notacao

de tabelas de Young, substitui-se o par de spins 2 e 3, representados por uma e duas
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caixas, respectivamente, por um spin representado por 3 caixas empilhadas verticalmente

(ver fig. 5.2).
7<]17 K14|:|7‘]27 K2<E|>J3> K37

4

7jla Kli 77j3a K?)i

Figura 5.2: Dizimacao de um par de spins pertencentes as representacoes fundamental e
auto-conjugada no caso Fy < Fs.

Estudar o caso em que o segundo multipleto é o fundamental também é de interesse
(caso Ky < 0 e Jy > —Kj, como veremos na se¢ao 5.3). Supreendentemente, ao pro-
jetarmos H; neste sub-espaco encontramos que o hamiltoniano efetivo é aquele descrito
na eq. (5.10), onde DY = A" sdo as matrizes da representacao fundamental (ver esquema

representativo fig. 5.3), e

~ 1

1
K, =—-z-K Ji=2J 5.15
1 3 1, 1 3 1, ( )
_ 2 -2
Kg = gKg, J3 - ng (516)

Note que os novos acoplamentos J; 3 e K 3 sao renormalizados da mesma forma que no

caso em que Ko > 0, com apenas a diferenca do sinal na renormalizacao de Kj.

']17 Kl |:|7J27 KQE ']37 K3

\
R R

Figura 5.3: Dizimacao de um par de spins pertencentes as representagoes fundamental e
auto-conjugada no caso Fy > Fs.

Concluimos entao que, nao sabemos dizimar tal par de spins somente no caso em que
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E3 é a energia do estado fundamental. Como veremos mais adiante, isso nao serd um

problema no caso AF aqui em estudo.

5.2.3 Terceiro caso

Analisamos aqui o caso em que os spins 2 e 3 pertencem as RI’s fundamental e antifunda-
mental, respectivamente.

Diagonalizando Hy (ver eq. (5.8)) com Dy = Ay e D3 = C3 encontramos os seguintes

niveis:
o [ = —9K, — 6.J5, com degenerescéncia g; = 1,
o Fy = —Ksy+ 2J5, com degenerescéncia g, = 9,

o F3 =3K,5— 2J5, com degenerescéncia g3 = 6.

Para os casos de interesse, Jo, Ky > 0, o estado fundamental é sempre nao degenerado com
auto-vetor correspondente a completa anti-simetrizacao dos 4 possiveis niimeros quanticos

da RI fundamental, ou seja, além do fator de normalizacao, o estado fundamental é
|O> = A1,2,3,4 |1>f ® |2>f ® |3>f ® |4>f )

onde A, 234 € 0 operador anti-simetrizador dos indices 1, 2, 3 e 4. Tratando H; em segunda
ordem de teoria de perturbacao, encontramos que o hamiltoniano efetivo é aquele descrito

pela eq. (5.11), onde
(5.17)

e ¢ = co, sendo

9 J2 15 2
02:_2{ J2+K2Z mz(l}l>}

i=1,4 y=1 =10

A fig. 5.4 ilustra pictoricamente o procedimento em questao. Retira-se o par de spins
2 e 3 (representados por 1 e 3 caixas, respectivamente) e surge uma nova interagao entre o
par de spins vizinhos.

Note que o multipleto 3 possui degenerescéncia g3 = 6. Isso sugere que este é equiva-

lente a um spin pertencente a4 RI auto-conjugada. Realmente essa hipdtese é confirmada
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7<]17 K14|:|7‘]27 K2 J37 K37

Figura 5.4: Dizimacao de um par de spins pertencentes as representagoes fundamental e
antifundamental quando F; < Ejs.

projetando H; neste sub-espaco. Encontramos que o hamiltoniano efetivo é aquele dado

pela eq. (5.10) , com

1 . 1
Kl — §K1, K3 — —§K3, (518)
J=in n=ly (5.19)
1 — 9 1 3 — 9 3- .

Logo, se o multipleto 3 for o fundamental, o procedimento diz que se deve substituir o par

de spins 2 e 3 por um spin auto-conjugado, como ilustrado na fig. 5.5.

7<]17 K14|:|7‘]27 K2 J37 K37

4

J i H Jy s

Figura 5.5: Dizimacao de um par de spins pertencentes as representagoes fundamental e
antifundamental quando E3 < Fj.

Por ora, concluimos que sabemos dizimar tal par de spins, caso E; ou Ej3 sejam a

energia do estado fundamental.

5.2.4 Quarto caso

Considere agora o caso em que os spins 2 e 3 pertencem a RI auto-conjugada.
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Diagonalizando Hy (ver eq. (5.8)) com Dy = By e D3 = B3 encontramos os seguintes

niveis de energia:

o [ = —12K5 — 8J,, com degenerescéncia g; = 1,
e Fy, = —4.J5, com degenerescéncia g, = 6,
e F3 = —4K,, com degenerescéncia g3 = 9,

o F, =12K5 — 8J5, com degenerescéncia g4 = 1,
e F5 = 4.J,, com degenerescéncia gy = 10,

o Fg = 4K,, com degenerescéncia gz = 9,

Para os casos de interesse, Jy, Ky > 0, o estado fundamental é sempre nao degenerado
(correspondente ao nivel 1) com auto-vetor correspondente a completa anti-simetrizacao
dos 4 possiveis niimeros quanticos da representacao fundamental, ou seja, além do fator de

normalizacao, o estado fundamental é
0) = Ai234 |1>f ® |2>f ® |3>f ® |4>f

Tratando H; em segunda ordem de teoria de perturbacao, encontramos que o hamiltoniano

efetivo é dado pela eq. (5.11), onde
(5.20)

e ¢ = c3, sendo

9 J2 15 )
_ E: i E: v
63__2{6 J2+K2 T 3L 1K, (Di)}'

i=1,4 y=1 =10

A fig. 5.6 ilustra pictoricamente o procedimento em questao. Retira-se o par de spins
2 e 3 (ambos representados por 2 caixas) e surge uma nova interagao entre o par de spins
vizinhos.

Um outro aspecto interessante aparece no caso em que Fy, ¢ a energia do estado funda-
mental. Isto ocorre quando Ky < 0 e Jy > |K3|. Esta regido se torna de interesse quando

estamos analisando o limite de acoplamento fraco entre as duas cadeias de spins, que sera
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']17 Kl E|>J27 KQE ']37 K3

Figura 5.6: Dizimagao de um par de spins pertencentes a representacao auto-conjugada
quando E; ou Ej é a energia do estado fundamental.

discutido posteriormente. O estado fundamental ¢ nao degenerado e o procedimento de re-
normalizacao se da em segunda ordem de teoria de perturbacao como ilustrado na fig. 5.6,

mas com os seguintes acoplamentos renormalizados,

2y o KK

=18 e N 5.21
Gy Ay 3(Jo— Ka)’ (5:21)

e ¢ = ¢4, sendo

K2 9 ) J2 15 )
— v v T 2
Cq = Z 6(J2_K2);(Dz> +3J2_9K22(D2> .

i=1,4 ¥=10

Note que o valor absoluto das constantes de acoplamento renormalizadas (ver eq. (5.21))
nao varia em relacao ao caso em que Fj é a energia do estado fundamental (uma vez que
K, é negativo, compare com a eq. (5.20)). A tnica diferenca se da no sinal de K e, como
veremos adiante (se¢do 5.3), isso é irrelevante no limite em que J > |K].

Note que o estado 2 possui degenerescéncia 6. Isso sugere que, caso este seja o estado
fundamental, em primeira ordem de teoria de perturbacao teriamos um multipleto fun-
damental representado por um spin auto-conjugado. Isso, no entanto, nao é verdade, e
portanto concluimos que temos um procedimento de dizimacao somente para os casos em

que ou estado 1 ou o estado 4 sao o fundamental.

5.2.5 Demais casos

As duas dizimagoes restantes, dizimagao de um par de spins pertencentes a RI antifunda-
mental e a dizimacao de dois spins pertencentes as RI’s auto-conjugada e antifundamental,

sao analogas as dizimacgoes descritas nas sub-secoes 5.2.1 e 5.2.2, respectivamente. Isso é
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reflexo do fato de que o sistema apresenta simetria “particula-buraco”.* No primeiro caso
(ver esquema ilustrativo descrito na fig. 5.7), substitui-se o par de spins a ser dizimado
por um tunico spin pertencente a RI auto-conjugada, e as constantes de acoplamento sao
renormalizadas da mesma forma como descrita da se¢ao 5.2.1 (ver eq. (5.12)). Lembre-se
ainda que ha a possibilidade do procedimento de dizimagao ocorrer em segunda ordem de

teoria de perturbacao caso Jy > 3Ks.

J17 Kl @7‘]27 KQﬁ J37 K3

4

J i H Jy s

Figura 5.7: Dizimacao de um par de spins pertencentes a representacao antifundamental
no caso em que Jy < 3Ks.

No segundo caso, se Ky > 0, o par de spins a ser dizimado é substituido por um
tinico spin pertencente a RI fundamental (ver fig. 5.8) e as constantes de acoplamento sao
renormalizadas conforme a eq. (5.14), caso contario (K3 < 0), o par de spins dizimado
deve ser substituido por um spin da RI antifundamental, e as constantes de acoplamento

devem ser renormalizadas de acordo com a eq. (5.15) e (5.16).

7<]17 Kl J27 K2<E|>J3> K37

U
j17 Kl I:l j37 K3

Figura 5.8: Dizimacao de um par de spins pertencentes as representacoes antifundamental
e auto-conjugada no caso em que Ky > 0.

4Referimo-nos & simetria “particula-buraco” que vem do fato de que o espectro de qualquer hamilto-
niano de spin apresentado aqui neste trabalho é invariante se trocamos os spins pelos spins conjugados
correspondentes, como mencionamos na se¢ao 4.2.
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5.2.6 Resumo dos procedimentos de dizimacao

Nesta secao, resumimos os procedimentos de renormalizacao que ditam as relagoes de
recorréncia que formam as transformacoes do grupo de renormalizacao.

Primeiramente, procuramos o par de spins que possui maior energia de excitacao, i. e.,
o par de spins cuja diferenca de energia entre o primeiro estado excitado e o estado fun-
damental é maior. Em seguida, dizimamos esse par conforme os casos tratados nas secoes
5.2.1 a 5.2.5. Se o estado fundamental for degenerado, entao a regra de dizimagao é subs-
tituir o par de spins em questao (D; e D;,1) por um tnico spin com Q caixas, onde Q
depende do caso em questao. Em todos esses, o novo spin efetivo se acopla com os spins

D, 1 e D, 5 através das constantes de acoplamento [~/,~_1 e [~/,~+1, respectivamente, sendo
Liov=8Li 1, e Liyr =& Liya, (5.22)

com L = K, J, e & e & diferentes caso a caso (ver egs. (5.12), (5.14), (5.15). (5.16), (5.18)
e (5.19)).

Quando o estado fundamental é nao degenerado, a regra de dizimagao é retirar os spins
D, e D;;; do sistema acoplando-se o par de spins vizinhos através das constantes KelJ
iguais a
Ki 1Kin 0 J— Ji—1Jiv1
aK; +bJ;’ cK; +dJ;’

onde a, b, ¢ e d dependem do caso em questao (ver eqs. (5.13), (5.17), (5.20) e (5.21)).

K= (5.23)

E importante notar que os acoplamentos renormalizados nem sempre sio menores que
os originais, e portanto os procedimentos de dizimagao podem ser inconsistentes no sentido
de nem sempre abaixar a escala de energia durante o fluxo de renormalizagao.

Uma vez determinada todas as regras de dizimagao, devemos agora estudar o fluxo do

GR. Esta tarefa é feita na secao a seguir.

5.3 O fluxo de renormalizacao

Nesta segao, estudamos o comportamento da anisotropia do sistema ao longo do fluxo de
renormaliza¢ao, bem como caracterizamos os pontos fixos encontrados.

Resumimos, inicialmente, o resultado obtido no capitulo anterior para a cadeia isotro-
pica. Em seguida, estudamos o hamiltoniano (5.7) nos limites de anisotropia adequados

monitorando a média e a variancia da mesma ao longo do fluxo de renormalizacao. Tal
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estudo, cujos calculos estao mostrados no apéndice D.4, se baseia na possibilidade de es-
crever um par de relagoes de recorréncia que descrevem o procedimento de renormalizacao
para a variavel de energia A (que depende da magnitude das constantes de acoplamento), e
outra para a variavel de anisotropia (chamada de variavel auxiliar no referido apéndice) que
depende da razao entre as constantes de acoplamento. Entretanto, nem sempre consegui-
mos resolver as equacgoes de fluxo analiticamente. Nesses casos, valemo-nos de simulacoes

numeéricas para obter a fisica do ponto fixo em questao.

5.3.1 Cadeia isotrdpica

Resumimos, por completeza, muito brevemente nesta sub-secao o resultado obtido através
do método em questao para a cadeia isotropica (caso em que J; = K;) como mostrado no

capitulo 4.

Se inicialmente a cadeia é populada somente por spins que pertencem a representacao
irredutivel fundamental, logo nos primeiros estagios do método de renormalizacao spins de
outras representacoes sao gerados, e como na dizimac¢ao de um par de spins o novo spin
efetivo gerado nao é igual a nenhum dos spins originais, esperamos que, na vizinhanca do
ponto fixo, a probabilidade de achar um spin pertencente a uma dada RI seja indepen-
dente da mesma, ou seja, esperamos que a cadeia seja igualmente populada por spins de
qualquer representacao, independentemente da magnitude da constante de acoplamento

compatilhada por este. Essa expectativa é confirmada numericamente.

Como nao ha correlagao entre a magnitude da constante de acoplamento e as RI’s dos
spins, e como todas as RI's sao equiprovaveis, podemos reescrever o fluxo de renormalizacao
da seguinte maneira. Escolhemos o par de spins com maior energia de excitacao. A
probabilidade de que esse par forme um singleto no estado fundamental é igual a p =
(N — 1)_1 = 1/3 e, portanto, com chance igual a 1/3, dizimamo-lo e “conectamos” os spins
vizinhos através da constante de acoplamento J = BJi—1Jiy1/J;, onde [ & uma constante
entre 0 e 1 (ver eq. (4.13)). Com chance igual a ¢ = 1 — p = 2/3, substituimos o par
de spins por um novo spin que interage com os spins vizinhos através das constantes de
acoplamento J;,_; = £J;_; e J~Z~+1 = (1 —=¢&) Jix1, onde £ & uma constante entre 0 e 1 (ver
eqs. (4.10) e (4.11)).

Este procedimento nos permite escrever a seguinte equacao de fluxo para a distribuicao
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de acoplamentos P (J; ),

P =@ P +or(@) [ananp s (1- %)

onde © = max{J;} é o “cut-off” da distribui¢do P (J;€2) e negligenciamos os fatores nu-
meéricos &, (1 —¢&) e (3, o que é valido no limite de desordem forte (como discutimos no
cap. 4). Para resolver a equagao de fluxo acima, é conveniente reescrevé-la em funcao das

variaveis logaritmicas I' = —InQ), ¢ = In (Q2/J), para Qy = 1. Logo,

0

SEAGT) = S+ ap(Op(0) +50(0) [ Al C— G-, (.20

S

onde p (¢;T)d¢ =P (J;Q)dJ.
Como mostrado no apéndice D, a equagao de fluxo (5.24) possui um tnico ponto fixo

universal e estavel,

0(¢)

pr(GT) = p—rexp{—C/pF},
o\ 3
P Q) = %(7) 6(Q-J), a=—c.

A relacao entre as escalas de energia I', e de comprimento L, pode ser calculada através
da relacao entre a fragao de aglomerados de spins ativos nr, e I', dada pela equagao de
taxa dnp = (2p+ ¢q) p (0) npdl,

Lp ~npt ~TYY = [In (1/Q)]VY, (5.25)

com ¢ = 1/4. A equagdo (5.25) é 1til por nos permitir calcular quantidades fisicas
importantes como a entropia especifica 0 ~ nr ~ (—In T)l/d’, o calor especifico ¢ ~
(—InT)" /% 6 a susceptibilidade magnética y ~ np /T ~ [T (—InT)"¥ _1.5

Além disso, podemos calcular o valor tipico e médio da funcao de correlagao C;; =
(A;-Aj), onde (---) denota a média no quantica no estado fundamental. O valor médio
de C}; (estamos nos referindo & média na desordem) serd dominado por raros singletos de
spins formados a distancias arbitrariamente longas que desenvolvem correlacoes da O (1).

Sendo P;; a probabilidade de que os spins A; e A; se tornem extremamente correlacionados,

SLembre-se que devemos usar a aproximacio de que os aglomerados de spins ativos sdo essencialmente
livres, uma vez que P* (J;Q) = T') é extremamente singular e larga no limite de baixas temperaturas.
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i. e., a probabilidade de serem dizimados em um mesmo aglomerado de spins, a correlagao

média se comportara como

— 4
Cij ~Pjj~——, comn=— =1, 5.26
J J |Z _ ] |77 /’7 N ( )
com --- denotando a média na desordem, como calculado explicitamente na secao 4.5.

Entretanto, tipicamente dois spins muito separados nao irao desenvolver fortes correlacoes.
O comportamento de escala da correlacao tipica sera dominado pelo fraco acoplamento .J

que surge entre o par, e portanto

In|Cyl,. ~InJ/Q=—pl ~ —|i—j|*. (5.27)

|tip

Isto resume brevemente a fisica do ponto fixo isotropico. A cadeia se encontra na
fase de singleto aleatorio universal onde qualquer quantidade de desordem é renormalizada
universalmente para o infinito, desestabilizando a fase ordenada. Como veremos mais

tarde, este ponto fixo é instavel contra a introdugao de anisotropia.

5.3.2 Acoplamento intra-cadeias J =0

Nesta se¢ao, estudamos o hamiltoniano (5.6) no caso em que o acoplamento J; = 0, e
K; >0, V.

Neste caso, conforme visto na secao 5.2, a energia de excitacdo de um par de spins
acoplados é sempre proporcional a K;, portanto é natural definirmos as seguintes variaveis
de energia (; = In(Q/K;) e I' = —InQ, onde Q@ = max{K;} e Qy = 1. Analisando os
possiveis procedimentos de dizimacao descritos na secao 5.2, concluimos que a distribuicao
de ¢ renormaliza da mesma maneira como no caso isotropico descrito na sub-secao anterior,
desde que os fatores numeéricos sejam desprezados. Portanto, a equacao de renormalizacao
desta distribuicao é aquela dada pela eq. (5.24). Além disso, todas as quantidades fisicas
se comportam da mesma maneira que na cadeia isotropica e a anisotropia permanece a

mesma durante todo o fluxo de renormalizacao.

Dessa maneira, concluimos que no caso J = 0 o sistema, apesar de nao ser invariante
por rotagoes do grupo SU(4), flui para ponto fixo que possui as mesmas propriedades fisicas

da cadeia isotropica de spins SU(4).
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5.3.3 Acoplamento intra-cadeias J fraco

Estudamos aqui o hamiltoniano (5.6) no limite em que o valor absoluto do acoplamento
J; € muito menor que K; > 0, Vi. Analisando as regras de dizimacao descritas na secao
5.2, conclui-se que os possiveis procedimentos de dizimagao sao os mesmos da cadeia SU(4)
isotrépica.

Definindo

como uma medida da anisotropia do sistema, esta quantidade se renormaliza da seguinte

maneira ao longo do fluxo,

(5.28)

- { JAVE se a dizimagao é em 12 ordem,
i p—

YAVERVAVIR] <§i§z) , caso contrario.

Note que a relacao de recorréncia é a mesma para os dois possiveis casos em que a dizimagao
se da em segunda ordem de teoria de perturbagao (Q;Q;+1 = 3 ou 4), mesmo sendo as
equacoes de dizimacdo para J e K diferentes em cada caso (ver egs. (5.17) e (5.20)).
Como estamos interessados no caso em que |A;| < 1, Vi, a equagdo de recorréncia
(5.28), para o caso de uma dizimagdo em segunda ordem, se torna uma simples relagiao

aditiva em escala logaritimica,

hﬂAi:hqAFﬂ+hqAHﬂ, (5.29)

além de uma constante que pode ser negligenciada para as distribui¢oes em questao onde
—In|A| > 1.

Definindo ¢ = In(2/K) e I' = —InQ, onde Q@ = max{K;} e Qy = 1, a relacao de
recorréncia para ¢ é aproximadamente igual a relacao de recorréncia para o caso isotropico,
0 que nos permite aplicar os métodos descritos no apéndice D.4.

Se inicialmente a distribui¢ao de A nao é simétrica (por exemplo J; > 0, Vi), esperamos
que o valor tipico de A va a zero com exp {17} (ver apéndice D.4.1), com 7,55 =
(1 + \/TB) /2. O mesmo raciocinio vale se a distribui¢ao inicial de A é simétrica. Como a
relagao de recorréncia dos valores absolutos dos A’s obedece a equacgao (5.29), a dispersao
de In \A\ crescera com o=+ implicando em valores tipicos dos modulos dos A’s indo a zero
com exp {—cl'*} (com ¢ da ordem de 1).

Entao concluimos que acoplamento J fraco é irrelevante independentemente de seu
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sinal, e o sistema flui para um ponto fixo com J = 0 descrito na sub-secao anterior que
mimetiza a fisica do ponto fixo isotropico descrito na sub-se¢ao 5.3.1. Uma pergunta natural
surge neste momento: até que valores negativos de J, este é irrelevante? A resposta é
que para —1 < A < 0, o acoplamento J é irrelevante. Esta conclusio se baseia nos
métodos utilizados na sub-secao 5.3.6, onde deve-se substituir J — —.J. Mas note que no
ponto em que —J; = K, diferentemente do ponto isotropico, J; = K;, os procedimentos
de renormalizagao nao podem mais ser aplicados. Isto porque os multipletos 1 e 3 se
degeneram no caso da dizimagao de um par de spins pertencentes a RI fundamental (ver

se¢ao 5.2.1).

5.3.4 Acoplamento inter-cadeia K =0

Considere o caso em que K; =0, Vi.

Conforme as regras de dizimagao descritas na secao 5.2, somente dizimagoes em segunda
ordem devem ocorrer. Isto é reflexo do fato de que nesse ponto as cadeias estao desacopladas
e o procedimento de renormalizacao é aquele originalmente descrito por Ma, Dasgupta e
Hu (ver se¢ao 2.1).

Concluimos portanto que, o sistema flui para o ponto fixo de desordem infinita ca-
racteristico do grupo SU(2). Como veremos a seguir, esse ponto fixo é robusto contra a

introducao de pequeno acoplamento inter-cadeia.

5.3.5 Acoplamento inter-cadeia K fraco

Analisamos, nesta sub-sec¢ao, como a anisotropia é renormalizada perto do ponto fixo K =
0. Como no caso K = 0, os possiveis procedimentos de renormalizacao sao aqueles da
cadeia SU(2) isotropica.
Definindo
pi= =t (5.30)

como uma medida da anisotropia local, esta é renormalizada conforme

S 1 =3pi  pic1pit1
Pi 901—1@2—1—12 (1 — sz) 2 )

(5.31)

para o pequeno. A eq. (5.31) é obtida a partir das relagdes de recorréncia (5.13).
Como no caso de pequeno acoplamento intra-cadeia, o valor tipico da distribuicao do

modulo de ¢ vai a zero como exp {—F)‘“SS}, com Aggs = (1 + \/5) /2 (neste caso, p=1e
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T = 0; ver apéndice D.4.1) independentemente da distribui¢ao inicial. Concluimos entao

que o sistema flui para o ponto fixo de desordem infinita do grupo SU(2).

Note, entretanto, que a relagdo de recorréncia (5.13) deixa a possibilidade de uma
constante de acoplamento renormalizada ser maior que as originais (que a partir de agora
denominaremos de dizimagoes incovenientes) e, portanto, o resultado de que pequena de-
sordem é relevante deve ser re-examinado. Como no caso de cadeias de Heisenberg AF’s
desordenadas de spins-S SU(2) com S > 1/2, os procedimentos do GR deixam a possi-
bilidade de ocorréncia de dizimac¢oes incovenientes (ver eq. (2.19)) e, somente para desor-
dem inicial suficientemente grande, o sistema flui para o ponto fixo de desordem infinita.
Nestas cadeias, desordem fraca é irrelevante |Boechat 1996, Hyman 1997, Monthus 1997,
Saguia 2002, Saguia 2003, Carlon 2004|. Conjecturamos, porém, que este nao é o caso ve-
rificado aqui. Nossas simulacoes indicam que qualquer quantidade de desordem é suficiente
para levar o sistema para o PFDI correspondente. E verdade que algumas dizimacoes inco-
venientes ocorrem. Entretanto, a concentracao dessas cai rapidamente e vai a zero perto do
ponto fixo. O motivo para tal é de simples entendimento. Um acoplamento renormalizado

tem a forma

com

) = (2 — 2¢i + 3pi1piy1 — 9S0i—1S0iS0i+1)
Z 4(1—3p;)* (1 — 1) .
Como a magnitude dos ¢’s rapidamente renormaliza para zero, a fun¢ao f () rapidamente
converge para 1/2, e assim o sistema flui para o PFDI independentemente da desordem
inicial. Somente nos estagios iniciais do fluxo de renormalizagao é que f (¢) eventualmente
pode assumir valores maiores que 1 e, se a desordem for inicialmente pequena, existe a
chance de .J ser maior que Jyo. Porém a probabilidade de ocorréncia de tais eventos vai
a zero rapidamente, diferentemente das cadeias de spins SU(2) maiores que 1/2. Nestas,
o prefator numérico (aqui denotado por f (¢)) independe do fluxo de renormalizagao e é
maior que 1. Por essa razao, se a desordem ¢é inicialmente pequena, em todos os esta-
gios do fluxo de renormalizacao haverd a ocorréncia de dizimacoes incovenientes e, por
tal motivo, a desordem nao cresce, comprometendo o método perturbativo de dizimacao.
Quando isso acontece, dizemos que as dizimagoes deixam de ser incovenientes e passam a

ser inconsistentes.

Por fim, se a anisotropia média inicial, ¢, for menor que 1/3, o sistema flui para o PFDI

caracteristico do grupo SU(2). Para ¢ > 1/3, o procedimento de renormaliza¢do ndo mais
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se da em segunda ordem (ver sub-segao 5.2.1). Isso desestabiliza o fluxo de renormalizacao

e o sistema se dirige para outro ponto fixo como veremos mais adiante.

5.3.6 Pequena anisotropia em torno do ponto J = K

Devemos analisar agora o caso de pequena anisotropia em torno do ponto isotropico.

Definindo como medida da mesma

Ji — K;
0 = ———, 5.32
- (5.32)
obtém-se a seguinte relacao de recorréncia,
5 i, se a dizimagao é em 1* ordem, 5 33
' 2(1+5F1)(1+§”1)(2+5i) — 1, caso contrario (5.33)
4+9; ’ ’

Esta é obtida a partir dos possiveis procedimentos de renormalizacao que sao aqueles da
cadeia SU(4) isotropica. Como estamos interessados no caso em que |§;| < 1, Vi, a relagao

de recorréncia quando de uma dizimacao em segunda ordem é aproximadamente igual a
~ 1
(Si ~ 5@'—1 + 5@'—}-1 + Z(SZ (534)

Definindo J; = v/ J;K; como variavel de energia, encontra-se a seguinte relagao de recor-
réncia,

‘7i ~ Ji—1Ji+1

N

~ Ti se a dizimacao é em 1* ordem,
caso contrario,

com g = 6 ou 4 se Q;Q;+1 = 4 ou 3, respectivamente. Dessa forma, definindo ( = InQ/J
el'=—1InQ, onde Q@ = max {7;} e Qy = 1, podemos aplicar os métodos do apéndice D.4.
Se a anisotropia inicial é uniforme, i. e., todos ou a maioria dos ¢’s sendo ou positivos

ou negativos, entao a média de ¢ cresce com

- - 5t
0 ~ I'"yy, com 7, = 37
e dp sendo a média da distribui¢ao inicial de anisotropia (ver apéndice D.4.1). Na escala
N -1 u . . .
r,~ ’50} 4 , a anisotropia se torna da ordem de 1, e portanto o esquema de renormaliza-
¢ao nao é mais valido. Além dessa escala, a anisotropia pode ser positiva (onde tipicamente

J; > K;) ou negativa (tipicamente K; > .J;).
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No caso em que a anisotropia é negativa, a relagao de recorréncia (5.28) se torna (5.29),
uma vez que para I' > I',, A é pequeno. Entao concluimos que toda a linha entre o ponto
isotropico (J = K) e o ponto de alta anisotropia negativa (J = 0) flui para este tltimo
na presenca de desordem. Note que a mesma conclusao se aplica caso o sinal de J seja
trocado. Portanto, toda a linha em que —2 < §; < 0 se colapsa no ponto J = 0 na presenca

de desordem (como argumentado no final da sub-secao 5.3.3).

Por outro lado, para anisotropia positiva, J ganha forca em relacao a K e isto leva a

uma mudanca qualitativa nos processos de dizimagao como sera discutido a seguir.

Nos casos discutidos anteriormente, ou K era sempre maior que |J| (ver sub-se¢oes
5.3.2 e 5.3.3), ou J era sempre maior que |K| com a cadeia populada somente por spins
cuja RI é a fundamental (ver sub-se¢oes 5.3.4 e 5.3.5). No primeiro caso por exemplo, a
equiprobabilidade dos procedimentos de renormalizacao era mantida porque a energia de
excitacao devido ao acoplamento entre dois spins é sempre proporcional a K, independente
das RI’s dos mesmos (ver sub-se¢des 5.2.1 a 5.2.4) e, portanto, a probabilidade de ocorréncia
de uma dizimagao em segunda ordem de teoria de perturbacdo continuava igual a p = 1/3.
A diferenca que se verifica no caso em que a maioria dos d’s é maior que zero é que
tais processos de dizimag¢ao nao sdo mais equiprovaveis. Denotando (Q;,Q;+1) o par de
spins a serem dizimados, notamos que os processos envolvendo os pares (1,2), (2,1), (2,3),
(3,2) e (2,2) (descritos nas sub-se¢oes 5.2.2 e 5.2.4) sao suprimidos porque a energia de
excitacao destes nao é proporcional a J. Os procedimentos mais favorecidos sao aqueles
denotados por (1,1), (3,3), (1,3) e (3,1), que no limite em questao, sdao todos de segunda
ordem em teoria de perturbacao. Lembre-se de que se J > 3K, ha uma inversao no estado
fundamental (com relagdo aos procedimentos (1,1) e (3,3)), este torna-se um singleto e o
procedimento de renormalizagio se da em segunda ordem de teoria de perturbagao (ver sub-
se¢ao 5.2.1). O cenario que encontramos agora é parecido com aquele das sub-se¢oes 5.3.4
e 5.3.5, porém com spins pertencentes a outras RI's além da RI fundamental gerados nos
primeiros estagios do fluxo do GR quando este era dominado pelo PFDI do grupo SU(4).
Esta complicacao adicional nao nos permite escrever uma equacao de fluxo que possamos
resolver analiticamente. Para contornar tal problema, valemo-nos de simulacoes numeéricas

para encontrar o ponto fixo correspondente. Deixamos esse estudo para a sub-secao 5.3.7.

Queremos agora analisar o caso em que a anisotropia é simétrica, ou seja, 0 tem sinal
aleatorio e média nula. Neste caso, conforme a relacao de recorréncia (5.34), o fluxo de
renormalizacao deve preservar essa caracteristica, e portanto, procurando solucgoes simétri-

cas, encotramos pelos métodos descritos no apéndice D.4.2 que a dipersao da distribuicao
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de ¢ deve escalar como

53 ~ T'g3,, com yp = LI '413’75,

onde g5y é 0 desvio padrao da distribuicao inicial de §. Portanto, a anisotropia aleatoria
¢ uma perturbacao relevante no ponto isotropico. Quando s se torna da ordem de 1, a
aproximacao de anisotropia pequena nao é mais valida, e isso ocorre na escala de energia
I'r ~ 05_02/%. Além desta, os processos de renormalizagao ora serao como aqueles descritos
no caso em que o fluxo é dominado por grandes K'’s, ora serao como aqueles em que J é
muito maior que K. Como nao h& uma simetria em trocar K = .J, isso implica que o valor
médio de J nao mais deve ser igual a zero. Toda essa complicacao adicional dificulta enor-
memente uma andlise quantitativa do fluxo de renormalizacao do ponto de vista analitico.
Entretanto, analises numéricas podem ser realizadas sem maiores complicagoes.

Por ora, concluimos que deve haver um ponto fixo instavel que separa as duas fases aqui
propostas. Além disso, queremos apontar a semelhanca do fluxo de renormalizacao aqui
apresentado com aquele proposto para o modelo SU(2) XXZ anisotropico [Fisher 1994|.
Neste tltimo, Fisher mostrou que toda a linha que conecta os pontos XX e XXX flui,
na presenca de desordem, para o ponto XX, do mesmo modo como aqui, toda a linha
0 < J/K < 1 flui para o ponto J = 0. Para J/K > 1 o sistema flui para um ponto
dominado por J’s muito maiores que os K’s. Da mesma maneira como no caso SU(2),
para acoplamento na direcao z maior que o acoplamento planar, o sistema flui para um
ponto fixo onde este tltimo é irrelevante. Associando o acoplamento J com o acoplamento

na direcao z e o acoplamento K com o acoplamento planar, aqui listamos as semelhancas

entre os dois fluxos. As diferencas serao apontadas mais tarde no momento oportuno.

5.3.7 Simulacoes numéricas

As simulacoes aqui apresentadas tem como objetivo explorar o fluxo de renormalizacao
em funcdo da anistropia média § e de sua variancia &5 (a anisotropia local §; é dada pela
eq. (5.32)). Para tal, dizimamos inimeras cadeias em diversas condi¢des iniciais diferentes
(80, 050) € acompanhamos o evolucio de (J, G5) ao longo do fluxo de renormalizagio.
Utilizamos cadeias que possuem inicialmente 2 10° spins, todos pertencentes a RI funda-
mental. Os valores iniciais dos K's e dos J’s sao gerados da seguinte forma. Primeiramente
geramos os valores dos K's uniformemente distribuidos entre Ky e K., = 1. Em seguida,

geramos os valores dos J’s de tal maneira que a anisotropia J esteja uniformemente distri-
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buida com média dy e variancia o5 desejadas. Construida a cadeia, esta é dizimada até que
restem somente 50 spins efetivos. Os dados gerados sao uma média sobre um total de 10
realizacoes de desordem. Por clareza, mostraremos somente as simulacoes em que Ky = 0,
mas também usamos os valores de Ky = 0,5 e 0,9. Antecipamos que nao encontramos
nenhuma diferenca qualitativa na escolha de K,. (Uma pequena diferenca quantitativa
é verificada somente no inicio do fluxo de renormaliza¢do enquanto ainda hé transiente.)
Note que, nas regides —2 < 6 < —1 e § > 1, podem ocorrer processos onde os acopla-
mentos renormalizados sao maiores que os originais e, portanto, pode-se argumentar que o
método de dizimagao é inconsistente. Como argumentamos anteriormente, entretanto, isso
s6 ocorre para valores de anisotropia intermediaria. Quando § estd proximo dos pontos
fixos 6 = —1, 0 ou § — 00, os acoplamentos renormalizados nunca serdo maiores que os
originais, € como a anisotropia do sistema sempre flui rapidamente para esses pontos, o
fluxo é pouco perturbado pelas dizimagoes incovenientes, garantindo a universalidade do

mesmao.

1.5

o1

0.5

Figura 5.9: Fluxo de renormalizac¢do para o modelo SU(4) anisotrépico desordenado como
funcdo da média do parametro de anisotropia ¢ e de sua dispersio &5, onde a anisotropia
local é §; = J;/K; — 1, para condigoes iniciais de —2 < dy < 0. Cada simbolo diferente
representa uma condicao inicial diferente e o erro do dado é igual ao tamanho dos mesmos.
As linhas conectando os dados numéricos sao meramente guias para os olhos que, com o
auxilio das setas, indicam a direcao do fluxo de renormalizacao. Todas as curvas indicam
que o ponto § = —1, &5 = 0 & um ponto fixo estavel.
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As regras de dizimacao sao aquelas descritas na secao 5.2. Procuramos o par que possui
a maior energia de excitacao. Isto é feito determinando a energia do estado fundamental e
do primeiro estado excitado. Caso o estado fundamental tenha a simetria tal que podemos
aplicar as regras de dizimagao descritas na referida secao, dizemos que o procedimento de
dizimacgao é consistente (seja este dado em primeira ou em segunda ordem de teoria de
perturbagao). Caso o multipleto fundamental nao seja um daqueles propostos para uma
dizimacao consistente, dizemos que ocorreu uma dizimacao inconsistente, e procedemos da
seguinte maneira. Retiramos o par de spins em questao (D; e D; 1, por exemplo) e ligamos
o par de spins vizinhos escolhendo aleatoriamente o par de constantes de acoplamento,
(Ki_1, Ji—1) ou (K1, Jiy1). Antecipamos que esse tipo de dizimagao s6 ocorre na regiao

§ < —2 (que esta fora dos nossos interesses).

Os primeiros dados que queremos mostrar estao na fig. 5.9. Esta mostra o fluxo de
renormalizacdo para as cadeias cujas condicdes iniciais sdo tais que —2 < dy < 0. Para todas
as curvas estudadas, o fluxo de renormalizacio leva para o ponto 6 = —1, 55 = 0. Neste, a
cadeia renormalizada ¢ igualmente populada por spins pertencentes as trés Rl’s totalmente
anti-simétricas e os expoentes caracteristicos sao aqueles correspondentes aos da cadeia
SU(4) isotropica. Além disso, queremos frisar que todos os procedimentos de dizimagao
foram do tipo consistente. Para cadeias em que § < —2, o grupo de renormalizacio
aqui descrito se mostrou inadequado. Durante o fluxo, a maioria dos procedimentos de
dizimacao se tornou do tipo inconsistente, uma vez que os J’s cresceram em modulo mais
que os K’s, mas estes eram negativos. Argumentamos, neste caso, que o sistema flui para

uma fase ferromagnética.

Mudemos agora nossa atencao para a regiao em que dg > 2. Para investiga-la numeri-

camente redefinimos ¢ (ver eq. (5.30)) para

| Kl
J;

Wi =

como medida da anisotropia. A fig. 5.10(a) mostra as simulagdes numéricas para trés
cadeias com diferentes condicdes iniciais na regido em que 6y > 2. Perto do ponto fixo,
a constante de acoplamento K se torna irrelevante e de sinal aleatorio (dai a escolha de
¢). Além disso, ndo hd surgimento de spins pertencentes nem a RI auto-conjugada e
nem a RI antifundamental. Todos os processos de dizimagao sao de segunda ordem em
teoria de perturbacgao, e a fase ¢ governada por um ponto fixo de desordem infinita com

os expoentes caracteristicos do grupo SU(2). Este resultado ja era esperado, uma vez que
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sendo K irrelevante, as duas cadeias se desacoplam.

0.2 w w ‘ 0.3 ‘ ; ;
| — x=y
(b) } -—— x=1/3
0.15 O Cadeia A
0.2 } O Cade?a B
! A Cadeia C
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0.05 | \
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Figura 5.10: Fluxo de renormalizagao para o modelo SU(4) anisotropico desordenado como
fun¢ao da média do parametro de anisotropia ¢ e de sua dispersao 7, onde a anisotropia
local é ¢; = |K;| /J;, para condigoes iniciais de (a) @9 < 1/3 e (b) 1/3 < ¢9 < 1. Cada
simbolo diferente representa uma condicao inicial diferente e o erro dos dados é igual ao
tamanho dos mesmos. As linhas conectando os dados numéricos sao meramente guias para
os olhos que, com o auxilio das setas, indicam a direcao do fluxo de renormalizacao. Todas
as curvas indicam que o ponto ¢ = 0, 6, = 0 é um ponto fixo estavel. A linha continua
(pontilhada) é a curva onde 6, = ¢ (¢ = 1/3).

Finalmente, devemos agora investigar a regido em que 0 < &y < 2. Para tal monito-
ramos ¢ e 6, ao longo do fluxo de renormalizagao (ver fig. 5.10(b)). Ao mesmo tempo,
monitoramos também a probabilidade de ocorréncia de um processo de dizimacao em pri-
meira ordem de teoria de perturbacao g e a populacao de spins pertencentes as trés RI’s em
questdo, tudo isso em fungao da escala de energia ) (ver figs. 5.11. a e b, respectivamente).
As cadeias tém as seguintes condigoes iniciais: cadeia A: g9 = 1,01 e 0, = 0, cadeia B:
Qo = 0, = 2/3, e cadeia C: ¢y = 1/2,95 e 0, = 0, cujos dados serdo denotados pelos
simbolos de circulo, quadrado e triangulo, respectivamente. Ja adiantamos que durante a
iteracao do método de renormalizacao, todos os processos de dizimagao foram consisten-
tes, i. e., todas as vezes que dizimamos um par, o multipleto fundamental era um daqueles
considerados por nds na se¢ao 5.2.

Como argumentamos na sub-secao 5.3.6 e é verificado nos dados numéricos mostrados
na fig. 5.10(b), o sistema flui para o ponto fixo onde o acoplamento K ¢é irrelevante. Mas,
diferentemente do caso anterior (onde &y > 2), a cadeia é populada por spins pertencentes

a todas RI's totalmente anti-simétricas (ver fig 5.11(b)). Além disso, a probabilidade de
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Figura 5.11: (a) Fragdo de processos de dizimagao em primeira ordem de teoria de per-
turbagao ¢, e (b) fracdo dos spins pertencentes as representacoes fundamental (QQ = 1) e
auto-conjugada (@) = 2), em simbolos vazios e cheios, respectivamente. Todas estas fragoes
em funcao da escala de energia €). As densidades de spins pertencentes as RI's fundamental
e antifundamental (ndo mostradas aqui por motivo de clareza) sdo iguais.

ocorréncia de uma dizimagao em primeira ordem de teoria de perturbagao nao é nula (ver
fig. 5.11(a)). Veja também que as 3 cadeias ndo apresentam o mesmo comportamento
perto do ponto fixo. A fim de descobrir a caracteristica dinamica desses pontos fixos,
monitoramos a fracao de aglomerados de spins nr em funcao da escala de energia I' =
—1In 2, mostrada na fig. 5.12. Para essa simulacao, usamos cadeias de tamanho inicial
Ly = 10°. Como nas anteriores, os dados numeéricos aqui sao gerados a partir de uma média
em 10 realizagoes de desordem. Utilizamos distribui¢oes iniciais uniformes (Jy < J < 1)
para Jy = 0,9, 0,5, e 0, e os acoplamentos K's distribuidos de tal maneira que as condicoes
inicias de @y e o, fossem satisfeitas. Em todas as simulacoes o expoente de tunelamento
permaneceu inalterado independente da desordem inicial. A cadeia D tem a seguinte
condicao incial: ¢y = 0,07 e 0y = 0, porém, diferentemente das demais, é inicialmente
populada por spins pertencentes as 3 possiveis RI’s totalmente anti-simétricas.

O comportamento dinamico encontrado nessas cadeias é compativel com o escalona-
mento dinamico ativado (ver eq. 4.23), porém o expoente de tunelamento, ¥, nao é univer-
sal: apesar de nao depender da desordem inicial, depende da anisotropia inicial. No detalhe
da fig. 5.12, mostramos ¢ em func¢ao da anisotropia média inicial ¢y para as cadeias com
anisotropia uniforme (o, = 0). Este varia com a anisotropia média inicial se . < o < 1,
onde ¢. ~ 0,5. Caso 1/3 < ¢y < @., 0 expoente critico satura em * ~ 1,67 = 5/8.

De modo interessante, o expoente de tunelamento da cadeia D é igual a ¢*. Note que
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Figura 5.12: Fracao de aglomerados de spin ativos nr em fungao da escala de energia I'.
Confome a eq. (5.25), o expoente de tunelamento v é calculado a partir de um regressao
linear mostrada pelas linhas. No detalhe mostramos a dependéncia de ) com a anisotropia
média para as cadeias cuja dispersao da anisotropia é inicialmente zero, i. e., o¢g = 0.

esta cadeia, se fosse inicialmente populada somente por spins da RI fundamental, teria
o expoente de tunelamento igual a 1/2. Isto sugere fortemente que a presenca de outros
spins nao pertencentes a RI fundamental desestabiliza o PFDI do grupo SU(2).

E interesante notar que esse novo ponto fixo, com expoente de tunelamento ¥*, possui

um tempo de relaxa¢do 7 muito maior que o da cadeia de spin SU(2). Lembre-se que
T ~ exp {Lw} .

Nas cadeias de spins SU(N) isotropicas, o tempo de relaxagdo diminui com N, (¢ =
1/N, ver eq. (4.23)).

Fato semelhante foi observado nas cadeias de spins-1/2 desordenadas com correlac¢ao de

Contrariamente, a introducao de anisotropia aumenta o seu valor.

longo alcance entre os acoplamentos |Rieger 1999|. Porém, no problema em questdo, a
anisotropia naturalmente correlaciona a probabilidade de uma conexao ser dizimada com
as RI's dos respectivos spins.®

Qual o maximo valor que ¢ pode ter? O expoente de tunelamento 1) deve ter o valor

6Lembre-se de que somente na regiio em questdo o "gap" de excitacio de um par de spins depende das
RI’s dos mesmos.
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maximo igual a dimensao do sistema D, no caso D = 1. Isso vem da interpretacao da
probabilidade de tunelar todo um volume L”. Como o sistema é interagente e sujeito
a flutuagoes quéanticas (maximizadas em 1 dimensao) novos expoentes de tunelamento
surgem, diminuindo o tempo de relaxacao. Pode-se entao interpretar 1) como a dimensao

fractal do aglomerado tunelante.

5.4 Consideracoes finais e conclusoes

Devemos agora resumir os nossos principais resultados sobre o estudo da cadeia de spins
SU(4) anisotropica.

Aplicando o método do GR para desordem forte, acompanhamos ao longo do fluxo de
renormalizacao a distribuicao dos acoplamentos K e J bem como a média e a dispersao
da anisotropia, & e &;, respectivamente (ver eq. (5.32)). Dessa maneira, propomos um
diagrama de fluxo de renormalizacdo em funcio de § e &; ilustrado na fig. 5.13.

Na presenca de desordem, toda a linha —2 < ¢y < 0 flui para o ponto fixo § = —1
(J =0) (com dp sendo a média da anisotropia inicial). Este ponto fixo estavel mimetiza a
fisica da cadeia isotropica, ou seja, possui os mesmos expoentes caracteristicos da cadeia
SU(4) desordenada, por exemplo, ¢ = 1/4. Para §; > 2, o acoplamento intercadeia K
é irrelevante e as cadeias se desacoplam. Logo, o sistema é governado pelo ponto fixo de
desordem infinita caracteristico do grupo SU(2), cujo expoente de tunelamento é igual a
¥ = 1/2. No caso intermediario, 0 < dy < 2, o acoplamento K também vai a zero, en-
tretanto, as cadeias nao se desacoplam inteiramente. Nos primeiros estiagios do grupo de
renormalizacao, spins efetivos que pertencem as outras RI’s além da RI fundamental foram
gerados. Estes conectam as duas cadeias e persistem em todo o fluxo de renormalizacao.
Impressionantemente, o sistema flui para um ponto fixo de desordem infinita com expoente
de tunelamento dependente da anisotropia inicial atingindo um valor méaximo ¢* ~ 5/8.
Controlando a transicao de fase entre os pontos J = 0 e este ultimo K = 0 estd, no caso
de anisotropia uniforme o5y = 0, 0 ponto critico isotropico SU(4). No caso de anisotropia
desordenada, o ponto critico K.JC' deve controlar tal transicdo. Enfatizamos que os ex-
poentes caracteristicos desse ponto sao de dificil obtencao porque requerem que o fluxo se
mantenha sobre a linha critica por bastante tempo. Simula¢oes numéricas sempre estao
sujeitas a flutuacoes pelo fato do sistema ser finito e ao final o sistema ou flui para o ponto
fixo J =0 ou K = 0. No ponto (6 = 2,05 = 0), o grupo de renormalizacao é invalido

devido a uma degenerescéncia acidental (ver sub-se¢ao 5.2.1) e para § < —2, argumenta-
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mos que o sistema flui para uma fase ferromagnética que esta além do tratamento aqui

proposto.

Devemos agora apontar a validade dos resultados obtidos. Apesar do fato de que,
em algumas regioes do diagrama de fluxo, os procedimentos de renormalizacao geram
acoplamentos renormalizados maiores que os originais, estes sao poucos e rapidamente sao
suprimidos perto dos pontos fixos e, além disso, nao desviam o fluxo de renormalizacao dos
mesmos. Como todos os pontos fixos encontrados sao de desordem infinita, argumentamos
que os resultados aqui apresentados sao assintoticamente exatos uma vez que o esquema

perturbativo se torna cada vez melhor.

Por fim, devemos comparar os nossos resultados com a fisica conhecida do sistema
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Figura 5.13: Fluxo de renormalizacio em funcdo da anisotropia média d e de sua dispersio
75, onde a anisotropia local é dada por §; = J;/K; — 1. O ponto fixo estavel § = —1
(J = 0) tem a mesma fisica que o ponto fixo isotropico da cadeia SU(4), onde o expoente
de tunelamento ¢ igual a ¢ = 1/4 e controla toda a fisica da regido —2 < § < 0 . Para
§ > 0, o sistema flui para o ponto fixo K = 0. Se § > 2, as cadeias se desacoplam e o
sistema é governado pelo ponto fixo caracteristico da cadeia de spins SU(2), com ¢ = 1/2.
Entretanto, se 0 < & < 2, as cadeias ndo se desacoplam inteiramente uma vez que o
sistema ¢ populado por spins de outras RI’s além da fundamental. Neste caso, 1 varia
continuamente com as condigbes iniciais de anisotropia e tem um méaximo de ¢ ~ 5/8.
O ponto isotropico K = J controla a transicao de fase entre os pontos J = 0e K = 0
caso a anisotropia seja uniforme (o5 = 0), caso contrario, a transi¢do é controlada pelo
ponto critico KJC'. No ponto (5 =205 = O), o grupo de renormalizagao é invalido e para
0 < —2, o sistema flui para uma fase ferromagnética.
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limpo. O hamiltoniano (5.5) foi estudado pela ref. |Pati 1998] onde o diagrama de fases
J'/K vs. J?/K foi determinado. Na linha em que J' = J? = J, o sistema é ferromagnético
para 6 = J/K < —2. A regido —2 < § < 0 é critica onde o ponto 6 = 0 possui simetria
SU(4) e é exatamente solivel via “Ansatz” de Bethe e possui 3 modos bosonicos sem massa
[Sutherland 1975|. A regidao d > 0 é espontaneamente dimerizada (ha um “gap” no espectro
de excitagoes de spin). O estado fundamental do ponto § = 2 é exatamente obtido sendo
duplamente degenerado e semelhante ao estado fundamental de Majumdar-Gosh da ca-
deia de spins-1/2 AF com intera¢ao entre primeiros e segundos vizinhos |Kolezhuk 1998|.
Como discutimos na secao 3.3, este estado é instavel contra a introducao de desordem
[Yang 1996]. No caso em questao, o GR aqui apresentado fortemente sugere que o sistema
na regiao 0 > 0, apesar de apresentar um “gap”, é instavel contra a introducao de desor-
dem. Da mesma maneira, a linha critica é desestabilizada pela desordem. A ref. [Pati 1998§]
mostra que a pequena anisotropia (J'/J? ~ 1) nao muda a fase do sistema. Conjectu-
ramos que este resultado permanece valido no caso desordenado. Isto é evidente para
um sistema cuja condicdo inicial é § > 2. As cadeias de spins-1/2 se desacoplam pois o
acoplamento K renormaliza para zero e, portanto, sao governadas pelo PFDI do grupo
SU(2), independentemente da anisotropia entre J!' e J?. Proximo ao ponto fixo J = 0,
argumentamos que pequena anisotropia entre J! e J? deve ser irrelevante uma vez que
estes acoplamentos renormalizam para zero. Apesar dessa pequena anisotropia levantar
a degenerescéncia de alguns dos estados fundamentais mencionados nos procedimentos de
dizimacao da secao 5.2, essa quebra de degenerescéncia é pequena. Conjecturamos que
o seu efeito liquido é uma modificacao irrelevante nos fatores numéricos das relagoes de
recorréncia das constantes de acoplamento renormalizadas. O mesmo argumento vale para

um sistema cuja condicdo inicial & 0 < § < 2.






Capitulo 6
Revisitando a cadeia de Heisenberg

Neste capitulo, revisitamos a cadeia de Heisenberg XXZ antiferromagnética desordenada

de spins-1/2 para calcular a fungao de correlagao spin-spin média.

A conjectura aceita hoje é de que esta funcao segue uma lei de poténcia cujo expoente de
decaimento é universal e igual a n = 2 (ver segao 2.1), porém, a amplitude é nao universal,
como usual em sistemas criticos. No intuito de analisar a fonte de nao universalidade
da mesma, deduzimos a funcao correlacao de maneira dependente da estrutura do estado
fundamental da fase de singletos aleatérios em que esse sistema se encontra. Mostramos
que o fluxo de renormalizacao, por si s6, nao é capaz de produzir uma amplitude nao
universal. Entretanto, h& outras fontes de nao universalidade. O método do grupo de
renormalizacao nao é exato, e portanto, flutuacoes dos singletos devem ser esperadas. Tais

flutuacoes sao responsaveis pela nao universalidade da amplitude.

Apesar da nao universalidade da mesma, descobrimos certas peculiaridades nestas flu-
tuacgoes que nos apontam caracteristicas interessantes da funcao de correlacao. Além disso,
associamos a funcao de correlacao com a entropia de emaranhamento do sistema. Recente-
mente foi calculado que a entropia escala com o logaritmo do comprimento do sub-sistema
e com uma amplitude que é universal. Tal amplitude estd numericamente em perfeito

acordo com a nossa proposta sobre a amplitude da funcao de correlacao.

Dividimos esse capitulo da seguinte maneira. Na secao 6.1 calculamos a fungao de
correlagao e discutimos a possivel universalidade de sua amplitude. Em seguida, na secao
6.2, relacionamos a entropia de emaranhamento com a funcao de correlacao spin-spin e
discutimos a universalidade da amplitude destas duas fungoes. Por fim, na secao 6.3,

resumimos nossos resultados.

117
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6.1 A funcao de correlacao

Nesta secao, derivamos a funcao de correlagao spin-spin média para a cadeia de Heisen-
berg XXZ antiferromagnética de spins-1/2 desordenada. Primeiramente, introduzimos o
problema em questao rededuzindo a funcao correlagao média como é aceita na literatura
para em seguida deriva-la de maneira inédita.

O hamiltoniano de interesse é dado por
H =3 Ji (ST + SISty + AiSEST) | (6.1)

onde S; sao operadores de spins-1/2 usuais referentes ao sitio i, os J;'s sao variaveis ale-
atorias positivas e independentes distribuidas de acordo com P (J), e A; é a medida da
anisotropia local. Sabe-se que para —1/2 < A; < 1, o sistema renormaliza para a cadeia
XX (ou seja, A; — 0, Vi) que é governada por um ponto fixo universal de desordem infinita

[Doty 1992, Fisher 1994|. Neste, a distribui¢ao de ponto fixo dos acoplamentos é dada por

1-9(Q)
P*(J;Q) = @ (%) , (6.2)

com ¥ (Q) = —1/1InQ, sendo 2 = max {J;} a escala de energia do problema. Note que esta
¢ a mesma distribui¢ao de ponto fixo para a cadeia isotropica (A; = 1, Vi) como mostrado
na secao 2.1. Na verdade, no cenario aproximado do método do grupo de renormalizagao,

nao ha diferengas entre esses sistemas quando —1/2 < A; < 1.

6.1.1 Lei de escala da funcao de correlacao média

A primeira derivacao da funcao correlagao spin-spin média,
C (1) =(S;i - Si),

onde (...} denota a média quantica no estado fundamental e na desordem, segundo o nosso
conhecimento, foi dada por Fisher na ref. [Fisher 1994|. O comportamento de escala desta
foi discutido na secao 2.1 e é obtido da seguinte maneira. Ao se eliminar sucessivamente
pares de spins de acordo com o procedimento de renormalizacao de Ma, Dasgupta e Hu,
estes se tornam fortemente acoplados. Como raramente pares de spins extremamente
afastados se correlacionam em singletos, tipicamente eles desenvolveram fracas correlacgoes.

Por esse motivo, a correlacao média deve ser dominada pelos raros pares de spins que se
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acoplam em singletos no limite de longas distancias. A probabilidade de um dado par de
spins afastados de uma distancia [ entre si se acoplar em um singleto ¢ igual a probabilidade
do mesmo estar “ativo” (ou seja, os spins que o compdem nao terem sido dizimados) na

escala de comprimento [. Dessa maneira,

(-1'e
o

C(l)~nd, = C(l) =

(6.3)

onde ng é a densidade de spins ativos na escala de energia () correspondente, n = 2
¢ o expoente de decaimento e ¢ é a amplitude “nao-universal” da fungao de correlagao.
Esta ¢ a conjectura de Fisher e tem sido confirmada numericamente ao longo dos anos
[Henelius 1998, Laflorencie 2003, Laflorencie 2004].

6.1.2 Calculo da correlacao média

Devemos agora calcular a funcao de correlcao média de uma maneira mais formal que os
argumentos probabilisticos de Fisher.

A idéia por tras desse calculo é a seguinte. Suponha que possamos acompanhar exata-
mente a distribuicao P (J,1;2) ao longo do fluxo de renormalizacao, onde P (J,1; Q) dJdl
é a probabilidade de encontrarmos uma constante de acoplamento entre J e J + dJ cujos
spins que a compartilham estao separados de uma distancia entre [ e [ + dl. Se tal possi-
bilidade for alcancada, podemos calcular a quantidade de singletos de tamanho entre [ e
[ 4+ dl quando uma cadeia inteira é dizimada,

Qo
Niing (1) dl = NoP (J =Q,1;Q)dQdl,
0
onde N = Long é o nimero total de spins ativos na escala de energia €2, Ly é o nimero total
de spins na cadeia, e )y é a escala de energia inicial. Felizmente, podemos acompanhar
exatamente a distribui¢do P (J,[;)dJdl para uma determinada familia de P’s. Esta
familia é constituida por distribuicoes que tem as mesmas caracterisiticas funcionais que a
distribuigao de ponto fixo (6.2), ou seja, sao distribuigoes onde 0 < J < € e proporcionais
a J% com a > —1. No limite [ — oo, o resultado obtido para essa familia de condic¢oes
iniciais se torna universal, uma vez que todas as distribui¢oes bem comportadas fluem para
o mesmo ponto fixo [Fisher 1994]. Iremos agora, seguindo os passos da ref. [Igloi 2001],
derivar ng e P (J = Q,1; Q) exatamente ao longo do fluxo de renormaliza¢ao. Naturalmente

o calculo exato da funcao de correlacao média deve ir além da aproximacao descrita por
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esse grupo de renormalizacao, onde os spins dizimados se acoplam em singletos. Considerar
perturbacoes no estado de singleto resulta em contribui¢oes adicionais para a amplitude
da funcgao de correlacao no limite [ — oo. Discutiremos sobre tais contribuigoes na secao
6.3. Por ora, o leitor deve ter em mente que estamos resolvendo exatamente um problema

aproximado.

Primeiramente, devemos calcular a distribuicao de ponto fixo dos acoplamentos J’s,
Py (J;Q) = [ P(J,1;Q)dl. A equagdo de fluxo é dada por

0 J1J3

_8—QPJ =qP; Py +pPQ/dJ1dJ3PJ (J1) Py (Js5)0 (J — T) , (6.4)

onde Pop=P;(J=Q;Q),p=1/(N —1) e g =1— p sdo as probabilidades de ocorréncia
de uma dizimacao em segunda e primeira ordem de teoria de perturbacao, respectivamente
(ver eq. 4.20). Note que estamos considerando agora o caso SU(NV), uma vez que desejamos

futuramente generalizar o resultado da cadeia SU(2).

Substituindo o “Ansatz”
1-9(Q)

e as seguinte igualdades,

O p _ _i+ﬁ+ﬁ 1-9 v, (2 o
o’ T TaeeTaala 7 J)
9

qP;Po =

J ?Bor Qo o »? a0
PoP&P = po [ ar= (2 Ay 0 (2)
praf’® re |, 7 <J1) (J) pQ?(J) "y

na equacao de fluxo (6.4), encontramos que

;02 Qg p? . Q
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onde ¥ = diJ/dS). Dessa maneira,

-

a 1—|—p190(F—FO)’

comI'=—1InQ ey = (Q).

A fracao de aglomerados de spins ativos, ng, é obtida a partir da equagao de taxa (ver

segao 4.5),
dng = (2p + q)naPs (J = Q) d2 = — (1 + p) nod () dT,
e portanto,
dng Yodl’ 1+p
—=—(1 1 =— In(1+pdy(I' =T
ng ( +p)1+]915‘0(F—Fo)’:> e {1+ pdo o)

onde usamos a condi¢ao inicial ng, = 1. Logo,

1
(14 pdo (I = Ty))

ng = (66)

(Note que no limite I' — o0, a eq. (6.6) recupera a eq. (4.23).)

Desejamos agora obter a distribuicao conjunta de constantes de acoplamento e distan-
cias entre os spins nao dizimados P (J, ;) dJdl. A equacao de fluxo correspondente é (ver
eq. (4.33))

——P = —qPQP+2qfdl1dl2P(J, ll)P(Q,lg)é(l—ll —%lg)

‘l'p/dlldlgdlnglngP(Q,lg)P(Jl,ll)P(Jg,lg)

X(S(J—%)é(l—ll—lg—&),

onde a relagao de recorréncia para a variavel [ ¢
~ 1 ~ 1
L=l =l ely=I13+ =y,
1= bt 5l 3=+ 50
se a dizimagao se da em primeira ordem de teoria de perturbacao, e

=11+ ly+ I,
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se a dizimacao se da em segunda ordem de teoria de perturbacao. Note que podemos usar

uma relagao mais conveniente para a dizimacao em primeira ordem
ll :ll, [§] l3:l3+l2.

Esta relacao é equivalente a anterior no limite de [ > 1. Entretanto, a equacao de fluxo

torna-se
0
P = o [ dhdbP (1) P51~ 0~ 1)
+p/dl1dl2dl3dJ1dJ3P (Q,lg)P(Jl,ll)P(Jg,lg) (67)
) (J— J}ZJ‘”’)&(Z—zl—zz—zg).

Vamos nos concentrar na equagao de fluxo (6.7). Fazendo uma transformada de Laplace

na variavel [,

P(J\) = / e AP (J,1)dl,
0

a equacao de fluxo torna-se

o - . 3
—s5 P =aP (N P(J)
+pP (9, A)/dJlngp (J1,\) P (J5,\) 6 (J - %) . (6.8)
Como na resolucao da eq. (6.4), usaremos o “Ansatz”
S oy (A Q) Q)T

com a condicao de contorno

a(A=0,2 =8(\=0,Q) =9(Q).

—a = —af+qd? (6.10)

iﬁ = —pa’. (6.11)
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Antes de resolvermos as equacgoes acima, podemos calcular a distancia média entre os

aglomerados de spins,

0o Q
/ z/ P (J,1) del—hm/ / le™ P (J,1)dJdl,
:hm——/n/ e P (J,1)dldJ,
A—0
a(A,Q))
A—0 AA—0 AN
1 a(A)\,Q))

: d
= g | Ponar= e (50
= i&%ﬂ(l_ﬁ(m,m

1 [a(A+ANQ)  a()
B
~ fim e (1 _ab, Q)) . (6.12)

~|

)

(A
— —lim lm — )
B Py e B ANQ) B(NQ)

Y

Portanto, como [ > 0, 3 > a quando A — 0.

Vamos considerar a partir de agora o caso em que N = 2, ou seja, p =1 —¢q = 1. Neste

caso, as eqs. (6.10) e (6.11), tornam-se

d
d_ra = _aﬁa
d 2
d_Fﬁ —a,
respectivamente. Logo,
d o 2 2 2 2

0 que nos leva a

d 9 9 1

_ — = -

dl“ﬁ + 3% = ¢, (C +
que é de relativamente simples solucao,

Boc + c2tanh (¢ (' —T))

B = ¢+ fotanh (¢ (I' —Ty)) ’

(6.14)
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onde Gy = G (A, Iy). Da eq. (6.13), facilmente chegamos a

a(\Q) = Vi —e (6.15)

ccosh (¢(I' = T)) + fosinh (¢ (I' = T'y))

Devemos agora descobrir como ¢ () se comporta para A < 1. Primeiramente devemos

calcular o limite de « e # quando A — 0.

. . Yoc+ (T =TY)
| =1
O = e e (T = To)

onde estamos usando a hipotese de que ¢ (A — 0) < 1. Logo,

. Yo
M = T T =Ty

=7(),

que é o comportamento esperado, o que confirma a hipotese de que ¢ (A = 0) = 0. Analo-

gamente,
o
li = =7(Q).
R g s o AL

Calculando agora a distancia média entre os spins (ver eq. (6.12)),

[ = liml<1—a(>\79)) ~ fim — (1—@),

pu Y BNQ)) oA 3
o1 c?
-l (-0-2)
o1 a’ 9
= l{%xz—ﬂg—Q—ﬁg(lﬂLﬁo(F—Fo)) ;
= ly(149, (I = Ty))?, (6.16)

onde usamos que, para obter uma solu¢io bem comportada, ¢ = a*X + O (\?), e

:79 = —
0 l( 0) 21937

é o parametro de rede que usualmente definimos como 1. Note ainda que a equagao (6.16)

é perfeitamente condizente com (ver eq. (6.6))

[(Q) = lo/no.
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Para obter a distribui¢do de P (J,1) devemos fazer a transfomada inversa de Laplace
na solucio P (J,)\) da eq. (6.9). Tal tarefa é de dificil realizacio. Por isso, iremos nos
concentrar somente no comportamento perto do ponto fixo onde A — 0, I' = I'y — oo, mas
a2 (T —Ty) ~ O(1). Com esse comportamento de escala apropriado, as egs. (6.14) e

(6.15) tornam-se,

B(\Q) = aVcoth (a\/x (I' = F0)> :
a(\Q) = aVcossech (a\/X (I'— FO)) ,

respectivamente.

Como estamos interessados na probabilidade de dizimar uma conexao de comprimento

[, ndo precisamos saber completamente P (J,[), basta

e g a (N, Q
PI=01) = / DD,
Y—100
a(AQ)

= Soma de todos os residuos de (76 ) ,

Q

_ #iro)?’ g (—1)"* 2 exp {— (ﬁ)zz} .

Finalmente, podemos calcular a distribuigao de singletos no estado fundamental. Quando

Q — Q —df), o nimero de singletos de tamanho entre [ e [ + dl que sao formados é igual a
dN, () dl = NoP (J = Q,1) dQdl

(note que, integrando em [ e Q, [dNydl = Ly/2), ou seja,

" gn2n2 exp {—n?72l/ (a (T — Ty))*}

i . L drdi.
a (14+90(I'=Ty))" (I' = Tg)

dN, (Q)dl = Loi (=1)

Integrando sobre todas as escalas de energia, o niimero total de singletos de tamanho entre
lel+dl, Ngng(l) = [ dNy, formados no estado fundamental é
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B X (=)™ am2n2 [ exp {—n?7%/ (a (T —Ty))*}
Nsing (l) - LO Z 2 2 3 dF,
ne1 a ro (1+9o(I'=T))" (I' = I'o)
00 (_1)n+1 47T2n2 a4
- Lonz_:l a2 X 219%71471_4[ X f(lan)>
2a2 oo (_1)n+1
2
a
onde

—€

e

5de
)

obtida a partir da mudanca de variavel e = n%l/ (a (I' — T'y))?, e entre a segunda e a terceira

(I,n) = %/o ce“de = %

Dividindo Ny, pelo niimero total de singletos, Ly/2, e usando que 21931_0 =aq

v/ 2l

nm

fum= [ — = [
I (78 + 1Y) I (

igualdades, usamos que

lim f

l—o0

2 encon-

tramos que a probabilidade de encontrar um singleto de tamanho entre [ e [ 4 d[ é, para [
grande, igual a -
2l
e

que é universal, ou seja, nao depende da desordem inicial.

Pr(l)dl dl, (6.18)

A funcao de correlacao média é entao dada pelo niimero total de singletos formados na

distancia l, Nyng (1), multiplicado por -3/4 e dividido pelo nimero total de spins Ly, ou

onde devemos identificar dl = [y e, como os singletos s6 se formam a distancias multiplos

seja,
— (2l/l_0)_2, se [/ly for impar,

0 (6.19)

caso contrario,

fmpares de lo, i. e., ly, 3ly, 5ly,..., a correlacio a distancias pares deve ser zero.

Note que Nging (1) (ver eq. (6.17)) é independente da desordem inicial em todas as
escalas de comprimento (lembre-se que a/dy = V2, uma vez que Iy = 1 é o parametro
de rede), ou seja, em sistemas cuja distribui¢do de acoplamentos inicial é do tipo lei de

poténcia ou polinomial (ver eq. (6.9)) a funcao correlagio sera independente da desordem
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inicial. Como todas as distribui¢oes renormalizam para a mesma distribui¢ao universal de

ponto fixo, o limite I — oo de C' (1), eq. (6.19), deve ser universal.

6.1.3 Simulacoes numéricas

Devemos agora calcular a funcao de correlacao média numericamente e confrontar com o re-
sultado da eq. (6.19). Para tal, calculamos a fungao de correlagao média exatamente. Con-
sideramos a cadeia XX, dada pelo hamiltoniano (6.1), com A; = 0, Vi. Neste caso, podemos
através de uma transformacgao de Wigner-Jordan (ver refs. [LSM 1961, Henelius 1998|) ma-
pear o sistema em um problema de férmions sem spin nao interagentes. Este problema é
de simples solugao numérica, pois deve-se diagonalizar uma matriz tridiagonal ciclica (se
consideramos condi¢oes periodicas de contorno), e para determinar as fungoes de correla-
¢ao, deve-se calcular o determinante de uma matriz. Tal tarefa é realizada com o auxilio de
sub-rotinas padrao de algebra linear. Para o nosso estudo numérico, consideramos cadeias
de tamanho Ly = 4 x 10, com condices periddicas de contorno e as seguintes caracteris-
ticas de desordem. Todos os spins estao inicialmente ordenados na cadeia com parametro
de rede igual a [p = 1. A distribuicao de acoplamentos é tal que estes estao distribuidos
de acordo com J™% com a < 1, e entre Jyin € Jnae = 1 (dessa forma Qg = 1). As cadeias
estudadas sao: Cadeia A: J; = 0,5 e a = 0. Cadeia B: J,,;, = 0 e a = —2. Cadeia
C: Jpin =0e a=0. Cadeia D: J,,;, =0 e a = 0,3. As cadeias A e B sao inicialmente
pouco desordenadas, e as demais bastante desordenadas. Os dados foram gerados através
da média de 100 realiza¢oes de desordem. A barra de erro estatisitico é obtida da seguinte
maneira. Para cada realizacao de desordem, calcula-se a funcao de correlagao média para
uma dada distancia tomando a média sobre os Ly pares de spins existentes separados por
essa distancia. A barra de erro é finalmente obtida calculando-se o desvio padrao desse

valor sobre as 100 realizacoes de desordem.

A fig. 6.1(a), mostra a fun¢ao de correlagdo média longitudinal para as 4 cadeias em
questao. Note que os dados, dentro do erro estatistico, se colapsam em acordo com a nossa
proposta de universalidade. Na fig. 6.1(b), mostramos os dados das cadeias A e B (por
apresentarem as menores flutuagoes estatisiticas) na regiao onde podemos ver o “crossover”
do regime limpo para o regime desordenado. De maneira inequivoca, mostramos que a
nossa previsao da fungao de correlagao, eq. (6.1), fita muito bem os dados exatos. Note

que, em torno de r = 10'°, a barra de erro estatisitico exclui completamente a previsao do
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Figura 6.1: (a) Funcao de correlagdo média longitudinal, C,,, em fun¢ao da distancia r.
(b) Amplificagdo da figura (a) para os dados das cadeias A e B. A curva continua C*" ¢é
1/3 da correlagio média universal proposta na eq. (6.19), e a curva pontilhada C'mP° é a
previsao tedrica, eq. (6.20), para o sistema limpo.

sistema limpo. Esta é dada na ref. [LSM 1961|, e é igual a

0, caso contrario.

-2 .
Climpo (7’) _ <S7:ZS7:Z+7-> _ { (WT) , ser for impar, (620)

Na literatura, ver ref. [Henelius 1998], aceita-se a correlagao média longitudinal perma-
nece inalterada tanto na fase limpa quanto na fase dos singletos aleatorios, uma vez que
em ambas as fases o expoente de decaimento é igual a 2. Aqui, testemunhamos um “crosso-
ver” entre os dois regimes determinado pela diferenca de amplitude existente entre eles. E
interessante notar que tal “crossover” implica que, em uma determinada regiao, o expoente
de decaimento da funcao correlacao tem de ser maior que 2. Talvez esse seja o motivo
pelo qual o consenso geral entre os pesquisadores é aquele citado na ref. [Henelius 1998|.

Voltaremos a esse ponto mais tarde.

Agora iremos relacionar a funcao de correlacao aqui calculada com a entropia de ema-

ranhamento do sistema.
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6.2 A funcao de correlacao e a entropia de emaranha-

mento

Nesta secao, relacionamos a entropia de emaranhamento com a funcao de correlacao média
spin-spin calculada na secao anterior.

O emaranhamento de um estado quéantico puro |¢) com respeito a parti¢do em 2 sub-
sistemas A e B distintos e complementares é igual a entropia da matriz densidade reduzida

de um dos sub-sistemas,

S = —trpalog, pa = —trpplog, ps,

onde a matriz densidade reduzida p4 para o sub-sistema A é obtida tracando, na matriz

densidade p = |¢) (¢|, os graus de liberdade referentes ao sub-sistema B,
TEDIRCAVIINE

onde {|¢%)} & uma base completa do sub-espago de Hilbert dos graus de liberdade do
sub-sistema B.

Primeiramente, considere uma cadeia de spins-1/2 antiferromagnética desordenada. No
limite de longas distancias, o grupo de renormalizacao para desordem grande ¢ assintotica-
mente exato e neste regime o estado fundamental desta cadeia é uma colecao de singletos
de spins independentes e aleatérios. Tais singletos sao pares de spins formados em distan-
cias arbitrariamente grandes, como ilustrado na fig. 6.2. Dessa forma, podemos escrever o

estado fundamental da seguinte maneira:

Lo/2

) = @) Is:). (6.21)

onde Ly/2 é o numero de singletos existentes no estado fundamental e |s;) é o estado que
representa o ¢—ésimo singleto.

Note que o emaranhamento de um spin-1/2 em um singleto com outro spin-1/2 é
igual a s = 1, que é a entropia dos dois estados de spin com o seu par tragado (ver
apéndice I). Como o estado fundamental da cadeia é formado por uma cole¢ao de singletos
independentes, o emaranhamento de um sub-sistema de tamanho L (a caixa indicada na

fig. 6.2) com o resto da cadeia sera igual ao nimero de singletos que cruzam a fronteira do
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L

Figura 6.2: Estado fundamental da cadeia desordenada de spins-1/2. Os singletos estao
indicados pelas linhas que os conectam. No caso, o emaranhamento do sub-sistema indicado
pela caixa de tamanho L é igual a 5, devido aos 2 acoplamentos que cruzam o lado esquerdo
da caixa e aos 3 que cruzam o direito (ver texto).

sub-sistema, i. e., um dos spins do par estd dentro da regiao delimitada pela fronteira do
sub-sistema enquanto o outro esté fora. No exemplo ilustrado na fig. 6.2, o emaranhamento
bi-partite da regiao delimitada pela caixa com o resto da cadeia é igual a 5. Dois pares
de spins cruzam a fronteira esquerda da mesma enquanto trés pares de spins cruzam a
fronteira direita.

Na estrutura do grupo de renormalizacao, baseada nos procedimentos de dizimacao,
calcular o nimero de singletos que se formam sobre um determinado ponto é equivalente
a calcular quantas dizimagoes ocorreram sobre aquele acoplamento. Com base neste ra-
ciocinio, Refael e Moore calcularam a entropia de emaranhamento de um sub-sistema de
tamanho L |Refael 2004|. Por completeza das idéias para o leitor, refaremos a seguir esse
calculo para logo apods rededuzir a entropia de acordo com a nossa proposta onde a relaci-

onamos com a funcao de correlacao.

6.2.1 Calculo da entropia de um sub-sistema segundo Refael e

Moore

Segundo Refael e Moore |Refael 2004, o nimero de dizimagoes que ocorreram sobre um de-
terminado ponto é igual ao nimero de vezes que um determinado acoplamento ¢ dizimado.
Deixe-nos explicar melhor tal afirmacao. Suponha que um acoplamento J; é dizimado sobre
um determinado ponto (por exemplo, o ponto é a fronteira direita da caixa na fig. 6.2 e
o acoplamento é aquele de menor comprimento que a cruza), sendo assim, surge um novo

acoplamento
j— Ji—IJi—H’
2J;
no lugar de J; que foi dizimado (aquele de comprimento igual a 3 com a “barriga” voltada
para baixo). Se este novo acoplamento J for novamente dizimado, dizemos que o mesmo

acoplamento foi dizimado 2 vezes, e assim por diante. No caso da fig. 6.2, o acoplamento em
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questao foi dizimado 3 vezes. Com base nesse raciocinio, o niimero médio de dizimagoes,
N, ocorridas sobre um determinado ponto é proporcional & probabilidade do mesmo ser

dizimado, logo,

_ dr
AN =dl'p((=0;T") = T (6.22)
o que nos levaa N =InT, onde ¢ =In(2/J) e I = —InQ sdo as varidveis de acoplamento

e energia usuais em escala logaritmica , e

p(G:T) = Sexp {~¢/T} .

é a distribuigao de ponto fixo de ¢ na escala de energia I' (ver se¢do 2.1 e apéndice D).

Portanto a entropia de emaranhamento de um sistema de tamanho L deve escalar com
S~ 2N =2InVL + cte = In L + cte, (6.23)

onde o fator 2 vem do fato de que o sistema possui duas fronteiras. O fato de que os
acoplamentos que contribuem para o emaranhamento sao aqueles menores que o tamanho
L do sistema é implementado através da relacao entre a escalas de energia e de comprimento
(ver secao 2.1),

'~ LY,

com ¥ = 1/2. O termo constante na eq. (6.23) depende da desordem inicial do sistema.

Refael e Moore argumentaram que a eq. (6.23) s6 indica como a entropia escala com o
tamanho do sub-sistema. Para calcular o fator numérico correto que deve multiplicar In L
deve-se levar em conta a histéria do acoplamento, ou seja, um acoplamento que acabou de
ser dizimado tem poucas chances de ser dizimado logo em seguida. E tal consideragao nao
¢ levada em conta na eq (6.22).

Para levar em conta a histéria do acoplamento em questao, Refael e Moore acompa-
nharam como a distribuicao deste varia ao longo do procedimento de renormalizacao.

Seja Qr, (¢) a distribui¢ao do acoplamento em questao assim que este foi dizimado na

escala de energia I'y. Entao,

Qry (C) = / 4GdCap (G) p (G 6 (C — G — Go) = Fi%e-wo - Fiomc; Ny, (6.24)

Em seguida devemos interpretar que [ Qr (¢) d¢ = pr é a probabilidade do acoplamento

¢ nao ser dizimado até a escala de energia I'. Desse modo a equacao de fluxo de Qr serd
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dada por |Refael 2004]

0

d ¢
EQF = 8_CQF — 2Qrpo + 2p0Qr ® p, (6.25)

onde po = p(0;1) e Q & P = [ dG1dGsQ (i T) p(GiT) 3 (C — G — G). O primeiro termo
do lado direito da eq (6.25) é devido & mudanga de ¢ quando I' muda, o segundo e o
terceiro levam em conta a renormalizacao de ( quando um de seus acoplamentos vizinhos
¢ dizimado. Note que esta equacao nao leva em conta o fato de ( ser dizimado. E por
isso deve-se interpretar pr como a probabilidade de tal acoplamento nao ser dizimado até
a escala de energia I'. Note que inicialmente @ vai a zero quando ¢ — 0 (ver eq. (6.24)).
Isto reflete o fato de que a probabilidade de um acoplamento ser dizimado logo apdés uma
dizimacao é nula. Assim que o procedimento do grupo de renormalizacao é iterado, este
deve ganhar forca em magnitude, e portando, () deve se aproximar de p, por isso Refael e

Moore usaram o “Ansatz”

Q) = (ar + e, ) (0. (6.20

como solucao da eq. (6.25). Substituindo a eq (6.26) na eq. (6.25), encontramos que ar e

br devem satisfazer as seguintes equagoes,

d
&CLF = bF—QCLI‘, (627)
d
abf = —bp—l-ap, (628)

onde [ = 1In (I'/Ty), sujeitas as condi¢oes inicias de ar, =0 e br, = 1.
Em seguida, devemos calcular o “tempo” médio de formacao de singletos sobre a fron-

teira do sub-sistema, i. e., devemos calcular o “tempo” médio entre duas dizimacoes conse-

cutivas ([) do acoplamento em questao [Refael 2004,

<l> = /dprl = / dlarl = 3.,
0

onde usa-se a solugao das eqs (6.27) e (6.28), ar = (¢! — e7™+!) /V/5, comry = (3 £ /5) /2.

Dessa maneira,
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o que implica
In 2

S = TlogzLjL(:te. (6.29)
Refael e Moore entdo compararam a entropia descrita na eq. (6.29) com a entropia de

um sistema critico invariante conforme derivada por Holzhey et al. [Holzhey 1994|,

_c+é

=%

log, L + cte,

onde, em teoria de campos conforme, ¢ e ¢ sao as cargas centrais holomorfica e anti-
holomoérfica , respectivamente. Dessa forma, calcularam a carga central efetiva da cadeia

de spins-1/2 antiferromagnética desordenada. No caso ¢ = ¢, o que implica em

CHEisenberg - ].n 2 (630)

Refael e Moore ainda repetiram o mesmo calculo para a cadeia de Ising no campo transverso

no ponto critico e encontraram que

1
Clsing = 51112. (6.31)

As cargas centrais “efetivas” dos sistemas desordenados em questao, eqs. (6.30) e (6.31),
sao iguais as cargas centrais dos respectivos sistemas limpos multiplicadas por In 2. Refael e
Moore entao conjecturaram que a carga central efetiva de todo sistema critico desordenado
unidimensional deve ser igual a carga do central do sistema limpo multiplicada por um
numero determinado pelo fluxo do GR que leva o sistema do ponto fixo do sistema limpo
para o desordenado.

Isto resume brevemente os resultados descritos na ref. [Refael 2002|. A seguir, mostra-

remos um modo alternativo de calcular a entropia para tais sistemas.

6.2.2 Calculo alternativo da entropia de emaranhamento

A nossa idéia de como calcular a entropia de emaranhamento é a seguinte. A funcao de
correlacao média (ver eq. (6.19)) nos diz exatamente como ¢é a distribuigao de comprimento
dos singletos formados no estado fundamental. Dessa forma, podemos calcular o ntimero
meédio de acoplamentos que cruzam a fronteira de um determinado sub-sistema de tamanho
L. Isto é feito da seguinte maneira. A Fig. 6.2 ilustra o estado fundamental da cadeia de

Heisenberg desordenada com um sub-sistema, digamos A;, de tamanho L4, = 11. No caso,
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a entropia de A; éigual a Sy, = 5. Considere agora um sub-sistema Ay de mesmo tamanho,
porém transladado de um parametro de rede para a direita. A entropia deste sistema é
igual a S, = 5. Da mesma maneira, um sub-sistema Aj transladado de um parametro de
rede a direita de Ay apresenta Sy, = 3, e assim sucessivamente. Dessa maneira, a entropia

média de um sub-sistema de tamanho L4 serd dada por

Lo
1
SA LO 1 SAN (6 3 )

onde existem L sub-sistemas diferentes e de mesmo tamanho se supomos condicoes perio-
dicas de contorno.

A quantidade ) Sy, na eq. (6.32) pode ser calculada de outra maneira. Primeiramente,
vamos nos concentrar em como apenas um singleto formado a uma distancia Ly;,, con-
tribui para a entropia média de um sub-sistema de tamanho L. Se L < L, existem L
sub-sistemas diferentes de tamanho L que tém uma de suas fronteiras cruzadas pelo aco-
plamento do singleto (ver fig. 6.3(a)). Como o sub-sistema possui duas fronteiras, entao
concluimos que um singleto de tamanho Ly;,, contribui com 2s X L para a entropia média
de um sub-sistema de tamanho L < Lg;,,, onde s = 1, é a entropia de um par de single-
tos sendo que um deles foi tragado (ver apéndice I). No caso oposto, L > Ly;,,, existem
2 X Lging sistemas diferentes de tamanho L que ganham a contribuigao de s para a entropia
média (ver fig. 6.3(b)).

Ag B;
A
A B, % ”””””” o
-oio (ﬁm ---oiooo/oio\o---
(@) R A | (b)

Figura 6.3: Esquema de contagem de entropia. (a) Quando o tamanho do singleto, no
caso Lgng = 5, € maior que o do sub-sistema, no caso L4 = 3, existem L, sub-sistemas
diferentes cujas fronteiras direitas sdo cruzadas pelo singleto. (b) Quando Lg,, < Lp, no
caso Lging = 3 € Lp = 4, existem Ly, sub-sistemas distintos de tamanho Lp que tém uma
de suas fronteiras cruzadas pelo singleto.

Dessa forma, a contribuicao de um singleto para a entropia média se resume a

L, se L S Lsing>

i (6.33)
Lging, caso contrério.

Ssmg =25 X {
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Uma vez conhecido o niimero de singletos de tamanho Ly, Ny (Lsing), podemos cal-

cular a quantidade

Lo L Lo/2
d 84 =2s Y N(i)i+L > N.(i)], (6.34)
=1 =1 i=L+1

onde, como estamos usando condic¢oes periodicas de contorno, o maior singleto formado
tem tamanho Lg/2.
A distribuicao de singletos Nj (i) esta dada pela eq. (6.17), que possui comportamento
assintotico universal igual a
N, (i) =~ 220 ),
com C"" (3) = ¢/i? e ¢ = 1/4, como discutimos anteriormente (ver eq. (6.19)).!

Sendo assim, o niimero de singletos de tamanho Ly;,,,, Ns (Lging), deve ser dado por

6.35
civ?, sei> L, (6.35)

_%X{f(z’), se i < L,

onde f(7) é uma fungao nao universal que da a dependéncia do niumero de singletos formados
até uma escala de comprimento L., sendo L. a escala de comprimento além da qual o
transiente do fluxo de renormalizagao (que desvia a fungao correlagao de sua dependéncia

~ r7%) vai a zero. Note ainda que f (i) e L. devem satisfazer a condigao de normalizagao

-1

1 4 , > c
5=3 ;f (i) + _; T (6.36)

="

Logo, para escalas de comprimento muito maiores que L., substituindo a eq. (6.35) em

(6.34), a entropia torna-se

8sc 1 > 1
S(L)=— , + L — | + cte,
3 i_%; 2i —1 Z:XL:“’ (20 — 1)
2 2
onde
85 &
cte = gng(z),

INote que estamos usando que Iy = 1.
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¢ uma constante nao universal. No limite L grande,

S (L) = - log, L + cte, (6.37)

W ™

onde usamos a aproximacao ZZ = f di, o que nos leva a um carga central efetiva
¢ =4sc x In2,

e cte’ ¢ uma constante ndo universal.

A entropia calculada em (6.37) tem a mesma dependéncia que aquela calculada por
Refael e Moore (ver eq. (6.29)), porém relacionamos a entropia com a func¢ao correlagio.
Se ¢ é uma quantidade universal, como alegam Refael e Moore, entao, se vale a hipotese
usada pelos autores de que s = 1, ¢ também deve ser universal. Note que o valor ¢ = 1/4
implica em uma carga central efetiva igual a In2, em perfeito acordo com os calculos de
Refael e Moore.

6.3 Discussoes pertinentes e conclusoes

Iremos, nesta secao, discutir possiveis fontes de nao universalidade nas amplitudes da
funcao de correlacao e da entropia de emaranhamento e em seguida encerrar esse capitulo
resumindo nossas conclusoes preliminares.

Um problema ainda a ser entendido se refere a funcao de correlagao transversal no mo-
delo XX. Esta, em uma primeira vista como estudado nas refs. [Henelius 1998, Laflorencie 2003,
Laflorencie 2004|, ndo tém amplitude universal e este resultado estd em desacordo com a
previsao do grupo de renormalizacio, eq. (6.19). A primeira atitude que devemos tomar
¢ procurar por erros na deducao de C*" (1) relacionados ao fluxo de P (J,[;Q). Para tal
calculamos a diferenca relativa entre a funcao de correlagao calculada numericamente pelo

método do grupo de renormalizacdo e a func¢ao de correlagao proposta na eq. (6.19),

L

(6.38)

A fungdo correlagao C™™ (r) é calculada da seguinte maneira. Ao dizimar completamente
uma cadeia de spins-1/2 (ver se¢do 2.1), contamos o namero total de pares de singletos
formados a uma dada distancia r, dividindo esse nimero por Ly e multiplicando por 3/4,

encontramos C™ (r).
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Figura 6.4: Diferenca relativa entre a funcao correlagao calculada numericamente e a funcao
correlacao universal (ver eq. (6.38)). Todas as curvas tendem a zero no limite r — oco. O
sub-indice que denota a cadeia diz respeito ao modelo em consideracao, ou o XX ou o
isotropico XXX.

A fig. 6.4 mostra a diferenca relativa D (r) em funcdo da distancia r para as cadeias em
estudo (ver sub-segao 6.1.3). Porém agora consideramos cadeias de tamanho Ly = 107, e os
dados numeéricos sao obtidos a partir da média sobre 150 realizagoes de desordem. Além do
modelo XX em questao, consideramos a cadeia isotropica (denotados pelos sub-indices XX
e XXX, respectivamente). A diferenga se da por um fator de 1/2 na relacao de recorréncia
para o acoplamento renormalizado (ver ref. [Fisher 1994]). Como haviamos previsto, no
limite r — oo a fungao correlagao se torna universal. Isto exclui a possibilidade de uma
derivagao equivocada dentro da estrutura do grupo de renormalizacao. Devemos entao
procurar por possiveis hipoteses invéilidas na deducao da funcao correlacao. Mas antes
de entrarmos em tal discussao, queremos discutir um pouco mais esses resultados. Note
que h& um incrivel colapso da funcao de correlacao para as cadeias B, C e D no modelo
XX. Como era previsto pela eq. (6.17), para distribuigoes iniciais pertencentes a familia
da distribui¢do de ponto fixo (ver “Ansatz” (6.5)), a fun¢do correlagdo nao depende da
desordem inicial em nenhuma escala de comprimento, s6 do fluxo de renormalizacao em
si. Note que as mesmas cadeias no modelo XXX convergem mais lentamente. Na verdade,
devido as grandes flutuacoes estatisticas, os dados aqui s6 indicam que elas convergem para

a funcdo correlagao universal. Esta convergéncia mais lenta deve-se ao pré-fator 1/2 na
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relagao de recorréncia de renormalizacao dos acoplamentos. Este provoca um transiente
no fluxo de renormalizacao que ird a zero somente no limite I' — oo, ou seja, o transiente
decai logaritmicamente com €. Surpreendentemente, a cadeia A no modelo XX converge
rapidamente para a fungao de correlacao universal. Voltemos agora nossa atencao para

procurar possiveis hipoteses invalidas na deduciao de C*"™ (1), eq. (6.19).

A unica hipotese que deve ser questionada é a de que o estado fundamental é constituido

por uma cole¢ao de singletos independentes

Lo/2

) = @) Isi) (6.39)

onde |s;) é o i-ésimo singleto formado no estado fundamental. Este resultado é obtido em

ordem zero de teoria de perturbacao. Como para longas distancias a correlagao tipica,

Cip (r) ~ exp {=V},

cai rapidamente (ver se¢ao 2.1), nao devemos esperar flutuagoes nos singletos devido a pre-
senca de spins distantes. As flutuacoes devem ser originadas por spins proximos aos spins
do par que foram dizimados nos primeiros estagios do fluxo de renormalizacao quando
a desordem ainda era pequena. Como Henelius e Girvin apontaram, as amplitudes das
correlagoes transversais e longitudinais sao diferentes devido as flutuagoes residuais das
ligacoes de valéncia (“valence bonds” no original) [Henelius 1998|. Este argumento nio so
poria em cheque a proposta de universalidade da funcao correlagao (6.19), mas também
a universalidade da carga central “efetiva”, eq. (6.29), uma vez que a dedugao de Refael
e Moore usa a hipotese (6.39) de um estado fundamental composto por singletos desa-
coplados |Refael 2004|. Recentemente, Laflorencie calculou numericamente a entropia de
emaranhamento para as cadeias XX e confirmou o resultado universal de Refael e Moore
|Laflorencie, 2005].

Supor entao que os spins vizinhos sao os responsaveis pela flutuacao dos singletos é de
grande coeréncia do ponto de vista intuitivo. Em pequenas escalas de comprimento seria
como se o sistema fosse limpo, e as correlagoes seriam mediadas pelo mecanismo de ondas
de spin. Entretanto, esse cenério nao é compativel, pelo menos a primeira vista, com o
resultado de Laflorencie |[Laflorencie, 2005], e nem com o resultado apresentado por nés na
fig. 6.1. Note que se aceitamos flutuagoes no singleto, a entropia desses pares s nao seria

mais igual a 1. Seria ndo universal e, conforme a eq. (6.37), a “carga efetiva” nao seria
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universal. O mesmo raciocinio vale para a fun¢ao de correlagao.

2

Outra caracteristica que devemos apontar da funcao de correlacao transversal, C**, é
que esta nao é nula para spins separados por distancias pares. Isto é reflexo de que o
singleto sofre flutuagoes. Entretanto, h4 uma notéavel diferenca, no limite de r grande,
entre a C** calculada em distancias impares e pares (ver fig. 6.5). Como pode-se notar, a
funcao correlacao transversal para distancias impares é maior que aquela para distancias
pares. Mais interessantemente, a diferenca é universal, ou seja, a diferenca de amplitudes
entre elas é igual & amplitude universal proposta na eq. (6.19). Aqui torna-se claro que
a questao de universalidade da funcao de correlacao transversal esti relacionada com a

caracteristica das correlagoes entre spins separados por distancias pares serem nulas ou

nao.
5 ] 1
o o
&5 S
o o

Figura 6.5: Fungao de correlacao, transversal e longitudinal, usual e a proposta teste
(ver texto). A linha tracejada é a funcao de correla¢ao universal calculada na eq. (6.19).
Os dados foram gerados por diagonalizacao exata do modelo XX com a média sobre 100
realizacoes de desordem para uma cadeia de tamanho (a) Ly = 300, com J,; = 0 e
a=0,7e (b) Ly = 3.000, com J,;, =0 e a =0. As linhas que conectam os dados sdo
meramente guia para os olhos.

Descreveremos agora outras caracteristicas interessantes da funcao de correlagao que sao
observadas. Suponha que os spins S7 e Siggg sao dois spins distantes que se correlacionam
em um estado de singleto na estrutura de dizimagoes do GR. Calculando exatamente a
correlacao longitudinal, C**, entre esses spins, verificamos que esta nao é igual a —1/4
como prevé a hipotese (6.39), entretanto é proxima deste valor. Calculando C** entre os

spin Sy e os primeiros vizinhos de Siggg, Sgg9 € Sigor, verifica-se que esta é identicamente
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nula.? Calculando ainda a C?** entre S; e os segundos vizinhos de Sigoo, Soos € Si002:
verificamos que estas sao muito proximas entre si e pequenas. Além disso, somando-as com
a C** referente aos spins S; e Sigo, 0 valor fica muito mais proximo de —1/4. Somando
as correlacoes longitudinais entre Sy e os vizinhos proximos de Siggg obtemos metade da
diferenga entre —1/4 e a C*? entre os spins S; e Sigeo- A outra metade é obtida quando
somamos a C** entre Siggg € 0s spins vizinhos de S;.

Estes resultados nos levam entao a conjecturar que, apesar do singleto ser perturbado,
o aglomerado de spins proximos ao spin S; se comporta como um spin-1/2 efetivo acoplado
em um singleto com o aglomerado de spins formados pelos spins proximos a Sjgg.> Como
a C%* para distancias pares é sempre nula, na média a correlacao transversal deve seguir a
proposta universal da eq. (6.19). O mesmo nao acontece para a C**. Conjecturando que a
correlacao se “distribui” entre os poucos spins que formam os aglomerados, e como a C**
entre spins que distam entre si por distancias pares é positiva, para que a correlagao total
entre os aglomerados de spins seja igual a —1/4, a soma das correlagoes entre os spins dos
aglomerados que distam entre si por distancias impares deve ser, necessariamente, maior
que 1/4 (em modulo), dai a amplitude da mesma ser ndo-universal.

Para testar nossa conjectura de “distribuicao” da correlacao, propomos uma funcao de

correlacao teste igual a
1
Creste(2r + 5) =C@2r+1)+C(2r). (6.40)

Note que a correlagao teste longitudinal, CZZ,, (r) = C** (r + 1/2), tende a C** (1) no limite
r — oo, uma vez que C** (2r) = 0. Esta fun¢io correlacao teste (6.40) é uma tentativa de
medir a correlagao que se distribui em um aglomerado de spin. Para curtas distancias ela
nao deve ser uma boa medida da funcao de correlagao, entretanto, se esse aglomerado for
finito e os raros pares de singletos forem realmente responsaveis pela funcao de correlacao
média, Cl.qe deve ser uma boa medida da correlagao para longas distancias. Ela ainda tem
a vantagem de comparar a correlacao somente entre primeiros vizinhos, excluindo assim
uma possivel interpretagao de reescalonamento global da escala de comprimento.

Na fig. 6.5(a), calculamos exatamente as func¢oes de correlagdo transversais e longi-

tudinais, usual e teste, para uma cadeia XX de tamanho Ly = 300 cuja distribuicao de

?Por alguma simetria do modelo XX, C** (I) = 0, para [ par, tanto no sistema limpo quanto no
desordenado (ver ref. [LSM 1961]).

3Este aglomerado é geralmente constituido pelos 5 primeiros vizinhos dos spins em questdo, mas este
nimero varia conforme a desordem inicial da cadeia. Quanto maior for a desordem inicial do sistema,
menor é o tamanho do aglomerado.
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acoplamentos ¢ extremamente desordenada. Esta é do tipo lei de poténcia, ~ J~¢, com
a = 0,7, e os acoplamentos assumem valores entre .J,,,;, = 0 e 1. Os dados sao gerados com
a média sobre 100 realizacoes de desordem e, apesar da grande flutuacao estatistica, a nossa
conjectura é verificada. O mesmo vale para a fig. 6.5(b), onde a cadeia é maior, Ly = 3.000,
e a desordem inicial é moderada, J;, =0e a =0. A Cieqe (tanto a transversal quanto a
logitudinal) seguem a correla¢ao universal proposta na eq. (6.19).

Iremos agora relacionar esse cenario de “correlacao distribuida” com a entropia de ema-
ranhamento. Sendo as flutuagoes nos singletos localizadas, podemos considerar os aglo-
merados de spins como dois spins efetivos acoplados em um estado de singleto (agora nao
perturbado). Supondo que um dos aglomerados esteja totalmente dentro do sub-sistema
a ser tracado enquanto o outro esta totalmente fora, a entropia que devemos esperar é a
entropia de dois spins-1/2 em um estado de Bell quando um deles é tracado, ou seja, s = 1.
Dessa maneira, a operagao de tragar um sub-sistema de tamanho L grande nao leva em
conta as flutuagoes do singleto provocadas em pequenas escalas de comprimento, e ao fazer
a soma (6.34), os aglomerados que cruzam a fronteira do sub-sistema contribuem somente
com efeitos de borda e, portanto, devem ser despreziveis no limite L — oo, em acordo com
o resultado de Refael e Moore e os calculos de Laflorencie |Refael 2004, Laflorencie, 2005].






Capitulo 7
Conclusoes

Neste trabalho, estudamos diversos sistemas interagentes de spins em baixa dimensiona-
lidade na preseca de desordem temperada. O método utilizado foi o método do grupo
de renormalizacao para desordem forte introduzido por Ma, Dasgupta e Hu e extensa-
mente utilizado para a obtencao da fisica de baixas energias em diversos sistemas de spins
desordenados.

O primeiro sistema estudado foram as cadeias de spins-1/2 AF’s de duas pernas e zig-
zag (ver cap. 3). Devido a grande complexidade do fluxo de renormalizagao, o estudo
foi conduzido essencialmente por simulagdes numéricas. Concentramos nossa aten¢ao na
estrutura topologica do sistema e a principal conclusao pode ser resumida de maneira
simples. Perto do ponto fixo, as escadas de spins renormalizam para uma cadeia de spins.
Esta conclusao estd bem ilustrada nas figs. 3.3 e 3.7. Nos primeiros estiagios do fluxo
de renormalizagao diversos acoplamentos de longo alcance sao gerados, mas a medida
que nos aproximamos do ponto fixo, somente os acoplamentos entre primeiros vizinhos
permanecem.

No caso da escada de duas pernas, a cadeia correspondente é uma cadeia de spins-1/2
AF dimerizada, ou seja, a distribuicao dos acoplamentos impares é diferente da distribuicao
dos acoplamentos pares (ver se¢ao 2.2). Esse sistema suporta duas fases como mostrado na
fig. 3.4. Na regiao em que o expoente dinamico é menor do que 1, o sistema se encontra na
fase de Haldane desordenada caracterizada por um pseudo-"gap" de spin. Caso contrario,
o sistema se encontra na fase de Griffiths. Em ambas as fases o sistema é dimerizado e o
expoente dinamico é nao universal e dependente da desordem inicial.

No caso das escadas zig-zag, o sistema geralmente renormaliza para uma cadeia de

spins com acoplamentos FM’s e AF’s descritas na secao 2.3 e o sistema se encontra na fase

143



144

dos grandes spins, caracterizada por um expoente dinamico que, para desordem pequena e
grande frustragio, ¢ universal. Nos demais casos ele ¢ nao universal (ver fig. 3.11). Somente
para desordem e frustracao suficientemente pequenas é que a escada renormaliza para uma
cadeia de spins-1/2 AF desordenada. Neste caso, o sistema se encontra na fase universal

dos singletos aleatorios (como descrito na segao 2.1).

O segundo sistema a ser estudado foram as cadeias isotropicas AF’s desordenadas de
spins SU(N), com N > 2. Generalizamos o método do grupo de renormalizacao para levar
em conta dizimacoes de spins cuja simetria é a do grupo SU(NN) e a representagao irredutivel
do operador de spin é totalmente anti-simétrica. Resolvemos analiticamente as equacoes
de fluxo e descobrimos que tais sistemas sao instaveis contra a introducao de desordem e
sao governados por um ponto fixo universal de desordem infinita. A fase em questao é um
tipo de fase de singletos aleatorios cujos expoentes caracteristicos s6 dependem do grupo

de simetria envolvido.

Estudamos também a cadeia AF desordenada de spins SU(4) anisotropica. Acompa-
nhando a anisotropia ao longo do fluxo de renormalizacao, caracterizamos o diagrama de
fases em funcao de sua média e de sua desordem (ver fig. 5.13). Para discutir o diagrama
de fluxo, devemos relembrar o que definimos como anisotropia. O modelo em questao
pode ser visto como duas cadeias de spins-1/2 conectadas via um termo de quatro corpos
com simetria SU(2)®@SU(2) (ver eq. (5.6)). A anisotropia, A;, é a razao entre o acopla-
mento intra-cadeia, .J;, e o acoplamento inter-cadeia, ;. Vamos analisar o caso em que a
anisotropia é uniforme, i. e., A; = A (conclusdes analogas descrevem o caso mais geral).
Se o acoplamento intra-cadeia é fraco (A < 1), este renormaliza para zero e o sistema é
governado por um ponto fixo de desordem infinita cujos expoentes caracteristicos sao os
mesmos do ponto fixo isotropico. Se A > 1, o acoplamento inter-cadeia renormaliza para
zero. Entretanto, ha duas possibilidades de fluxo. Se A > 3, as duas cadeias se desacoplam
por completo e o ponto fixo de desordem infinita é aquele caracteristico do grupo SU(2).
Se 1 < A < 3, apesar de K; — 0, as cadeias nao se desacoplam porque aglomerados de
spins com simetria SU(4) sao gerados nos primeiros estagios do fluxo de renormalizacao
(enquanto A ainda era finito). Tais aglomerados mudam o valor dos expoentes caracteris-
ticos, que sao dependentes da anisotropia inicial. O ponto fixo isotrépico é instavel contra
a introducao de anisotropia e separa os dois pontos fixos descritos acima. Todos os pontos
fixos encontrados sao de desordem infinita e, portanto, universais, ou seja, os expoentes
caracteristicos sao independentes da desordem inicial do sistema e somente no caso em que

1 < A < 3 dependem da anisotropia.
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Finalmente, estudamos a amplitude da funcao de correlagao média da cadeia de Hei-
senberg AF desordenada, cujo hamiltoniano é dado pela eq. (6.1). Supondo que o estado
fundamental seja uma colegao de singletos aleatorios nao perturbados (ver segao 2.1), cal-
culamos que a amplitude deve ser universal e igual a 1/4. Além disso, ela esta relacionada
com a amplitude da entropia de emaranhamento (ver eq. (6.29)), que, na linguagem de
teoria de campos conforme, desempenharia o papel de carga central “efetiva”’. Entretanto,
os singletos flutuam. Tais flutuacoes sao responsaveis por correlagoes adicionais confinadas
em pequenas escalas de comprimento que tornam a amplitude da funcao de correlagao
meédia nao universal. Porém, diagonaliza¢oes exatas do modelo XX mostram que a funcao
de correlagao longitudinal tem amplitude universal e estd de acordo com a nossa previsao
de 1/12. Mas a funcdo correlagdo transversal continua sendo nao universal. Um outro
aspecto interessante que se fez presente foi o fato desta funcao de correlacao apresentar
(em modulo) magnitudes diferentes para spins afastados por distancias impares e pares.
Propondo uma fungao de correlagao teste (ver eq. (6.40)) no intuito de medir tal diferenca,
verificamos que esta é universal e estd de acordo com a nossa previsao. Isto sugere que
as correlagoes sao “compartilhadas” em aglomerados de poucos spins, ou seja, em grandes
escalas de comprimento, o sistema se divide em aglomerados de spins. Tais aglomerados
tem magnitude 1/2 e se acoplam aleatoriamente em estados de singletos nao perturbados.
Este cenario é compativel com a universalidade da amplitude da entropia de emaranha-
mento verificada recentemente na literatura. Para sub-sistemas suficientemente grandes, a
perturbacao no singleto é meramente um efeito de borda, e portanto, negligenciavel.

Encerramos finalmente essa tese enfatizando que o método do grupo de renormaliza-
cao para desordem forte é uma ferramenta extremamente poderosa para estudar sistemas
desordenados e interagentes de baixa dimensionalidade. Este sucesso se deve ao fato de
que a renormalizacao nos acoplamentos é originada nas flutuagoes quanticas. Estas por
sua vez sao de extrema importancia para sistemas criticos. Além disso, o procedimento
de renormalizacao é perturbativo e local, ou seja, ele é tanto melhor quanto maior for a
desordem no sistema. Isto esta relacionado com a natureza localizada de sistemas desor-
denados unidimensionais. Em suma, o método de renormalizacao aqui utilizado concilia
perfeitamente as flutuacoes quanticas e a natureza desordenada do sistema. Ao longo deste
trabalho descrevemos varias grandezas cujo comportamento exdtico certamente se deve a

presenca conjunta desses dois ingredientes.






Apéndice A
Derivacao da equacao de normalizacao

Seja M uma matriz hermitiana N x N. Sejam {S®} os N2 —1 geradores da RI fundamental
do grupo SU(N), onde i = 1,..., N> —1. Logo, {S®} sdo N? — 1 matrizes hermitianas de

trago nulo e, portanto podemos fazer a seguinte decomposicao,

N2-1
M = molNXN + Z m,-S(i). (Al)
i=1
Usando a seguinte normalizagao
i Qj 1
as constantes m; sao facilmente calculadas,
(M)
moy = —tr
’ N

m; = 2tr(MSY), sei#0.

Como M é arbitraria, escolhemos M(S;A’) = 04,603, onde 0 e 7y sao dois nimeros inteiros
quaisquer pertencentes ao intervalo [1, N]. Note que a definicao da matriz M depende da

escolha de 6 e 7, mas para nossos propoésitos nao devemos impor uma escolha tnica.
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Portanto, a eq. (A.1) torna-se

5(1755577 550 B 2 Z Z 0 651/-\/

0 que nos leva a
N2—

=1

que é a equacao de normalizacao desejada.

S g

v aﬁ’

1
Z S8 == 504765677 ~ 3% 0a,0);

(A.3)



Apéndice B

Casimir de uma tabela de Young em

forma de I

Considere uma tabela Young na forma de I'. Esta pode ser representada como uma soma

de dois spins, um totalmente anti-simétrico e um totalmente simétrico |Coleman 2000,
1
Sy = fisaﬁfﬁ =|:|eS,= bLSaﬁbﬁ =1 |- |[ml,

ny

onde
N N
Z fifa = nf, [§] Z bLba = Ny.
a=1 a=1

A série de Clebsch-Gordan de Sy ® S, é igual & soma direta de duas tabelas de Young em

forma de T,
1 Ny
1 11| |mp .
@1 ny | = S
ny ny
ny

Como temos duas possiveis representagoes para S = Sy +S;, esperamos que o Casimir,
C(9), assuma dois valores distintos. A distingdo entre qual Casimir esta sendo calculado
(referente a primeira ou a segunda RI) ficara bem definida mais adiante quando definirmos
o operador Y. Por enquanto, basta a certeza de que estamos calculando o Casimir de uma

tabela de Young em forma de I'.

Como C (S) =8?*=8-S=S;-S;42S;-S;+S; - Sp, entdo, usando a eq. (A.3), temos
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que

1
C(S) = <flfﬁ + bj;bg) <fgfa + bEba) N (n?c + 2nsmy -l—ng) ,

onde a soma sobre os indices a e 3 estd implicita.

Calculando os termos,

FLfafifa = Gag = FofD) f3f0 =g+ (L= fYf0) fl Fan
=ny+ (N —ng)ng,

bLbsblb, = (bsbl, — 6ap)blba = —np + (1 + bhby)bLb,,
= —ny + (N + ny)ny,

L 5050a = 05 (0as = f5S2)ba:
=y — bl f5 £1b,,

encontramos que

20(8) = —x @+ (nf — ) + (N +1)Q = 21,10, (B.1)

onde definimos ) = ny +n;, como o operador niimero total de "caixas". Definindo Y como
a diferenca entre o niimero de caixas verticais e o nimero de caixas horizontais excetuando
a caixa de esquina (que é tanto horizontal quanto vertical), que pode ser representada
tanto por férmion quanto por béson, podemos distingiiir as duas RI’s em questao. Para a
primeira, Y = ny —n, — 1, enquanto para a segunda, Y = ny — n, + 1. Devemos agora

relacionar esse operador com o operador b;fﬁf;ba na eq. (B.1).

Introduzindo os operadores
01 =2 by e 0= 041
B B

que convertem a caixa da esquina de boéson para férmion e vice-versa,

b |b b b b |b
o - — / ;0 / — , podemos calcular Y de maneira
f f f f
unica.
b
Por exemplo, a tabela ; é escrita como bi_fifi |0), onde o, + e — sdo 3 possiveis
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nimeros quanticos. Aplicando 6 nesse estado,

0 (vLsLst 1))

porém, o estado correspondente a tabela

= o} (st =811 10),

b |b

é %bi (bifi - bifi) |0) . Ou seja, além

f

de um fator de normalizacdo igual a /@, os operadores # e #' nos fornecem um meio

de distingiiir uma representacao da outra. Em particular, note que Py + P, = 1, sendo
P; = 010/Q e P, = 001/Q. Isto vem do fato que 6 e 6" sdo operadores geradores do

"super-grupo" SU(1/1), com a algebra

= Zf*b bhfs + bl faflbe + > FlbubLfs+ bl foflb

a#f

= ng+m - (Z FLfsblba — f;fﬁb;ba> ,

ey

- Q.

A interpretacao de Py e P, vem quando definimos o operador P = P; — P,. Este é

igual a +1 ou -1 dependendo se a “caixa” da esquina corresponde a um férmion ou a um

béson, respectivamente.

Escrevendo convenientemente o operador Y = ny —ny, — P = ny —ny + [H,HT} /Q,

reescrevemos a eq. (B.1) como

2C(S) = —iQ2+(N—|—1)Q+Q(nb—nf—%ﬁm),

N

N

= —iQ2+NQ—Q( f—nb+Q[9 9*])

- Q(N—Y—Q),

N

onde usamos que 26007 = [6, 6*} + @ entre a primeira e a segunda passagem. Portanto, o

Casimir de uma tabela de Young em forma de I' é

CT)=8*=2(N-Y - 2). (B.2)






Apéndice C

Derivacao das equacoes de

renormalizacao

Neste apéndice, derivamos as relacoes de recorréncia descritas nas equacoes de renormali-
zagao (4.10), (4.11), (4.12) e (4.13) do capitulo 4.

C.1 Renormalizacao em primeira ordem de teoria de

perturbacao

Considere o hamiltoniano de quatro spins com simetria SU(N)
H=H,+ Hy,
onde

Jo
HO = J2S2 ' SS = 7 Zﬁfgaf2ﬁf§,8f3a?

J J
Hy = J1S1-Sa+ J38;3 -S4 = ?1 Zf{raflﬁfgﬁféa + ?3 Z f?jafsﬁflﬁfma
af af

onde negligenciamos os termos constantes J;Q;Q;+1/2N, i =1, 2 e 3, do lado direito das
equacgoes acima. Supondo que J; e J3 sao muito menores que Jo, iremos tratar H; como
uma perturbagao de Hy. Como J; > 0, Vi, e as RI's dos spins S; sao totalmente anti-
simétricas, o multipleto fundamental de Hy tem a simetria de um spin SU(V) totalmente
anti-simétrico, S, onde Q = Qs + Q3, se Q2 + Q3 < N, caso contrario, Q = Qs + Q3 — N.
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Por simplicidade e sem perda de generalidade, vamos supor que Q)5 + Q@3 < N.

Para denotar os estados fisicos, usaremos a representacao fermionica. Por exemplo,
denotamos os estados de um spin S cuja RI é totalmente anti-simétrica com () “caixas” por
|ni,ng,...,ny), onde n; = 0 ou 1 é o nimero de ocupagao do i-ésimo niimero quantico.
Tais estados estao restritos a > n; = (. Podemos simplificar a notacao desses estados
por |ag, g, ..., aqg), onde o indica o j-ésimo niimero quantico ocupado. Dessa forma,
denotamos os estados de Sy e S3 por |y, ..., aq,) € |51, ..., Bg,), respectivamente.

O multipleto fundamental de Hy é facilmente calculado anti-simetrizando-se os estados

formados pelo produto direto de |ay,...,aq,) ® |B1, ..., Bg,), ou seja,

|Oé1, e ’ﬁQ3>O = cle X Aa17"'7aQ27517"'75Q3 |Oé1, Ce ,O_/Qz; ﬁl, e ,ﬁQ3> s

onde A,, ., € o operador anti-simetrizador dos indices a1, ..., a, e cte é a constate de
normalizacao. Note que o nimero total de parcelas produzidas pela operacao de anti-
simetrizac¢do no estado acima é igual a (Q2 + @3)!. Como os niimeros quanticos do lado es-
querdo e/ou direito do ponto e virgula j& estao anti-simetrizados, muitas dessas (Q2 + @Q3)!

parcelas nao sao distintas. Por exemplo,

Aayanploa, a0 B) = |ag, ao; B) + |ag, B a1) + |5, a1; )
- |a2,a1;ﬁ) - |ﬁaa2;041> - |a1,ﬁ; Oé2>>

= 2(lag, a9; ) + |ag, B500) + |5, 15 02)) .

No total, cada parcela é repetida QQ3!Q)3! vezes. Logo, o nimero total de parcelas distintas
produzidas pela aplicagdo do anti-simetrizador A, s, n0 estado lat, ooy gy Brs -y Bos)

é igual a (Qy + Q3)!/Q-!Q3! = Q2$ Qs
2

rador anti-simetrizador que gera somente parcelas distintas, ou seja, A

. /
. Definindo A, como um ope-

1 2Qg 38150, 8Qq
! —_—
A1, Qy i 01558Q5
Aal,...,an 1,80 /Q2!Q3!, reescrevemos o estado fundamental da seguinte forma,

’

AC!{
1ye-50Qy i 81,--8Q
|Oél,...,ﬁQ3>0: 2 3‘Oél,...,OéQQ;ﬂl,...,ﬁQ?)).
Q2+ Qs
Q2

Note que os indices a; e 3; sao distintos entre si V¢, j.

Em primeira ordem de teoria de perturbacao, obtém-se o hamiltoniano efetivo proje-
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tando H; no sub-espaco fundamental degenerado descrito acima. Por isso, devemos calcular

o seguinte elemento de matriz

S1-S,

m;alu"'vﬁQ3> )

/ / ’
My, = O<m;a1,...,ﬁQ3 .

)

Sl~S‘m;a1,...,ﬂQ3>0,

= ¢(Q, Qs Q3) 0<m/§0/17"‘76/Q3

onde |m) denota os vetores correspondentes a S;. A tltima passagem serda demonstrada
ao longo deste apéndice, onde também calcularemos ¢(Q, ()2, @3) e mostraremos que este

independe do elemento de matriz. Dessa maneira,
HY = J,S,-S+ J5S - Sy, (C.1)

onde J; = ¢(Q, Qa,Q3)J1 e J3 = ¢(Q, Qs, Q2).Js. Para calcular ¢(Q, Q,, Q3), iremos calcular
todos os elementos de matriz 0<m'; o/l, . ,BIQS‘ S1-S, }m PO, *6@3>0 e, em seguida,
calcularemos todos os elementos de matriz 0<m/; all, e ,ﬁé%} S;-S ’m; Q.. ’ﬁQ3>0' Dessa

forma, poderemos verificar que tais matrizes sao proporcionais.

Primeiramente, calcularemos um elemento qualquer da diagonal,

Ma,a = <m| flTaflﬁ ‘m> 0<a17 s 76Q3| f;ﬁf%c |a17 s 75@3)07

onde a soma sobre os indices a e § esta implicitae a = {a, ..., Bg,}, denota o seqiiéncia
de valores referente a a-ésima linha ou coluna da matriz M. Os tnicos termos nao nulos,

sao aqueles em que a = 3, o que resulta em

-1
Q2+ Q
Mw:[( Q2 3)] M| (Hosfron + % S, P, ) ).

onde

)\:<Q2—1+Q3>’ (C.2)
Q2 —1

, , L, . ’
¢ o nimero de parcelas da série Aa17~~~7aQ2§517~~~75Q3 lag, ..., a0y P, ..., Bg,) em que, por
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exemplo, o nimero quantico a; aparece do lado esquerdo do ponto e virgula. Logo,

Q2 T T
Mo = 0y + Qs (m| <f1a1f1a1 +ot meSmeS) m) -
Mas
] (Flas fron + 2+ Fig, Frag, ) 1) = (] flofig 1) 6
= (m flufigIm) X
0<a17 T 75@3‘ fﬁTfa ‘041, T 76Q3>0 )
uma vez que |ay, .. ., 3g,), ¢ auto-estado do operador niimero f;fa Note que a soma sobre

os indices v e 3 estd, novamente, implicita do lado direito da equacao. Logo,

C(Q>Q2>Q3) = ﬁ, (C.3)

para qualquer elemento da diagonal.

Devemos agora calcular um elemento fora da diagonal,

Ma/,a = <m/ f;ﬁféa

ffaflﬁ)m> 0<o/1,...,ﬁ;23 al,...,ﬁQ3>0,

onde m # m’ e a seqiiéncia {a’l,...,ﬁé%} # {ai,...,00,}. Para tal, devemos saber
calcular

<a1,...,aQ2;6l,...,ﬁQ3 al,...,aQ2;ﬁl,...,6Q3>.

f;rﬁf&x

Como o operador fgﬁfza sO atua sobre os indices do lado esquerdo do ponto e virgula das
parcelas acima, entao a seqiiéncia de indices do lado direito do ponto e virgula da parcela
lag, .., 0y By - - -, Bo,) tem que ser igual a seqiiéncia de indices do lado direito do ponto
e virgula da parcela }o/l, e O/Q2; B, ,ﬁ’QS>, ou seja, {ﬁi, o ,ﬁ/QS} ={01,...,Bq,}, caso
contrario, a contragao € nula e nao contribui para M, ,. E como o operador f;fﬁfm,
muda no maximo a ocupacao de um tnico nimero quantico, as seqiiéncias {o/l, e ,B'QS}
e {ai,...,Bg,} devem diferir, exatamente, em um tnico indice (se nao diferissem em pelo

menos um indice, estariamos calculando os elementos diagonais).
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Suponhamos agora, e sem perda de generalizagao, que

!
My, = (m

flTa.flﬁ ‘m > 0<CY1,Oé2, e ’/GQB f;ﬁf2a

Qq, 0, ... 7ﬁQ3>07

. N . ’ ’ - . ’ ’ .

ou seja, as seqiliéncias {ozl, e ,6Q3} e {ai,...,B0,} sao tais que oy # oy, o = oy, Vi # 1
/ . L. . ~

e B; = Bj, Vj. Portanto, os tinicos termos que contribuem para M, , sao aqueles em que

/
a=a; e 3= ay. Logo,

My, = [( Q2C—2|-2Q3 )]_1)\<m" .flTa1f1a,1 m >,

onde A (ver eq. (C.2)) é o nimero de parcelas do "ket" |ay, g, ..., Bg,), em que o indice

ay se encontra do lado esquerdo do ponto e virgula. Note que sempre hid uma parcela do
"bra" 0<o/1, g,y ... ,BQS‘ respectiva a tal parcela do "ket" ‘al, Q... ’ﬂQ3>o para que possa

haver a contracao.

Além disso,

(o

) = o

/
0<a1,a2, oy Bos

flTaflﬁ ‘m > x

FlaFra

fifa

ozl,ozg,...,ﬂ@3> .

0

Dessa forma, verificamos que a constante de proporcionalidade entre os elementos de matriz
fora da diagonal é igual a constante de proporcionalidade entre os elementos de matriz da
diagonal (cf. eq. (C.3)),

C(Qa Q27 Q?)) = ﬁ

C.2 Renormalizacao em segunda ordem de teoria de

perturbacao

No caso em que ()2 + ()3 = N, o estado fundamental é um singleto e, portanto o hamiltoni-

ano efetivo, eq. (C.1), é nulo. Para obter um acoplamento nao nulo entre S; e Sy, devemos
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tratar H; em segunda ordem de teoria de perturbacao

R NCEASIIENY

mem Ey - E; ’

i#£0
onde

|0> = ‘m1> ® |a17 .- '7O‘Q2;517 oo 76Q3>0 ® |m4> ) (C4)

é o estado fundamental de Hy, a soma é sobre todos os estados excitados |i), cuja energia

nao pertubada é E;. O tnico termo nao nulo desta soma é aquele em que |i) se refere ao

1 1
primeiro estado excitado, que na série de Clebsch-Gordan de | : | ® | : | é representado
Q| Qs
pela tabela de Young em forma de I' contendo N’ = N — 1 caixas na primeira coluna e
1
uma na segunda, | : 1A diferenca de energia entre este e o estado fundamental é,
N/
cf. eq. (4.7), J2/2N. Dessa maneira,
2 2N
H = — 2N (0| Hy |) (i| H, |0) = ==~ (0| H} |0
oy 2 (01 1) 12 10) = = 0 10,

ja que (0] H; |0) = 0. Como nao ha nenhum acoplamento com outros spins, somente os
termos proporcionais a Jy.J; contribuem para H¢/. Os termos proporcionais a J? e J2
resultam em um deslocamento global da energia que, para os nossos propositos, pode ser
negligenciado. Logo,

2 J1J3

HY = -~
LN 1

<0| f;[aflﬁfgﬁf2af§'yf35fiéf4’y + h.c. |0> )

onde a soma sobre os indices «, (3, v e ¢ estda implicita. Note que os tnicos termos nao
nulos sao aqueles em que « = B ey =9, ou a =y e [ =9, porque os indices o; e f3;

sao todos distintos entre si, percorrem todos os nimeros quéanticos possiveis (lembre-se que

! Na verdade, ndo temos uma prova para tal afirmacdo e a assumimos como uma conjectura. Esta é
verdadeira para o grupo SU(2) (ver ref. [Westerberg 1995]), e foi verificada por nés para o caso SU(4) na
dizimagao de duas RI’s auto conjugadas,

E| ® E| =16 | @ , ou seja, em segunda ordem de teoria de perturbagao o singleto nao é

“ligado” ao multipleto
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Q2 + Q3 = N) e estdo anti-simetrizados entre si (cf. eq. (C.4)). Logo, H deve ter a

seguinte forma,

2 X e

T azﬁ fltxflﬁfiﬁf4oc
Q2

) 2> Jds s .
Hmf;,m = _Jz—N X T <m1;m4

ml;m4> + cte,

onde o fator 2 vem da soma sobre o termo conjugado, € é o nimero de vezes em que cada

termo f{fafwflﬁfm é gerado quando das intimeras contragoes presentes em

olaa, ..., Bosl fgﬁfzaf;/fgé lot, .., BQs), © fator numérico < 0 ) vem da normalizagao
2

do estado |, ..., Bg,), € cte & um termo constante que pode ser desprezado. Este ultimo

vem da soma sobre termos em que o = (3 e v = ¢ dando origem a um termo proporcional

a Q1Qy.

Iremos agora contabilizar os termos de

o Bas| s Faadd Fas lons - Bag)o

e dessa maneira provar a afirmacao acima e calcular e.

. t 1 )
Para tal, contaremos o nimero de vezes que o termo, por exemplo, fi,, f15 fi5,[10, €

gerado. Este vem da contracao de quando a = v = oy e § = § = (3;. Portanto, devemos

calcular
Il T
0<a1> s ’5Q3| f2ﬁ1f2a1f3a1f351 |a1> s ’ﬁQ3>o :
Lembre-se que |ay, ..., 3q,), ¢ uma combinagao linear das parcelas anti-simetrizadas de
lag, ..., 0, Brs - -, Bo,). Dessa forma, as tinicas que contribuem sao aquelas em que os

indices a; e (31 estao do lado esquerdo e direito do ponto e virgula, respectivamente. No

Q2—1+Q3—1

total, sao Qs — 1 parcelas. Como a operacao de szglfzal fgal [f35, permuta
Y —

os indices a; e 31, e a parcela resultante se contrai com aquela que ja foi anti-simetrizada

/ , . .
pelo operador A, e como houve apenas uma troca de indices, um sinal ne-

1 QQo 38150, 8Qg
i . ] t t
gativo deve ser levado em conta. Assim, concluimos que o termo fi,, f15 /45, f1a, deve ser

[ @-1t@s-1) [ N-2
Q2_1 Q2_1 .

multiplicado por
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Como nao ha nenhuma restrigdo sobre os indices oy e ; (além de que a3 # (31), este

mesmo pré-fator multiplica todos os termos ffaflﬁflﬁfm, restritos a a # 3.

Surgem ainda outros termos, esses sao do tipo fi_f,. fI f, . Para conté-los, devemos
calcular o niimero de vezes que aparece, por exemplo, o termo flTalfloq fial f1a,» OU seja,

devemos calcular

0<a17 s 76Q3| f§a1f2a1fi;ra1f3a1 ‘alv s 76Q3>0‘

Como o indice a; nao pode estar dos dois lados do ponto e virgula das parcelas do vetor

|1, - .5 Bos)y, entdo a quantidade acima é nula.

Resta ainda contar os termos do tipo ffaflaflﬁfw. Foquemos nossa antenc¢ao no termo
ffalflalfiﬁlfwl, por exemplo. Este vem de quando o« = = a1 e v = 6§ = 31, portanto

devemos calcular

0(051, cee aﬁQ3| f§a1f2a1f§51f351 |O{1, cee a/BQ3>0 .

As unicas parcelas que contribuem sao aquelas em que os indices o e 31 estao do lado es-

. . N —1+Q3—1

querdo e direito do ponto e virgula, respectivamente. No total, sao @ 0 Cig )
y —

parcelas. Como a operacao de f;alfza1 j'gﬁlj'})ﬁ1 nao permuta os indices a; e 31, a par-

cela resultante se contrai com o bra correspondente. Assim, concluimos que o termo

ffal flalﬂﬁ1 J4p, deve ser multiplicado por

(@@t _ [ N-2
Q2_1 Q2_1 .

Como nao ha mais nenhum termo a ser contabilizado,

(Z .flTaflﬁflﬁf4a - Z f{raflaflﬁleﬁ) ’mﬁ m4> )
a#f3 a#f

e J i !
HY :_< 1My

m’ ,m 2

onde

2 JiJs 2e 20)2Q3 JiJs
X X = X .
JQN 2 N N2 (N - 1) Jg
Q2

Fo_



Derivacao das equacoes de renormalizacao 161

Finalmente, como

Z (flTaflﬁf;rﬁf4a - f;raflaflﬁleﬁ) = Z flTaflﬁflﬁfﬁla - flTaflaf;rﬁf4ﬁ -
a#B .

> Hutistlsfia = Hafiatlsfis:
a=p

= Z f{raflﬁflﬁf4a - flTaflafzIﬁf4ﬁv
a,3

= Z ffaflﬁflﬁfm — Q1Q4,
a?/B
entao, negligenciando os termos constantes,

|
HY = 2% Hafiplishie
a76

- JSl'S4.






Apéndice D
Equacoes de fluxo

Neste apéndice, estao listadas as solugoes das equacoes de fluxo das distribui¢oes de aco-

plamentos.

D.1 Distribuicao de ponto fixo

Nesta secao, resolvemos a equacao que dita o fluxo de renormalizacao da distribuicao de
constantes de acoplamento P (J) de uma cadeia de spins SU(N),
0 J1J3
L P(J;0) = gPO)P() + pP(9) / 71 dJsP(J)P(Js)5 (J _ T) D)
onde p=1/(N —1) e ¢ =1—psao as probabilidades de ocorréncia de uma dizimagao em
segunda e primeira ordem de teoria de perturbacao, respectivamente.

O método do GR nos diz que devemos procurar por pontos fixos da seguinte maneira.
Diminua a escala de energia de €2 para 2 — d2 e reescale apropriadamente os parametros
do sistema em funcao da escala de energia. O ponto fixo é encontrado quando os valores
desses parametros nao mudam quando se diminui a escala de energia, ou seja, os para-
metros apropriadamente reescalados com a energia sao constantes ao longo do fluxo de
renormalizacao. Para realizar essa tarefa, devemos reescalar as constantes de acoplamento
J em func¢ao da escala de energia. Tal reescalonamento nao é trivial, e por isso faremos

antes a seguinte mudanca de variaveis,

I'=—1InQ,
(D.2)
{<=mmum
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com )y = 1. Dessa forma a equacao de recorréncia para a variavel ( é dada por

Ci = gi, 1=1ou 3, (D3)

¢ = G+G, (D.4)

quando da dizimagao do acoplamento “2” em primeira e segunda ordem, respectivamente.

A equacao de fluxo (D.1) se torna,

0

SEAGT) = S+ O+ p [ A -G -G). (D)

;1) = 8_§
onde p(¢;T) = JP(J;Q), e py = p(0;T). Note que a relacdo de recorréncia J = J;J5/
se torna uma simples relacao aditiva f = (1 + (3. Por isso, essa mudanca de variaveis é

apropriada.

Um reescalonamento apropriado é,

_ ¢
ﬁ—ﬁ-

Sendo R(n;T) = I'*p(¢;T), a equagao de fluxo (D.5) torna-se

F(%R(n; =k [R + na%R] + Tk L%R + Ry (¢qR+pR®R)|, (D.6)
onde Ry = R(0;T') e ROR = [/ dn' R(n")R(n—n"). No limite em que I' — oo, a distribuicio
de ponto fixo nao deve depender de T' [Fisher 1974|, portanto o lado esquerdo da equagao
(D.6) acima deve ser nulo. Se k > 1, o primeiro termo do lado direito da eq. (D.6) deve ser
nulo o que nos leva a uma solu¢ao nao normalizével: R ~ 1/n. Se k < 1, o segundo termo
do lado direito da eq. (D.6) deve ser nulo, o que nos leva a solug¢oes nao fisicas porque R

oscila em sinal. Logo, kK =1 e, portanto,

0 0
Fﬁ_FR* () =R+ (1+n) 8_7;R* +qRyR* + pRyR* @ R* =0 (D.7)
cuja solucao é

R*(n) = %9(77)6‘"/”- (D.3)
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Retornando as variaveis originais,

* (- _9(C> —¢/pT" * . _Oé Q e —
p*(GT) = or ° P — P*(J:Q) = o (j) 6(Q2—J), (D.9)

com o = 1/ (pl).

D.2 Estabilidade da distribuicao de ponto fixo

Para estudar a estabilidade da solu¢ao de ponto fixo eq. (D.8), devemos estudar o compor-
tamento de uma fungao R qualquer, "proxima" de R*, na eq. (D.6). (Tal procedimento é
analogo ao realizado por Fisher quando este estudou a distribuicao de ponto fixo para as
cadeias de spin SU(2) |Fisher 1994].)

0 0
Fa—FR(nI)—R+(1+n)a—nR+Ro(qR+pR®R).

Definindo 7 (n; ') = R — R* e linearizando a equacao de fluxo com respeito a r (n),

9,
—r = r+(1+n)a—nr+R3(qr+pr®R*—i—pR*®r)

+ro (¢R* + pR* ® R*) + O(r?),
onde 1o = r(0;T"). Simplificando a equagao acima,

0 ( q) 0 2 B o B
F——r=(1+2)r4+0+n)=—r+-r®e P+ = (qg+n)e "
B p R (a5 m)

Supondo que r tenha a seguinte forma,
r(n;T) = fa(n)e PTA,

encontramos seguinte equacao para fy(n),

0= — (x i g) ot (1+) a%f; ; %/  1507) + 1 0).

0
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A equacgao acima pode ser resolvida usando o método de Frobenius,

o]
_ n+m
= E anMm

n=0

onde m > 0, uma vez que fooo dnr(n) = 0. Dessa maneira,

- (A - Z) > a1+ 0)> an(n+m)y !

n+m—|—1

aoém’o = 0.

Agrupando os termos de forma adequada,

+ _
L b0 + agmn™ ™ + (ao(m — A) + ay (m + 1)) ™

+Z[ <n+m+1 1) an+(mn+m+1—XNap

+(n + m + 2)an+2] nTL—I—m—i—l frng 0
Como ag # 0, entdao m = 0. Logo, as relagdes de recorréncia sao

(%—)\)ao+a1:O,
200+ (1= \) ay +2a, = 0,
%(n—-i-l_l) +(n+1=XN a1+ (n+2)ap2=0, sen>1,

que nos levam ao seguinte resultado,

— ()\—g)ao; CLQZ%()\—I—l)()\—l—%)CLQ;

p

Como [ (n)dn = 0, entdo,

/dnf,\e_"/p = Zn!p”“an = 0.

n=0



Equacoes de fluxo 167

Dessa forma, devemos impor um "cut-off" na série de Frobenius. Este se da impondo

as = 0 e, portanto a; = 0, Vi > 2. Dessa maneira

A=—1,
ou
A=1+1/p.

A primeira solugao implica que a; = —ag/p, enquanto a segunda implica que a; = 2ay.

Como devemos satisfazer a condicao de normalizacao de r,

p(ap +pai) =0,

a segunda solucao ¢ descartada. Logo,

1
r(n) = (1 — —n) aoe_"/pF)‘, onde \ = —1.
b

Como s6 exite uma soluc¢ao com auto-valor A negativo, concluimos que a distribuicao de

ponto fixo R* (D.8) é estavel e bem comportada.

D.3 Distribuicao de comprimentos das conexoes

Considere agora a equagao de fluxo de renormalizacao para a distribuicao conjunta das

variaveis de energia, J, e comprimento, [, eq. (4.33),

_§%P = ﬂﬁWLDPGLD+2g/ﬂﬂbPngPGL@5(LJI_%)

+p/dl1dl2dl3dJ1dJ3P(Q,lg)P(Jl,ll)P(Jg,lg) X

X(S(J—%)(S(l—ll—lg—lg).

Fazendo a conveniente mudanga de variaveis eq. (D.2), a equacao de fluxo torna-se,

0 ly

0
= aer—apCDc ) +2 [ dzldzzp«,zl)p(o,zz)a(z—zl—5)

9
+p/dl1dl2dl3,0 (O, lg) 1% (', ll) & 1% (', lg) 5 (l — ll — lg — lg) s
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com p(C,l,F) JP(J,Z;Q) onde os pontos dizem respeito a variavel a ser convoluida

p () & p (- 1s) = [dCidCsp (Cilh) p(Gsil3) 6 (C— G = G3) e pe () = [ p(¢,1)dl. Procu-
rando por pontos fixos, reescalamos

n=C/T, and A =[/T",

onde k dever ser ajustado para obtermos solucoes bem comportadas. Entretanto, da
eq. (4.25), esperamos que £ = N. Como p ((,[;T) = R(n, \;T) /T*"1 temos que

8R 0 0
8F =(k+1) R+ (1+n) o R+/€)\8>\R qR, (0) R (n, \)
1
+2(J/d)\1d)\2R (77, )\1)R(0,)\2)5 <)\ — )\1 — 5)\2) (DlO)

+p/d)\1d>\2d)\3R (0, 2) R(\A) B R (5 A3) 8 (A — A — Ag — Ag).

Fazendo a seguinte transformada de Laplace,

R(ny) = / R (n, A) dA,
0

a equacao de fluxo (D.10) no ponto fixo torna-se

OR OR
0 = (1-==)R+(1+n) — — ky—
( p) ( 77)877 yay

~ ~ A ~ /N
+2qR (0, L) R (n,y) + pR(0,9) R(-,y) ® R (- y),
2

uma vez que as solucoes de ponto fixo nao dependem de I'.

Nos entdo tentamos uma solugao da forma exp { f1 (y) + f2 (y)n — n/p} /p com as con-
di¢oes de contorno f (0) = f» (0) = 0 que vém de R (n,0) = R* (1), e achamos que f; deve
satisfazer

0 = 2L ) k= 1)y p () —
= Z/d2ly Kk ydyl P

d
_Qngfl(y/m_fl (y/2) + 04, nw2 _ 4 +1, (D.11)
P dy p p
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e otemos fo a partir de
o= g i () + 22 (1 = R0
dy p

Note que as condicoes de contorno fixam f; a menos de uma constante multiplicativa em

y que corresponde a um reescalonamento global das variaveis de comprimento.

Se conseguissemos resolver a eq. (D.11), a distribui¢do de comprimento das conexdes
poderia ser obtida integrando R sobre a varidvel 1 e tomando a transfomada de Laplace

inversa do resultado. Dessa forma,

1 ctioo fily) R
Pr(l;T) = —/ e—ey’\dy ~ eVl (D.12)

270 Jemioo <% — J2 (Z/))

onde y* é a raiz da equagdo f> (y*) = 1/p mais proxima da origem no plano complexo de

Y.

Procurando pelo comportamento de Pr (l;T") no limite de longas escalas de compri-
mento, esperamos que a principal contribui¢do para a integral na eq. (D.12) venha de
y < 1. Entao, supondo que f; é bem comportada nesse limite, podemos aproximar f; ~ ay

na equagao de ponto fixo (D.11), o que nos leva a
a(k+1)(k—N)y+ 0 (y*) =0.

Como esperado, Kk = N, e y* ~ (N — 1) /2a.

Se compararmos essa solugao com a de Fisher para o caso SU(2) (ver ref. [Fisher 1994]),
encontramos que f; = In (\/ﬂ/ sinh \/g) ~ —y/6, o que implica em y* = —3. Entretanto,
o resultado exato da integragao da eq. (D.11) & Pr ~ exp {—=2l/ (4T'?)} |Fisher 1994], ou
seja, a solugao aproximada (D.12) é exponencialmente diferente da solucao exata. Isto é
devido ao reescalonamento global na variavel y. Note que y — cte X y preserva qualquer
solu¢do da eq. (D.11). O principal resultado é que kK = N e a deve ser negativo e inde-
pendente de I'. Este tltimo da suporte para a nossa generalizacao do argumento de Fisher
para calcular a fungao de correlagao tipica (ver eq. (4.29)), bem como o comprimento de

correlacao térmico médio (ver eq. (4.32)).
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D.4 Distribuicao de ponto fixo com variaveis auxiliares

Nesta secao, calculamos o comportamento de escala de alguns momentos da distribuicao

de variaveis auxiliares.

Definimos como variavel auxiliar, aquela que se modifica junto com a variavel ¢ durante
o fluxo de renormalizagao. Considere a varidvel z que nao se renormaliza em procedimentos
de dizimacao de primeira ordem em teoria de perturbagao (tal como () e que em procedi-

mentos de dizimacao de segunda ordem em teoria de pertubacgao se renormaliza como
T = T+ x3+ Tl’g, (D13)

onde T é um numero real, e a dizimacao simultanea na variavel ¢ é aquela descrita pela

eq. (D.4). Dessa maneira, a equacao de fluxo para a distribuigao p (¢, x;I") torna-se

0 0
ar” “acl tar (€, 2) pc (0,2) +p / daydivadidCidCsp (0, 2) X

or
p(Cr,21) p(C3,23) 0 (C—C1—(3) 0 (. — w1 — 3 — Tap) (D.14)

onde p (q) é a probabilidade de ocorréncia de uma dizimagao em segunda (primeira) ordem

de teoria de perturbacao.

Reescalando as variaveis ( e x,

n=¢/T, x=a/T7,

onde v deve ser determinado procurando solu¢oes que apresentem invariancia de escala, a

equacao de ponto fixo se torna

OR* OR* OR*
5 = (H DR+ (1) 0+ G+ B R (0)+ [ bR (0. x0)
n
//dXIdXZSR* (ox1) ® R (5, x3) 0 (x —x1 — x3 — Tx2) =0, (D.15)

onde p (¢,z;T) = R(n, ;) /T, R, = [ Rdx = e™"?/p, e 0s pontos denotam a variavel
de convolugao 7, R (-) (%) R(:) = fon R (77/) R (77 — n') dn' .

Podemos analisar os momentos da distribui¢ao condicional de x

/XSR (7, x) dx,
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a partir da equagao (D.15). Multiplicando-se por x*® e integrando em Y,

7 0 1
—(vs+ L) M, +(1+n) =M, +=F,(n) =0, D.16
(35 2) Mt (1) g Mt ) 0.16)

com

Fs(n) = pge"/p/dx/dxl/dm/dx:a X*Q (0, x2)

"
XQ (x1) ® Q (-, x3) 0 (x —x1— x3 — Txa).
Dessa maneira, os momentos podem ser calculados iterativamente em s uma vez que,

Fo(n) =,
Fy (n) = 2M; ® 1 + Ty (0), (D.17)
Fg (’/]) = 2M2 &® 1+ 4TM1 (O) M1 & 1+ 2M1 & M1 + T27]M2 (O) s

e assim por diante.
Devemos agora distinguir dois casos, dependendo se a distribuicao ¢ simétrica ou nao

em .

D.4.1 Caso assimétrico

Nesta se¢ao, calculamos o momento M; (1) no caso assimétrico. Este deve satisfazer a

equacao
8 2 n / ! T
- (v+ﬁ> M+ (1+7) —M1+—/ M, <n>dn +—ar 0) =0, (D.18)
p In P Jo p
ou, diferenciando com relacao a 7,
02 n\ O 1 T
1 —M l—y—=)=—M —-M —M;(0)=0 D.19
gt (1= =2) St D+ Tan0) =0, (Do)
com a seguinte condicao de contorno,
O M| — My (0) = 0 (D.20)
- My - 1 =0. .
on =0

Resolvendo a equagao (D.19) pelo método de Frobenius, encontramos as seguintes so-
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lucoes linearmente independentes,

T+1
———,
p(y—1)
My (n) ~ exp{n/p}, paran>> 1.

M{(m) = 1+

solucao nao possul realidade fisica, uma vez que ela s6 poderia ser originada de
A soluca M{’ a lidade 1 , la s6 pod da d
distribuigoes iniciais com x’s muito grandes associados a grandes n’s. Portanto M; oc M{.

Para que a condicao (D.20) seja satisfeita, é necessario que

T+1
Yy—1)=——,
(y=1) 5
resultando no seguinte exponente de escala
1 4
Yass = 5 1+ 1+];(1+T) ) (D.21)

A solucao com v < 0 nao é fisica porque, tipicamente, x deve crescer sob o fluxo de

renormalizacao.

D.4.2 Caso simétrico

Nesta se¢ao, calculamos o momento Ms () no caso em que a distribuigao de = é simétrica.
Pelas equagoes (D.16) e (D.17),

n 0 2 [7 AN
IR/ I VAN QA Bl A BV A <n)dn YoMy (0)=0,  (D.22)
p an P Jo p
onde usamos que M (n) = 0 para s impar, uma vez que a distribui¢do é simétrica. Note
que a equagao (D.22) tem a mesma forma que a equacao (D.18) com v indo em 2y e T
indo em Y?2. Portanto, a solucdo bem comportada para M, é
T2 +1

My=1+——""y,
2 p(2y—1)

onde

Vsim = i <1 + \/1 + % (1+ T2)) : (D.23)



Apéndice E

Susceptibilidade magnética de um spin

SU(N)

Iremos calcular a susceptibilidade magnética de um tunico spin SU(N), S, livre. O hamil-

toniano que descreve o acoplamento deste com um campo magnético externo é
H=-B-S=-BS@, (E.1)
onde escolhemos sem perda de generalidade que o campo magnético B estd na direcao

indicada pela componente a do vetor de spin que, por simplicidade, escolhemos

“ 1
$@=8u=Mf -+ (E.2)
Lembre-se que S,3 = fifﬁ — %5%5, restrito a > fIf, = Q. Para nossos propositos,
podemos desconsiderar a constante —1/N na definicio da matriz S® na eq. (E.2), uma
vez que este representa um deslocamento global da energia (cf. eq. (E.1)). Note que a

matriz S é diagonal na base de vetores {|ay,...,ag >},' e

Q
<Oé1, e 0Q ‘S(a)‘ aq, .. .,OéQ> = 2517%,
i=1

além de uma constante. Portanto, a funcao particao é,

'Veja a definicdo dessa base no apéndice C.1.
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E;
Z = Zexp{—?} = w1€% + wo,

w1 = V=1 e Wy — N —w
1 — Q—l 2 — Q 1

sao o nimero de estados da base {|aq,...,ag >} em que o niimero quantico o = 1 esta

onde

ocupado e desocupado, respectivamente. Uma vez calculada a funcao de particao, podemos
encontrar a magnetizacao,
0 1

M(T)=T—mnZ = ,
) 0B 1+we‘$

onde w = ws/w;. Dessa maneira, mostramos que a susceptibilidade magnética de um spin

SU(N), , 1
. w
== a5 e (T

segue uma lei de Curie.



Apéndice F
Distribuicao de spins originais

Neste apéndice, calculamos o niimero médio de spins originais que formam um aglomerado-
singleto no estado fundamental da cadeia de spins SU(N) desordenada AF e ainda calcula-
mos a distribuicao do niimero de spins originais que formam um determinado aglomerado

ativo na mesma cadeia na escala de energia (2.

F.1 Nutmero médio de spins em um aglomerado

O namero médio de spins em um determinado aglomerado no estado fundamental, (V;),
¢ dado pela razao entre o nimero total de spins, Ly, e o numero total de dizimacgoes em
segunda ordem de teoria de perturbacao que ocorreram quando toda a cadeia foi dizimada,

Npo. Ou seja,
Lo

T Ny’

A relacgao entre Ly e Npo é derivada da seguinte maneira. O nimero médio de spins

(Ne)

extraidos da cadeia quando Ny dizimacoes ocorreram é (2p/ + q/) Ng,ondep (¢ =1—7p)
¢ a fragdo de dizimagOes em segunda (primeira) ordem. Assim que a cadeia for total-
mente totalmente dizimada, Ly = (2p' + q/) Nrg4, onde Nrg é o nimero total de dizimacoes

ocorridas. Por definicdo, Nro = p Npg, 0 que implica em

1
Ns :1+—,
(Ne) 5

Perto do ponto fixo, p & igual & probabilidade de ocorréncia de dizimacoes em segunda
ordem de teoria de perturbagao p =1/ (N — 1) e, portanto, (Ns) ~ N. Os erros envolvidos

nessa aproximacao estao relacionados ao transiente devido as correlagoes que surgem entre
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as RI’s dos spins originais e a magnitude das constantes de acoplamento, J’s, comparti-
lhadas por eles. Se tal transiente cair exponencialmente (que é o caso), a aproximagao
permanece valida. Note que o efeito desse transiente sobre o ntimero médio de spins em
um aglomerado é aumentar o mesmo. Uma vez que nos primeiros estagios do fluxo de
renormalizacao o procedimento de renormalizacao mais comum é o de primeira ordem, o

numero total de dizimacoes em segunda ordem Npo serd um pouco menor que pNrpg.

F.2 Distribuicao do niimero de spins originais em um

aglomerado

Seja p (¢, t;T') d¢ a probabilidade de encontrarmos, na escala de energia I', um aglomerado
de spins formado por t spins originais cujo logaritmo da constante de acoplamento a sua
direita esta entre ¢ e ¢ + d¢.!

A relacao de recorréncia para a variavel t é dada por

; { ty+ts, se Qo+ Qs # N,

t, caso contrario,

quando a conexao “2” é dizimada. Note que, diferentemente de ¢ (ver egs. (D.3) e (D.4)),
a variavel t é efetivamente renormalizada quando da ocorréncia de uma dizimacao em

primeira ordem de teoria de perturbacao.

A equacao de fluxo para a distribuicao p é dada por

0 0 0 L 0o ¢
il T) = — F.1
aFP(Cat,F) ag/ﬂrqp & p+Dppcpe @ p, (F.1)

t ¢
com pc = pc(GT) = 3, p(GET), p° @ p =30, 00,82) p(Cit3) Ottyptyy pc @ p =
[ d¢idCpe (G1) p(C3,t) 6 (C— ¢ — G3), e p° = p (0,8 T). Procurando por solugdes invarian-
tes por reescalonamento, definimos
n=¢/T, and 7 =t/T",

onde k deve ser ajustado para obtermos solu¢oes bem comportadas. Tratando 7 como uma

'Veja a definicdo de ¢ e T no apéndice D.
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variavel continua, a equagao de fluxo (F.1) se torna

0 0 0 0
Fa—FR = (H+1>R+n0_nR+mER+8_nR

+qR° () ® R(n,-) + pR°R, (1) & R(-,7), (F.2)

onde o primeiro, o segundo e o terceiro termos do lado direito da eq. (F.2) vém do termo
Jp/OT" e o lado esquerdo deve ser igual a zero no ponto fixo. Fazendo a transformada de

Laplace em 7,

~

R ) = / R (n, 7) dr.
0

encontramos que

R 0 0 - R R
0 = R+(n+1)%R—mAaRquR(O,A)R(n,A)
+pR(0,0) R (-0) & R (- \), (F.3)

uma vez que R, = R (n,0) e o termo de convolucdo ¢ denotado por R (-,0) ® R(-,)\) =
fd'fhd’f]gR (11,0) R (2, ) & (n — 1 — m2). Depois de algumas inspecoes, concluimos que a
eq. (F.3) deve ter uma soluc¢ao da forma

. 1

R, A) = Zexp {f(A) —n/p}-
Note que R (n,\) = R, () Ry (\) & separavel e isto é reflexo do fato de que nao existe
nenhuma correlagao entre a magnitude das constantes de acoplamento J e 0 nimero ori-
ginal de spins ¢ que constitui o aglomerado de spin adjacentes a elas. Dessa maneira, a

distribuigao de ponto fixo pode ser facilmente obtida a partir da eq. (F.1) supondo que

p(C6T) =pc (GT) pe (1),

0 que nos leva a

Fﬁpt 1) = 4 Pt — Pt é Pt (F.4)
or P
onde usamos que p¢ = pf da eq. (D.9). Logo,

pr (;T) ~ T "exp {—tF_“} ,
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com k = q/p = N —2. Dizemos que esse resultado é uma aproximagao porque ¢ foi tratado

como uma variavel continua para resolver a eq. (F.4).

Podemos agora calcular a probabilidade de encontrar um aglomerado ativo composto

por t spins originais, mq, na escala de energia I'. Esta é dada por

me = tng = ng ", (F.5)
onde ¢ = I'" esta relacionado com a fracao de aglomerados de spins ativos, ng, pela
eq. (4.23). Na verdade, ¢ = ' é um resultado exato que pode ser obtido operando com
>, tem ambos os lados da eq. (F.4) e tratando ¢ como uma variavel discreta. O resultado da

eq. (F.5) é o que estamos procurando para o calculo da fungao correlagao média, eq. (4.30).

H& uma outra maneira interessante de derivar o resultado da eq. (F.5). Esta vem do
fato de que a renormalizacao da variavel ¢ se da independentemente da renormalizacao
da variavel (. Do ponto de vista da variavel ¢, o procedimento de renormalizagao pode
ser resumido da seguinte maneira. Escolhe-se arbitrariamente um par de spins vizinhos
na cadeia, e com probabilidade p retira-se esse par do sistema, ou com probabilidade
q = 1 — p, junta-se o par em um novo spin efetivo composto pela soma dos spins originais
que formavam o par. Note que um aglomerado de spins composto por um nimero enorme
de spins originais nao é menos provavel de ser dizimado, uma vez que as constantes de
acoplamento que o cercam foram dizimadas em primeira ordem de teoria de perturbacao,
e portanto, suas magnitudes nao sao tipicamente menores que as das demais. Resumindo
o procedimento de renormalizacao dessa maneira, podemos escrever uma equacao de fluxo

para p; em funcao da fragao de aglomerados de spins ativos nr.

Seja Mg (t; nr) o namero total de aglomerados de spins compostos por ¢ spins originais
na escala de densidade nr. Entao, quando se abaixa nr uma fracao dnr, M, muda da
seguinte maneira

Mg (t;nr — dnr) = Mg (t;nr) + 11 + Ts, (F.6)

onde T e Ty sao os funcionais que mudam Mg quando das dizimacoes em primeira e
segunda ordem, respectivamente. No caso das dizimagoes em segunda ordem, T, somente

extrai de Mg o niimero correspondente de aglomerados quando np — nr — dnr, entao

Ms (t;nr)

T, = —2
2 1Y% M (nf‘)

deiz>

onde M (nr) =), Mg (t,nr) = nrLo é o nimero total de aglomerados de spins ativos na
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escala nr, e dNg, é o numero total de dizimacoes ocorridas quando np — nr — dnr. Este
altimo esta relacionado a dnr através de dM = (2p + q) dNgy;,, onde dM é o namero total
médio de aglomerados removidos do sistema quando d/Ny;, dizimagoes ocorreram.

Por outro lado, além de remover os aglomerados de spins correspondentes, T} insere
um novo aglomerado composto por t = t, + t3 spins, supondo que a conexao “2” é aquela

a ser dizimada. Dessa forma,

978
i e

to,t3

M Mg (to) Mg (t
T, =q ( 5 S( 2) S( 3)5t,t2+t3> dNgiz,

tornando a equagao de fluxo (F.6) igual a
d q !
—p (& = — — ,
nr o pt( np) T+ [,ot Pr @ pt]

onde usamos que p; (t;nr) M (nr) = Mg (t;nr). Como np ~ I'Y¥ (ver eq. (4.23)), recu-

peramos a equagao de fluxo (F.4) e, conseqiientemente, os demais resultados.






Apéndice G

Modelo de Hubbard de duas bandas

Neste apéndice, deduzimos o hamiltoniano efetivo do modelo de Hubbard unidimensional

com dupla degenerescéncia orbital no limite fortemente interagente.

Partimos do hamiltoniano correspondente (5.1). No limite U > ¢ e no preenchimento
1/4, o estado fundamental ndo perturbado é aquele em que ha um elétron por sitio, e a
degenerescéncia deste ¢ igual a 47°, onde Ly é o ntimero de sitios. Para que haja conducao,
¢ necessario que um elétron tunele para o sitio vizinho. Como U > t, a configuracao final

é energeticamente desfavoravel. Neste caso, dizemos que o sistema é um isolante de Mott.

Tratando H; em primeira ordem de teoria de perturbacao,

<¢oz ’Ht ¢0m> =0,

onde [t)g;) ¢ um dos 420 estados fundamentais degenerados e nao obtemos nenhuma corre-
¢ao. Isto porque H; s6 “liga” os estados |1)g) com estados em que ha uma dupla ocupacgio
vizinha a uma vacancia. Devemos entao tratar H; em segunda ordem de teoria de pertur-
bacao,

ef <1/}Ol ‘Ht| 1/}k> <1/}k ‘Ht‘ 7p(]m>
Hl,m - Z EO _ Ek s (Gl)

k0
onde Ej, é a energia nao perturbada do estado |¢;). Como nao ha corre¢oes em primeira
ordem, e H, s6 “conecta” os estados [1)y) com aqueles em que h& uma tnica dupla ocupagao

vizinha a uma vacancia (cuja energia nao perturbada é igual a U), o hamiltoniano efetivo
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(G.1) torna-se

1

H = (Wor [ Hy| ¥) (W | Hi| Yom) »
U k#0

= —% (or| Hy (Z |thx) <¢k|> H [thom)

1
- U (Yo |H| Yom) »
t2
- _E <w0l ‘Z C;'[,Oz,oci—i-l,a,ocj',ﬁﬂ—cj_i_175’7. 4+ ... ’ 1/}0m> .

Nesta tltima linha, devemos considerar somente os termos nao nulos. Note que o primeiro
fe. e
e 0 ultimo termos sao nulos, pois estes correspondem a termos do tipo ¢;c;,1¢;¢; . (onde
estamos suprimindo os demais indices por simplicidade) que s6 nao sao nulos se i = j + 1
. . , - . . ~ . 1 +
e 1+ 1 =7, 0que éimpossivel. O segundo e terceiro termos siao do tipo c;c;,;¢;,¢;, que

nao é nulo se e somente se ¢ = j. Dessa maneira, o hamiltoniano efetivo simplifica em

2
ef _ E of
Hl,m - <1/}Ol ‘ Zacr Citl,a,0 H—lﬁr 7,,6, > )

2t2
= <¢OI‘Z zacr 157'(50!5507_ 7,+16'r 2+1acr>

2t
- U <1/}0l ’1 - Z CZO‘U Z,ﬁﬂ' j—i-l 8,7 z+1 a,0 1/}0m> ,

2

= cte+%z<d}0[ c

onde o termo constante pode ser negligenciado.

Yom )

T T
i,0,0Ci,8,7Ci+1,8,7Ci+1,0,0

¢0m> , (G.2)

O grande desafio agora é relacionar o hamiltoniano efetivo (G.2) com os operadores de

spin, S;, e isospin T, definidos na eq. (5.3). Depois de uma exaustiva algebra, chega-se a

Z <¢0l c

a7ﬁ7o-77—

i T
i,0,0Ci,8,7Ci41,8,7Cit1,0,0

¢0m> = S;-Si 1+ 7T, T

+4(S; - Sit1) (T, - Tipq)
1
+Z Z N o, 0Mi41,8,75

onde este ultimo termo, no preenchimento 1/4, é constante e igual a 1/4. Com este

resultado recuperamos o hamiltoniano efetivo (5.2).

Antes de concluir esse apéndice, queremos mostrar como 0 termo
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(S; - Sit1) (T; - Tiyq) se torna quartico nos operadores ¢’s. Para tal, considere a primeira

parcela desse termo
1 + Q- z Qz
(Sz . Si—i—l) (Tz . Ti+1) — 5 (Sz Si+1 —|— hC) "‘ Sz Si—l—l

X E (T T +hee) + 17 211} ;

4 ; +q- + 5 ’
que é proporcional a S;7S; | T;"T; ;. Em funcao dos operadores c’s,

+o— - } : 1 1 1 1
SO T, = Cia,+Ca,—Ci,1,0%,2,0Ci+1,8,-Ci+1,8,4+Ci+1,2,7Ci+1,1,7
Foquemos nossa atencao nos operadores referente ao sitio 4,
i T _ i T
E Cia,+C%,a,~Ci1,0Ci20 = Ci o+ 00,100~ — Ci1,0%,a,— ) Ci2,00
T
Ci717+ci727_’

onde na segunda passagem usamos o fato de que ¢;,_¢;2, = 0 no preenchimento em

questao. Analogamente para os operadores referente ao sitio ¢ + 1, encontramos que

+o— - Lt i
Sy ST T = Ci1,4+%2,-Cit12-Cit1,1,+

que é quartico nos operadores ¢’s. O mesmo raciocinio é valido para as outras parcelas
do termo (S;-S;+1) (T;-T;11) que é inteiramente quartico nos operadores de criagdo e

aniquilacao de férmions.






Apéndice H

Matrizes do grupo SU(4)

Neste apéndice, construimos as matrizes geradoras das 3 representacoes irredutiveis to-
talmente anti-simétricas do grupo SU(4). Estas sdo a RI fundamental, auto-conjugada e
anti-fundamental que correspondem as tabelas de Young formadas por uma, duas e trés
caixas concatenadas verticalmente, respectivamente. Nosso ponto de partida sera a escolha
conveniente de um conjunto de matrizes com a simetria do problema que temos interesse,

que é dada pelo hamiltoniano

H =4 Ji[si-sis1 + i tigg +4(si - sie1) (b - i) (H.1)

onde s e t sdo operadores de spins-1/2 usuais. Uma escolha conveniente para as matrizes
da representacdo fundamental é A7 = 45", 2s%, 2t% com a, 8 = z, y, z |Arovas 1995].

Definindo os vetores

onde |+, +) = |£) ® |%) sdo os auto-vetores dos operadores de spin s* e t*, as matrizes da

representacao fundamental sao escritas como,
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A1: 0 i: ’ A2:i< 0 _gm , A?’: i; 0 ,
o” o” —o”
i 0 ov A= 0 oY ’ 46— oy 0 ’
gy 0 gy 0 0 —o¥
A= T ) =i T ) =7 T ), (H.2)
o 0 o 0 0 —o
0

A0 — o” AN o/ 0 LAY o 0 ’
0 z 0 o¥ 0 o*

g (01 (0 1) e (10
1 0 1 0 0 -1

onde 07, v = z, y, z sao as matrizes de Pauli, 0 e 1 sao as matrizes nula e identidade de

Q

ordem 2x2, respectivamente. Dessa maneira, o hamiltoniano (H.1) torna-se
H = E JiAi - Ay
i
Para construir a representacao auto-conjugada, devemos diagonalizar o hamiltoniano

H1 - A1 'A2 == ZA’{A;
v

Conforme a série de Clebsh-Gordan,

o hamiltoniano H; tem dois niveis, o primeiro com degenerescéncia g = 6 e o segundo com
degenerescéncia g = 10. As matrizes geradoras da representacao auto-conjugada sao cons-
truidas projetando A+ A, no sub-espaco de degenerescéncia g = 6. Diagonalizando Hy, os

6 estados degenerados correspondentes a representagao auto-conjugada sao (negligenciando
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o fator v/2 devido a normalizacio),’'

|1>ac:‘374>f_|473>f7 ‘2> :|274>f_|472>f7 |3> :‘174>f_|471>f7

ac ac
4)0e = ‘273>f - |372>f7 15) e = |173>f — 13, 1>f7 16) 0 = ‘172>f - 12, 1>f7
com auto-energia igual a E,. = —5. A energia dos outros 10 estados é igual a E., = 3, e
os respectivos auto-vetores podem ser calculados simetrizando os indices j, k nos estados
|7) ® |k) = |7,k). Note que a escolha das matrizes da RI fundamental nao obedece a
normalizagao da eq. (A.2) e, portanto a diferenga de energia entre o estado fundamental e
o primeiro excitado nao é mais dada pela eq. (4.7). A equacao deve ser modificada por um
simples fator numérico que é obtido a partir do reescalonamento do casimir dessas tabelas

na eq. (B.2). Deixamos ao leitor a tarefa de rededuzir essas equagoes.

Projetando A; 4+ Ay no sub-espago |j),., obtém-se as seguintes matrizes (6x6) da re-

ac’

presentacao auto-conjugada,

'Esses estados s@o facilmente obtidos pelas regras de construcdo de tabelas de Young (ver
refs. [Jones 1990, Cheng 1988]). Simplesmente, anti-simetrizam-se os niimeros quanticos corresponden-
tes.
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o’ 0
B? = 0 —o°
—o° 0
oy 0 —1
B°=]1 0 0 0
i 0 oY
0 o 0
B'=]¢ 0 -0t
0 —o3 0

0 —o!
0 o° 0
BB =145 0 —o8
0 o 0
- 0 0
B =2 0 0 o0
0 0 o°

B =

Bt =i

B® =i

BlO —

Q
ot

o U

Q

Y

(H.3)

ondei=il, 0% = (0" +ioY) /2,0 =0°+0", 0 =0"+0",0°=0"+0", 0t =00 +0",
5 O~ 0ot 08 =0"-0",0" = -0 +07,0% = -0 +0", 0 = (1+0%)/2

0’ =0
ol = (1-07) /2.

Para construirmos as matrizes da representacao antifundamental, devemos diagonalizar

Hy=A,-By=) A]Bj,

v
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que pela série de Clebsh-Gordan,

& = S ;
possui dois niveis com degenerescéncias ¢ = 4 e g = 20 cujas energias sao £y = —10

e E., = 2, respectivamente. Os estados correspondentes ao multipleto fundamental sao

(negligenciando os fatores de normalizagao),

Doy = 1)@ (2, = [2) @13), + |
2)ay = (1) @ [4)e = [2) @15), + |
3)ay = 1) @ 1) = [3) @13), + |
Aoy =120 @ )y = [3) @ 12) + |

4) @ 16)
3) ®6)
4) ®15)
4) ® [4)

=Ai24 |1>f ® |2>f ® |4>f7
= A3 |1>f ® |2>f ® |3>f>
= Ai34[1),®13); ®@14);,
= A234(2),®1[3); ®1[4);,

ac

ac

ac

ac

onde A, ; ; é o operador anti-simetrizador dos indices i, j, k.

Projetando A; + Bs no sub-espaco fundamental, encontramos as seguintes matrizes da

representacao antifundamental,

ol 0 o”
o 0 ’

oo
.

=

CH:<
CM:i<

0o -1 o3 —c* 0
1 0 )’ 0 o° )’
0 o7 o gy 0
o 0 ’ 0 ov )’
0 Y 2.0
)= T ). (H.4)
gy 0 0 o
—g¥ 0 o2 o* 0
0 ov |’ 0 —0o* )’
0 o° 015 _ 1 0 .
—o* 0 )’ 0 -1

Dessa forma, construimos todas as matrizes das representacoes irredutiveis totalmente

anti-simétricas do grupo SU(4).






Apéndice 1

Emaranhamento de duas particulas de

spins-1/2 em um singleto

Seja p a matriz densidade de um sistema de 2 particulas de spins-1/2 em estado de singleto,

p=ls) (sl

onde |s) = (|+, =) — |, +)) /V/2 ¢ o estado singleto e |0}, 02) = |o}), ® |02),. Tragando a

particula 2, construimos a matriz densidade reduzida p; da particula 1,

pr= 5 ([+) ([ + =) (=D -

1
2
Dessa maneira a entropia de p; é igual a

1 1
S = —trp logy,p1 = —2 X ilog2 5= 1.

Portanto o emaranhamento de uma particula de spin-1/2 com a sua parceira em um estado

de singleto é igual a 1, como era esperado, uma vez que |s) é um estado de Bell.
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