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Resumo

Neste trabalho, estudamos a rede de Kondo em uma dimensao por bosonizacéo abeliana e a cad
de Heisenberg pelo ansatz de Bethe. Conectamos o problema da rede de Kondo com o problema Jat
Teller cooperativo e com o problema de 2 liquidos de Luttinger interagentes. A principal técnica usade
foi o grupo de renormalizacdo do gas de Coulomb generalizado, que surge ao integrarmos 0s gral
de liberdade bosonicos. Procuramos explicar o diagrama de fase da cadeia de Ising-Kondo e da re:
de Kondo, tanto para acoplamentos ferromagnéticos, como para acoplamentos antiferromagnético
Finalmente, estudamos as solucdes de Bethe para cadeias de Heisenberg finitas e infinitas.
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Summary

In this thesis, we studied the one-dimensional Kondo lattice model with abelian bosonization and
the Heisenberg chain with the Bethe ansatz. We connected the Kondo lattice with the cooperative
Jahn-Teller and with the 2 Luttinger liquids interacting by hopping. The main technique used was the
renormalization group for the generalized Coulomb gas, that is obtained when we integrate the bosoni
degrees of freedom. We explained the phase diagrams for the Ising-Kondo chain and the Kondo lattice
for ferromagnetic and anti-ferromagnetic coupling. Finally, we studied the Bethe solutions for the finite
and thermodynamic Heisenberg chain.
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Capitulo 1

Introducao

Basically, | suppose the justification for studying these lattice models is very simple: they
are relevant and they can be solved, so why not do so and see what they tell us?

R. J. Baxter emExactly Solved Models in Statistical Mecharij8s

By definition, strongly correlated systems are those ones which cannot be described as
a sum of weakly interacting parts. So here we encounter a situation when the whole is
greater than its parts, which is always difficult to analyse. ...

At present, there are two approaches to strongly correlated systems. One approach, ...,
operates with the exact solutions of the many-body theories. Needless to say not every
model can be solved exactly, but fortunately many interesting ones can. So this method can
provide a treasury of valuable information.

The other approach is to try to reformulate complicated interacting models in such a way
that they become weakly interacting. This is the idea of bosonization which was pioneered
by Jordan and Wigner in 1928 when they established equivalence between the spin S=1/2
anisotropic Heisenberg chain and the model of interacting fermions ... . The example of
the spin 1/2 Heisenberg chain has also made clear that a way to describe a many body
system is not unique, but is a matter of convenience.

A. O. Gogolin, A. A. Nersesyan e A. M. Tsvelik eBosonization and Strongly Corre-
lated Systenj80, paginas x,xi e xii].

A fisica de fenbmenos emergentes é sem duvida uma das grandes fronteiras da pesquisa atual. Sister
bioldgicos, altas energias e matéria condensada caminham lado a lado na questéao de entender a natur
do “todo”.



2 CAPITULO 1. INTRODUCAO

Em altas energias a procura pelo “todo” provavelmente se iniciou na eletrodinamica quantica (QED).
Paraweak couplingconstante de estrutura fina, pequena), cargas elétricas aparecem como excita-
¢cOes elementares do campo quantizado, enquanto monopolos magnéticos aparecem como excitacoes
coletivas. A procura de uma teoria simétrica para cargas magnéticas e elétricas inevitavelmente passa
por uma relagéo de dualidade tigpimong-weak coupling

o -
(0%

O desenvolvimento da teoria de cordas levou essa idéia a unmstetug substituindo o conceito
de particula pelo de um objeto estendido (a corda). Ainda em desenvolvimento, a grande teoria de
unificacédo (TOE - theory of everything) aparece no horizonte como a teoria de membranas (M theory):
uma teoria quantica que tem varios limites “classicos” (entenda-se: teorias de cordas, relatividade
geral, QCD, teorias de Gauge nao abelianas, etc..) ligados por relacdes de dualidstienipo/eak
couplind84]. O Universo como o entendemos hoje seria um fendbmeno emergente dessa teoria.

Em matéria condensada fendbmenos emergentes vao desde a supercondutividade de alta temperatura
até a “transmutacédo de particdlaso confinamento (como na cadeia de Heisenberg ou no efeito Hall
fracionario). R. B. Laughlin falou com muita propriedade sobre esse tema durante a palestra plenéaria
gue conferiu no March Meeting de 1999 da Sociedade Americana de Fisica: na realidade n&o preci-
samos ir muito longe para obtermos toda a riqueza e beleza desses fendmenos. A velha interagédo de
Coulomb j& é mais que suficiente para ndo sermos capazes de obter uma descricdo completa da fisica
de muitos corpos.

A questdo mais dificil que se apresenta a um fisico tedrico € como podemos simplificar as interacdes
de forma a podermos tratar o sistema e ainda obtermos os fen6menos que observamos emergirem no
laboratorio. Se isso € obtido conseguimos capturar uma imagem da natureza que podemos entender,
aumentando o conhecimento humano. Apesar de todas as dificuldades e frustracdes inerentes a andar
por caminhos novos, essa também € a pergunta com resposta mais recompensadora. Ao longo dos
anos, a teoria de renormalizac&o se tornou um dos caminhos para responder a essa pergunta. Citando
Auerbach:

Em geral a substituicdo de um hamiltoniano complicado por um modelo efetivo pode ser
colocado de maneira formal quando formulado a partir do grupo de renormalizacdo. A
transformacg&o do hamiltoniano para o hamiltoniano efetivo € chamada de renormaliza-
cao. Durante a renormalizacdo algumas interacdes, chamadas de irrelevantes, sao su-
primidas. As interacdes que crescem ou ficam constantes sdo chamadas de relevantes e
marginais, respectivamente. Em teoria os parametros do modelo efetivo podem ser deriva-
dos a partir do fluxo de renormalizacdo do hamiltoniano inicial. Tais calculos raramente
foram feitos para materiais reais, logo se tém de ajustar os parametros do modelo efetivo



com os resultados experimentais. Por isso, a relevancia ou irrelevancia de certas intera-
¢Oes é um ponto de controvérsia entre proponentes de diferentes modelos.

Auerbach eninteracting Electrons and Quantum Magnet[§ipaginas 7-8].

Arelacéo de dualidade entre sistemas perturbativos e sistemas néo perturbativos esta no centro de no.
entendimento e capacidade de solucdo de problemas de muitos corpos. A procura de pontos fixos r
espaco de hamiltonianas através do grupo de renormalizacdo nada mais é que a procura por um siste
de “coordenadas” mais conveniente, um sistema que ressalte as caracteristicas fisicas fundamentais
modelo.

Sistemas de uma dimenséo saltam aos olhos nesse rico mar de problemas, primeiro porque em pri
cipio sdo mais trataveis analiticamente, em seguida, porque métodos anteriormente usados em sisten
de dimensdes maiores ndo costumam funcionar. As séries perturbativas, em geral, devem ser totalme
te somadas, mesmo para valores pequenos das constantes de acoplamento. Isto se manifesta de fo
dramatica na “catastrofe de ortogonalidade” de Anderson, que diz que um gas de elétrons, submetido
uma perturbacao local, tem seu estado fundamental ortogonal ao estado fundamental n&o perturbado
limite de nimero de particulas tendendo ao infinito. Na verdade, as excitacdes tipo elétrons individuai
Sao muitas vezes proibidas energeticamente, 0 que se manifesta como a separacéo de spin e carge
sistema.

Como colocado na citagdo do inicio do capitulo, bosonizagcdo tem sido um dos caminhos mais
frutiferos usados no tratamento analitico de sistemas fortemente correlacionados em uma dimenséo.
outro é a solucéo exata do modelo, basicamente através de alguma forma do Ansatz de Bethe.

O sucesso da técnica de bosonizacao se deve ao fato de que alguns sistemas fermidnicos extren
mente complexos (ndo perturbativos) se tornam simples ou até triviais (perturbativos) quando escrito
em relacdo aos campos bosoénicos. Historicamente, 0 método de bosonizacdo foi desenvolvido e
1975, de maneira independente, por Coleman-Mandelstam (te6ricos de campos) e Mattis-Lutter (teér
cos de matéria condensada). Eles relacionaram as func¢des de correlacao de férmions de Dirac e cam|
bosonicos livres. A aplicacdo do método ao setor de baixa energia do espectro da cadeia de Heise
berg foi imediata, trazendo como grande advento a possibilidade de incluir as interacdesifb
scattering,e ainda assim, levar o problema em um gas bosonico. A introducéo de termbadipo
scatteringleva a uma hamiltoniana tipo sine-Gordon, um dos modelos mais estudados em teorias de
campo (ndo surpreendentemente contendo uma solucao exata conheaitkatade Bethe). De ma-
neira geral, a fisica de baixas energias de sistemas de 1D é conhecida pelo nome genérico de liquid
de Tomonaga-Luttinger (em contraponto ao liquido de Fermi em dimensdes maiores ou iguais a 3).

Inormalmente o termo “transmutacdo de particulas” € utilizado quando as excitacdes de baixa energia de um sistem
tém caracteristicas diferentes das particulas constituintes do problema.



4 CAPITULO 1. INTRODUCAO

O ansatade Bethe compreende um dos possiveis caminhos ao estudo de sistemas exatamente solu-
veis. Estes correspondem a um conjunto de modelos que apresentam um numero infinito de quantidades
conservadas e por isso sao ditos integraveis. Qualquer um que ja tenha visto um diagrama de Poincaré
consegue extrapolar a idéia de que o conjunto de hamiltonianas com esta caracteristica tem medida nula
no espaco de modelo. Entretanto, muitas vezes estes modelos sdo atratores no grupo de renormalizacao,
e por isso a citagédo de Baxter no inicio do capitulo.

Nesse trabalho procuramos estudar dois dos problemas mais importantes e discutidos da fisica de
sistemas fortemente correlacionados: a cadeia de Heisenberg e a rede de Kondo. Abordaremos o
problema da rede de Kondo através de bosonizacdo abeliana e procuraremos entender a fisica da cadeia
de Heisenberg pelansatzde Bethe. O trabalho foi dividido em duas partes bem distintas, cada uma
contemplando um dos temas. O texto procura ser autocontido, apresentando primeiramente os metodos
e em seguida a sua aplicacdo. Quando possivel os calculos foram colocados nos apéndices. Apesar de
ndo serem necessarios para a leitura do texto, uma leitura destes apéndices é bastanté instrutiva

Nas duas secdes que se seguem vamos apresentar algumas motivacoes fisicas para o estudo desses
modelos, procurando, desta forma, introduzir a notacdo e recapitular um pouco do que se conhece e
apresentando algumas perguntas ainda sem resposta que existem sobre esses problemas.

1.1 problema Kondo e a rede de Kondo

In short, the problem is one of considerable complexity. Some insight has been provided by
a model due to P. W. Anderson, in which all the levels of the magnetic ion are replaced by
a single localized level,....,and the coupling between localized and band levels is reduced
to a bare minimum. It is a measure of complexity of problems in which both localized and
band features play an important role that even the highly oversimplified Anderson model
has failed to yield an exact solution, in spite of its having been subject to an onslaught of
theoretical analysi&

Ashcroft e Mermim en8olid State Physid®, pagina 687].

A interacao entre momentos localizados e bandas condutoras tem uma longa histéria dentro da matéria
condensada. O espalhamento por impurezas ndo magnéticas em um material leva a uma resistividade
gue decresce monotonicamente com a temperatura [5, capitulos 16 e 32]. De forma oposta, para im-

purezas magnéticas, a resistividade atinge um minimo e, entéo, passa a crescer monotonicamente em
funcdo da temperatura( veja figura 1.1).

2principalmente a renormalizacdo do problema Kondo.
3hoje se conhece a solucéo exata para o problema Kondo.
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Em 1964, J. Kondo[46] demonstrou que a sec¢ao de choque do espalhamento por uma impurez
magnética diverge nas ordens mais altas de teoria de perturbacdo. A divergéncia depemkiaalo
espaco de momentos da distribuicdo de vetores de onda dos elétrons de conducéo, sendo assim u
consequéncia da forma da superficie de Fermi. Na linguagem de grupo de renormalizacdo, o que ocor
€ uma passagem do regime de acoplamento fraeak couplingpara o regime de acoplamento forte,
strong coupling Por definicdo, a temperatura Kondo é a temperatura ocdess-ovencorre (muitas
vezes da ordem de 30K). A hamiltoniana considerada por Kondo, para chegar a essas conclusoes, te
a forma:

H=-tY (CL,Cjo+He)+TS &, (1.1)
(i,3),0
e € conhecida como hamiltoniana de Kondo. Afortunadamente, o problema de Kondo admite ume
solugéo exata do tipo anstaz de Bethe[3]. Porém, a combinacao dos resultados do anstaz de Bethe,
grupo de renormalizacéo e bosonizagao nao foram suficientes para esgotar completamente o problen
Funcdes de correlacédo, o problema da “nuvem de Kondo” (veja [7]) e muitos outros detalhes ainde
estdo em aberto (apesar da forma tdo inocente e simples da hamiltoniana de Kondo).

Como veremos, através do meétodo de bosonizacao, existem duas maneiras de abordar o problen
O primeiro método denominaremos de abordagem de Anderson-Yuval, que é essencialmente um trat
mento de grupo de renormalizacdo. O segundo método, chamaremos de abordagem de Emery-Kivels
e corresponde a refermionizacdo do problema no ponto de acoplamento forte (ponto de Toulouse) e
obtencéo da fisica desse ponto do espago de parametros.

Para uma classe de materiais, existe ainda uma segunda transi¢ao de fase em funcéo da temperat
Em torno de uma temperatura caracteristica (em geral da ordem de 10K) comecam a surgir correlacd
guanticas entre as diversas impurezas magnéticas. Quando isso ocorre, a resistividade, que até en
aumentava devido ao efeito Kondo, sofre uma queda rapida. Além disso, essa fase apresenta um ca
especifico muito alto, o que na linguagem da teoria do liquido de Fermi pode ser visto como uma grand
massa efetiva do elétron vestido (da ordem de 100 vezes a massa do elétron). Esses compostos séo,
isso, conhecidos pela designagéo geral de férmions pedastos/(fermions

Finalmente, pode ocorrer uma transicao para uma fase supercondutora (em geral a uma tempelt
tura da ordem de 1K). Muitas caracteristicas dessa fase supercondutora ndo sdo compartilhadas pe
supercondutores normais, tais como leis de poténcia para o calor especifico e a condutividade térmic

Férmions pesados sdo compostos intermetalicos contendo terras raras ou actinideos. Pode-se ¢
siderar que existem dois tipos de elétrons nesses materiais: elétrons de conducéo (oriundos de orbit:
atdbmicos sp e d) eelétrons localizados (de orbitais tipo f). Em geral, a hibridizacéo de elétrons tipo f
com os elétrons de conducdo € muito pequena. Assim, interacdes eletronicas entre elétrons do mest
atomo séo a maior escala de energia do problema.
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Figura 1.1: curvas experimentais mostrando o aumento da resistividade devido ao efeito Kondo, adap-
tada da referéncia [5, pagina 688].
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O modelo de Anderson tenta capturar essa fisica numa hamiltoniana bem simplificada:

+V Zia (CzT,afj,U + fiT,aC]',U) +U Z nzTnzi

Como dito na citacdo do inicio do paragrafo, apesar de bastante simplificada, a hamiltoniana d¢
Anderson € um grande desafio ao tratamento analitico. Uma das possiveis simplificacdes do mode
€ tomarmos o limite d&/ — oo, 0 chamado regime Kondo. Nessa situacdo, a dupla ocupacéao dos
orbitais f aparece apenas como um estado virtual. Usando teoria de perturbacdo em segunda ordem ¢
V' é possivel obter a hamiltoniana efetiva:

H==tY Cl.Cjo+He+JY S-S, (1.2)
(i.4)0 J
conhecida como hamiltoniana da rede de Kondo. Esta € a generalizacdo direta da hamiltoniana ¢
Kondo para um arranjo de spins localizados.
A constante/ derivada dessa forma é antiferromagnéti€a> 0) e inversamente proporcional a
U (no caso de niveis f simétricos em relacéo a energia de FEEniPY - ) Ou seja, o limite de forte
interacdo de Coulomb (send6 a maior escala de energia do problema) corresponde ao caso de
pequeno da rede de Kondo.

Conforme proposto por Doniach [20], existiriam duas escalas de energia relevantes ao problema:
temperatura Kondo, com uma dependéncia exponencial da constante de acoplamerttmperatura
RKKY, com uma dependéncia quadratica gnSe isso for verdade, existiria um valor dieconhecido
como.J., em que as duas escalas de energia seriam da mesma orderniegrar que/,. a temperatura
Kondo € menor que a temperatura RKKY, o que implicaria que o sistema ordena magneticamente ante
dos momentos serem suprimidos pelo efeito Kondo. Por outro ladd, sg, for maior quel zx kv,
0s momentos sao suprimidos antes mesmo de terem a chance que se ordenarem (veja figura 1.2). E
guadro foi confirmado experimentalmente em compostos sem [68] e com desordem [35].

Em uma dimensédo, o modelo ja foi estudado de diversas formas: diagonalizacdo exata, camp
meédio, monte carlo, etc. O principal artigo de revisdo sobre a cadeia de Kondo antiferromagnétice
(Jx > 0) é o trabalho Tsunetsugu, Sigrist e Ueda[74]. Nele, o diagrama de fase do estado fundamentse
(fig. 1.3(a)) € estudado do ponto de vista numérico e através de campo médio. Como dissemos, a pril
cipal caracteristica desse modelo é a competicao entre dois fenbmenos bem distintos: o efeito Kond
a tendéncia de formac&o de singletos entre os spins localizados e os elétrons, e a interacdo RKKY

4RKKY vem de Ruderman-Kittel-Kasuya-Yosida, trabalhando em interacées indiretas entre spins nucleares (Rudermar
e Kittel), oscilacdes de Friedel na polarizagéo de spin de elétrons de conducao (Yosida) e nas propriedades magnéticas
compostos de terras raras (Kasuya).
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Figura 1.2: diagrama de Doniach (figura adaptada da ref. [13]).

designacéao geral para os efeitos de correlacdo entre os spins localizados mediados pelos elétrons.

Apesar de conhecido, do ponto de vista numérico, ainda existem muitas perguntas sobre esses
diagramas de fase.

Em particular, a estrutura da fase paramagnética da rede antiferro- € muito pouco conhecida, néo
existindo nenhum tratamento rigoroso para o problema [74, pagina 821]. Apesar de ser a fase de maior
maior interesse fisico do ponto de vista do modelo de Anderson, ela é de dificil caracterizacdo. Citando
Le Hur:

We mention that all the difficulty with this model is to include collective effects occurring
in the spin array at low energy. Indeed, at high energy, the magnetic impurities behave like
independent scattering centers.

K. Le Hur emMetal-insulator transition in the one-dimensional kondo lattice mzid3!

QuandoJx = 0, a banda de conducao esta totalmente desacoplada dos spins localizados e o sistema
total é altamente degenerado. Nessa situacdo temos um metal paramagnético, ou seja, ndo existem
gapsde carga ou spin. Quandf, € diferente de 0, essa degenerescéncia é levantada (pelo menos
parcialmente), criando uma dinamica muito complicada no sistema. A idéia de que toda a fase para-
magnética seja uma simples repeticao do cenério de J=0 foi colocada em duvida recentemente. Através
da bosonizacéo do problema, foi sugerida a existéncia de uma fase metalica que cogagdeispin

[91, 90, 48]. Estudos numéricos ndo indicam a formacao dgg3$é4]. Porém, devemos ter sempre

em mente que o enorme espaco de Hilbert a ser analisado, inviabiliza um esfudte déze scaling
conclusivo para o assunto.
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Figura 1.3: diagramas de fase da rede de Kondo obtido por métodos numéricos. FM denota ferro-
magnetismo, PM paramagnetismo, |C correlagdes incomensuradas e PS separagcéo de fase. n, = 1
corresponde a banda semi-preenchida.
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A transicéo ferro-para, foi estudada por Honner e Gulacs através de bosonizacao[36]. Contudo, a
natureza da transi¢&o ainda é desconhecida. Em ultimaandlise essa transi¢&o € controlada pela compe-
ticdo entre os dois fendmenos fisicos que existem no problema darede: o efeito Kondo e as interacoes
RKKY. Apesar dessa visao fisicamuito clara sdo poucos os cél culos analiticos que a confirmam.

Um dos grandes sucessos de técnicas de teoria de campo aplicadas a cadeia de Kondo foi obtido
por Tsvelik[75] ao tratar o caso da banda de conduc&o semi-preenchida, derivando a fase de liquido de

spin.

Até agora, apenas falamos da rede de Kondo antiferromagnética®. Supostamente, a rede de Kondo
ferromagnética tem uma fisica muito diferente da rede antiferro-, ja que para ela ndo haveria o efeito
Kondo. Ela constitui um dos principais model os usados no estudo de materiais que apresentam o fené-
meno de magneto resisténciacolossal. Em geral, esses materiais sdo 6xidos metali cos ferromagnéticos,
tipicamente daforma R, , X, MnOs,onde R = La, Pr,Nd e X = Sr,Ca, Ba, Pb. Acredita-se que
0 mecanismo de ordenamento dos spins € o “double exchange”, ou sgja, 0 ordenamento permite o au-
mento da energia cinética dos portadores. Este modelo foi estudado numericamente por Dagotto et al.
[19]. Nos seusresultados, aém dafase ordenada (FM), existe umaregido do diagramacom correl agoes
de curto alcance (IC). E sugerido que a magnetizag&o da cadeia cresce monotonicamente naregido 1C
até abordadaregido FM, contudo as funcdes de correlacdo spin-spin dessa regido incomensurada (fig.
1.3(b)) sfo idénticas as correlagles da regido paramagnética do diagrama antiferro- (fig. 1.3(a))® . Os
resultados numéricos de Dagotto et al. mostram que qualitativamente ndo ha diferencas entre uma rede
de spins 1/2, 3/2 ou classicos. Um estudo por campo médio da rede ferromagnética com spin 3/2
[38] propde que aregido IC corresponde a uma fase espiral, que é exatamente 0 que se obtém para a
regido paramagnética da cadeia antiferro- de spin 1/2 [74]. Tudo isso parece indicar que existem mais
semelhangas entre asredes ferro- e antiferro- do que se presume a principio. 1sso ja haviasido apontado
por Honner e Gulacsi [37] através de sua analise por bosonizagéo.

Até o momento ndo existe uma solucéo exata, tipo ansatz de Bethe, para o problema da rede de
Kondo, e ha boas razdes para que nunca haja uma. O problema Kondo admite uma solucéo exata [ 3],
porque pode-se usar um sistema de coordenadas esféricas centradano spin localizado (que chamaremos
de agora em diante de impureza). Nesse sistema o0 problema se reduz a um sistema unidimensional
(“ondas eletrénicas’ emergentes e incidentes naimpureza). 1sso obviamente ndo pode ser feito narede
de Kondo, ja que ndo existe um sistema de coordenada preferencial como no caso daimpureza.

Ssimplesmente porque comegamos a partir do modelo de Anderson.
bveja as figuras 33 dareferéncia[74] e 17 dareferéncia[19].
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1.2 hamiltoniano de Helsenberg

O hamiltoniano de Heisenberg € o model o fundamental para o magnetismo quéntico[6]. Ele pode
ser derivado como o limite altamente repul sivo do modelo de Hubbard de banda semi-cheia. Apesar de
incluir somente os graus de liberdade de spin, tanto o estado fundamental como os estados excitados
sdo altamente correlacionados. Isto faz com que tratamentos tipo campo médio sejam inapropriados,
tornando o estudo desses sistemas muito interessante e ndo trivial. Em suaformamais geral o hamilto-
niano de Heisenberg é escrito como:

N
H=3 JSiSh+ S!Sl + J.5; S

=1
Como ainteragéo € anisotropicaem todas as componentes de spin, este model o também é conhecido
como modelo XY Z. Em nosso trabalho vamos considerar o caso particular J, = J,. Este é conhecido
como modelo XXZ, e como veremos, € equivalente ao model o de férmions sem spin com interagéo de
primeiros vizinhos. O modelo de Heisenberg pertence a uma classe de hamiltonianos conhecida como
integravel. De certaforma ele constitui o problema mais simples em que podemos aplicar o ansatz de
Bethe e 0 método do espalhamento inverso quantico.

1.3 objetivosiniciais

A relevancia do estudo da rede de Kondo € mais que 6bvia, constituindo ainda um problema em
aberto para o tratamento analitico. A questdo que motivou o inicio desse trabalho foi entender os
diagramas de fase do estado fundamental, que haviam sido obtidos numericamente.

No capitulo que se segue, vamos tentar responder as seguintes perguntas para a cadeia de Kondo
através do uso de bosonizacéo abeliana:

1. como se da a competicéo entre atendéncia do ordenamento darede (interacd RKKY) e o efeito
Kondo?

2. como entender o diagrama de fase que € conhecido numericamente?
3. qua anatureza datransi¢céo de fase?

4. existe gap de spin guando estamos fora da situagéo de banda semi-preenchida?

O desenvolvimento do problema nos levou a estudar a teoria de um gés de Coulomb generalizado.
Usaremos esse mapa para aprender como aplicar o grupo de renormalizagd do problema da rede de
Kondo e entender a dindmica dos spins.
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A motivacéo inicial para o estudo da cadeia de Heisenberg era tentar estudar a dinamica de tal
modelo. Haviamos proposto, inicialmente, usar o ansatz de Bethe para construir estados localizados
e estudar a dinamica de relaxac@. Nesse sentido os resultados que obtivemos no estudo foram nega-
tivos. N&o conseguimos construir todas as funcdes de onda através do ansatz, o que impossibilitou o
desenvolvimento da parte numérica do projeto. As questdes que tentaremos abordar do ponto de vista
analitico sdo:

1. as soluces de Bethe sGo completas para sistemas finitos?

2. sera que podemos melhorar nosso entendimento do grupo de renormalizag& da matriz de densi-
dade através das solucdes do ansatz?

A derivagdo do ansatz funcional que apresentamos no capitulo 3 é bastante intuitiva e original. Em
seguida, apresentamos 0 ansatz de Bethe algébrico e estudamos as solugdes das equagdes no limite
termodinamico e em sistemas finitos’. Finalmente, apresentamos de forma resumida o grupo de renor-
malizagéo da matriz de densidade. Desenvolvido nos ultimos anos, esse € um dos métodos numéricos
mais importantes para estudos de sistemas de baixa dimensionalidade. Procuraremos mostrar como
entender esse método a luz da experiéncia que adquirimos com a construcéo das fungdes de onda do
model o de Heisenberg.

De uma maneira geral, este texto representa uma sintese de varios métodos analiticos importantes
para a fisica de sistemas fortemente correlacionados. bosonizagéo, ansatz de Bethe e o grupo de re-
nornalizagéo, apresentando de forma concreta esses métodos no estudo da rede de Kondo e a cadeia de
Heisenberg.

“com principal atengao nos métodos de construgo das funces de onda.



Capitulo 2

Bosonizacao Abeliana e a Rede de Kondo

2.1 bosonizacao abeliana

Bosonizagéo, como o préprio nome diz, se refere a tentativa de descrever um sistema fermionico
em termos de suas excitagdes bosdnicas. Existem muitos textos sobre este assunto e um igual nimero
de notacBes para o tema. Para ndo fugirmos a regra, neste capitulo faremos o desenvolvimento da
técnica de bosonizag& seguindo uma mistura da notagéo de Schulz [62], de Zachar et al. [90, 91]
e do artigo de revisdo de Deft-Schoeller[78]. O texto de revisdo classico que deve ser citado € o
artigo de Emery[22]. Uma visdo mais ampla da teoria (que inclui o formalismo de bosonizagc& néo
abeliana) pode ser encontrado em [30] juntamente com aplicacdes a diversos sistemas. Este paragrafo
deformaalguma € umarevisdo (ou mesmo umavisao geral) do assunto. Nossa proposta é apresentar 0s
ingredientes minimos necessarios para 0 desenvol vimento do problema da rede de Kondo no contexto
da bosonizag&o abeliana, desenvolvendo o conjunto de notagdes e convencdes usados posteriormente.
Para uma verdadeira introduc&o a bosonizag&o, o leitor deve se referir a bibliografia citada acima.

2.1.1 hamiltonianalivre

Existem vérias formas de construir as “identidades bosbnicas’ (relacéo entre o campo fermidnico
e 0 campo bosbnico) em 1D. Poderiamos comecar com uma lagrangeana bosbnica relativistica livre e
calcular as fungdes de correlagéo deste modelo. Em seguida cal culariamos as fungdes de correlagcéo de
férmions de Dirac livres e encontrariamos, de maneiradireta, umarelacéo exponencial entre as funcdes
dos férmions e as dos bosong[12]. 1sso nos levaria naturalmente a postular que campos fermidnicos
poderiam ser escritos como exponenciais de campos bosonicos. Este é o caminho usado por muitos
tedricos de campos, contudo € bem mais natural para os tedricos da matéria condensada construir as
identidades bosbnicas a partir de umateoria de rede.

Apesar de termos nos referido a uma hamiltoniana de Dirac (o que implicaria em uma relagéo

13
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de dispersdo linear), as identidades bosbnicas sdo vaidas para qualquer hamiltoniana fermiénica em
1D[ 78], sendo uma identidade de operadores e ndo uma fortuita coincidéncia.

Consideremos 0 hamiltoniano fermiénico livre tipo tight-binding:

Hy=—-tY Cl, ,Ciy+Cl,Cirp.

Este € o ponto de partida para o estudo da rede de Kondo em seu limite com maior sentido fisico,
Jkondo << tl-

Por defini¢éo a transformada de Fourier dos operadores fermionicos é:
_ 1 —ipj 1t
Clo = 7n 2 ¢ M,

T _ 1 ipj
Cj,tf ~— VN Zp € ngg’a
onde N é o0 nimero de sitios. Na representacéo de espago de momentos, a hamiltoniana assume sua
forma diagonal:

Hy= -2t Z cos (p) C’;,UCP,U
p,o
Note que p ej sdo adimensionais. Introduzimos, entdo, o parametro de rede a e assim definimos:
p=k.ua
T =j.a '
Com isso re-escrevemos a hamiltoniana como:

Hy, = —2t Z cos (ka)C’ZyUCk,a

k,o

2.1.2 férmionsdeDirac

Se nos restringirmos apenas aos fendmenos de baixa energia (excitagdes fermionicas proximas a
superficie de Fermi), podemos linearizar a hamiltoniana e obter, assim, férmions de Dirac (com relacéo
de dispersdo linear) em torno dos pontos de Fermi: pp = +7n, ou kp = 5-n, onden, € [0, 1].
Definindo: p = pr + dp parap > 0ep = —pp + dp parap < 0

La representaco bosbnica é valida sempre, e ndo apenas neste limite.
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Hy =2t 5p. o (pr + 0p)C} ,Cp.s 4 cos (—pr + 0p)C} ,Chp 5

Hy =~ Ep + 2tsin (pr) Z(Sp,g’ iépcjl:pp—i—(Sp,O'CipF‘i‘(sp:U

Para baixas energias, 0s canais permitidos para espalhamentos séo muito restritos, o que nos leva
a dividir os operadores fermionicos em quatro espécies. operadores esquerdos e direitos (left/right
movers) e spin para cima e para baixo (up/down).

Rp,o' = CPF+5P7(T
pra’ = C*PF+5PJT

Definindo a velocidade de Fermi como v = 2tasin (pr), a hamiltoniana efetiva para baixas ener-
gias setorna

Hy~ Ep+vp ¥ kR Ry, —vr» kL] Li,
k,O' k70

O limite continuo de nossateoria € obtido a partir dos “campos fermionicos’:

wR,U (l’) = % Zk eikak,tr

wL,(r (.ZU) = % Zk eikak,tr
onde usamos . = Na etomamos o limitede L — oo. A partir deles é trivial mostrar as relagdes de
comutagéo fermibnicas usuais:

{0 @), 0} ] =0y —2) by,

e que H, éahamiltonialivre de Dirac para as quatro espécies fermionicas:

A inclusdo de interagGes, em geral, é feita atraves de termos que usam as densidades fermidnicas
(correntes, nalinguagem de teoriade campo, J,,» , (z) = @Z)T,U (z) Yo ())[63]:
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1 =gy [ de (Vh, (#) Vg ()], (2) U, o (2)) (beck scattering)
H{™ =g, ffg dx (Jrr (2) + Jry (2)) (Jiq (2) + Jiy (2)) (foward scattering)
H — g, | fég dz (Jps (z) — Jry (2)) (Jor (z) — Jpy (z)) (foward scattering)

HY =vew IS% dx (T/JI?,,(, (@) vk, (@) Yoo (@)Y, o (2) + HC-) (umklapp)
Hy™) = e f_%é da [(Try (@) + Try (2))" + (Jpp (2) + Jry (2))°] (foward scattering)

Hi = g f_i dz [(Jry (x) = Jry (2))° + (Jig (2) = Jpy (2))”] (foward scattering),

As interaces tipo foward-scattering apenas renormalizam a vel ocidade de Fermi do problema. Por
outro lado, os termos de back-scattering e os de umklapp podem levar a formacao de um gap no setor
de spin e um no setor de carga, respectivamente[63, 30].

2.1.3 operadoresparticula-buraco

Como haviamos linearizado a hamiltoniana em torno da superficie de Fermi, é evidente que o mar
de Dirac esta totalmente preenchido, caracterizando, assim, o estado de vécuo fermiénico.

ExcitagOes desse mar correspondem aos férmions com energia maior que a energia de Fermi e
“buracos’ fermidnicos com energia menor.

Excitagdes particula-buraco tém especial importancia em sistemas de baixa dimensionalidade. Co-
mo a superficie de Fermi é reduzida, as excitagdes dos férmions podem gerar pares particul a-buraco
altamente correlacionados. Para sistemas unidimensionais, as pseudoparticulas, criadas desta forma,
obedecem a uma estrutura bosbnica (ou quase bosbnica). Assim, se definirmos:

pr(0,0) =Y 4 R, oBRee a#0

P (2,0) = 4 Lhyy ol
podemos mostrar que (o unico cuidado que deve ser tomado € ndo se esquecer de colocar em ordem
normal os operadores antes de subtrair os infinitos) [62]:
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( [pR (_p7 U) » PR (‘L S)] = 6p,q5a,s% , peq > 0

[pL (pa U) » PL (_qa S)] - 5p,q60,s% . (21)

\ [PL (p7 U) » PR (Qa 3)] =0
Com isso podemos definir operadores que obedecem &s relacdes bosdnicas usuais. Para os “right

movers’ escrevemos:

CLZO_ = 17:7/(1 PR (‘L U)
Qg = Jniqu (_Q7 O—)

ondeg>0en, = %q. De forma andloga para os “left movers’:

b:;a = ;q PL (_Q7 O—)
bqa = \/_niqu (‘L U)

A partir de (2.1) é imediato mostrar as relagfes de comutac&o bosbnicas:

( [al’ma;a} = 0p,g00,s

3 Dpoblo] = Gpabine -

\ [a’p(” bqa] = 0

Os operadores a,,, € b, S80 0s operadores bosonicos de aniquilagéo. Os vacuos correspondem aos
estados sem excitag@es particula-buraco de N particulas (‘NfT N NE NfL> = ‘ﬁ> ).
0

Das defini¢des de ¢ (x) e dos operadores bosdnicos é trivial (mas ndo imediato) mostrarmos:

[T/JR,U (), aZ,U,] = 0gqr \/%e_iq‘”wRya ()

[wR,a (1‘) 7aq,a] = 5(7(7’ \/—%eiqxde’a (IL‘)

[wL,tr (.ZU) ) bg’g'] — 500’ \/il—qe_iqxwL,a (l’)

[¢L,a (IL‘) , bq,a] = 500’ _niq eiqx¢L,U (IL‘)



18 CAPITULO 2. BOSONIZACAO ABELIANA E A REDE DE KONDO

Como « e b aniquilam W> , vemos que ¢ (x) W> é autovetor de a, , (b,,») € portanto, admite
0 0
umarepresentacao tipo estado coerente. Como « () remove um férmion do problema, somosforgados,
neste instante, aintroduzir o ingrediente final & bosonizac&o: os fatores de Klein.

214 fatoresdeKlean

Os fatores de Klein (F,,) sdo responsaveis por levar um sub-espaco de Hibert de N particulas em
um subespago de N — 1. Além de conectarem os sub-espagos de Hilbert, os fatores de Klein devem
também assegurar que os operadores de campo de férmions de diferentes espécies anticomutem. Por
estas razoes, exigimos que eles tenham as seguintes propriedades.

|:aq,g-, FIT{,U’] = [aq70’ FR,”’] = 0
[qu F[T/,O":| = [bq,m FL,U’] =0

N) = (o) Te|N=T)

N) =/ (a}) R,

0

FLNY =rep o

N) =5 @) T[N -1)

0

onde W> éum estado arbitrério de N particulas, f umafung@o dea! (oubl) €T/, = +1, dependendo
do nimero de transposi ¢des de operadores fermiénicos. Destas condi¢des podemos mostrar que:

{FO&T?FO&I} = 25(104’ {FaaFa’} =0

Se 0 numero de férmions de cada espécie se conserva (por exemplo os canais de espal hamento sdo
simeétricos), podemos considerar os fatores de Klein como operadores auto-adjuntos e assim mapeé-1os
em uma simples dgebra de Clifford[63]:

F}TQO-ZFRO'%T]ROW FLTO—:FLO'_>77L0'

{nRU'7 nRa’} - {nLaa nLU"} — 2600’ {nRaa nLU"} =0
Uma representacéo fiel dessa dgebra, em termos das matrizes de Pauli, é dada por:

ny =o0'®c" o =107
O espaco formado pel o produto tensorial do espaco de Hilbert das excitacfes bosbni cas e do espaco
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de Hilbert da dlgebra de Clifford dos fatores de Klein € maior que o espago fermidnico com nimero de
férmions constante. Para uma hamiltoniana que conserva o numero de particulas de cada espécie fer-
mionica, devemos escolher auto-estados dos produtos de fatores Klein que aparecem na hamiltoniana.
| sto equivale a uma escolha de Gauge do problema. Se um vetor comum puder ser escol hido paratodos
os termos da hamiltoniana, entdo podemos esgquecer da existéncia desses operadores e nos restringir a
analise das excitagtes bosonicas.

2.1.5 identidades bosbnicas (ou FOrmula de Mandelstam)
Voltando a v (z) W>O escrevemos que:

Le*i za'i'
wR,a (SL‘) ‘ﬁ>0 _ )\R,a (SL‘) 62q>0 e q q,oF;r{’g

¥)

0

iqx b;f,a_ F_‘_ ﬁ>
L,o )

@Z)L,g (l‘) ‘ﬁ>0 = )\L’g (l‘) €zq>0 \/__"Lqe .

onde \ (x) € umafase que ainda precisa ser determinada.

o (N Fl o @) |N) = dio (@)

Por outro lado, abrindo nas componentes de Fourier ;. , (x), vemos que:

0 N} Fz’ngJ (x) ﬁ = 2—7Te’i2fNL"’“" = Ao (T).
0 L

No limite de L — o0, obtemos simplesmente que:

o=

Para o caso geral, devemos assumir que um estado genérico ‘ﬁ> pode ser escrito como a agéo de

umafuncéo de f (aw, al  bgo, b:g’(,) agindo sobre o estado ‘ﬁ> . Estaafirmagéo pode ser demonstra-

q,0° 74, 0
da rigorosamente (remetemos o leitor interessado ao texto [78, pg. 14]). Usando as identidades (A.2)

e (A.3) do apéndice A, temos que:

0 ()1 (1) = 1 (0 = oo™ (0,

q
e que:

f (bi/ - 60’0” ! eiqz) = 62 ‘;TZ_qe_iqubq,Gf (b£/> 62 \/;_qe_i‘””bq,(,.
A/
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Com isso, e usando os resultados anteriores:
wL(r ‘ﬁ> _1/)LU' (bT) ‘ﬁ>
= 1 (B = boor e ) o (0) ‘ﬁ>0

—i iqzpt .
2 > = e'1%bg o t —i
%FL,UG a>0 Jng q f (bo" — 50—0—'\/;—(16 iqx ﬁ? )

qbe —i —iqxy,
— 271'F ,U€Eq>o \/_e 62 \/We q,0

¥)

ou sga
=i piqx T =i ,—iqx
Vrg (1) = \[EFy o0 v e o g b
?
= ‘F/rL—’U 6_i2q>°(\/Ln_qeiqxb‘g"’"i'ﬁe_iqqu"’)e_iZTWNLax
y[ye
onde usamos que:
. ik 1.t
etz etk p , o .
[Z ?q’aefzmq, Z %62”0"“ = —050 In i (r — 2" —i27a)
n N
>0 a k>0
Se 0 numero de férmions de cada espécie se conserva, entao kp = 5¢ = Q{N o
) = FL,U efi Zq>0(ﬁeiqzbg,a+ﬁeiqzbq,a)7ikpz. 29
L,U' \/2—
yiyes

De forma andloga, para os right movers, obtemos:

X —ige T i .
¢Rg (IL‘) _ };R,a ezzq>o(ﬁg zqzaq,g+ﬁe quaq,a)—i—zkpcv‘ (23)
yiyes

Estamos em posi¢éo de definir os operadores de campo bosonico:

d)g (l‘) \/ﬁ Zq>0 ( :/lgf s T e\l;f 0,0 ) e 2maq
: (2.4)
br (1) = A Yoo (Lol + by ) €2
onde introduzimos o cut-off «.
Normalmente cut-offs em matéria condensada estéo ligados ao parémetro de rede do problema,
porém aqui a Situag&o é bem distinta. Em bosonizagéo, « esta ligado a uma largura de banda efetiva
dos bdsons, ou sgja, a excitacdes de maior energia disponiveis na nossa representacé. Da construcéo
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gue fizemos, vemos que o tem de ser da ordem de é = ﬁ jAque parag > kp comegamos a ter
inconsisténcias na separagdo das espécies fermidnicas.
Em fung&o dessas defini¢des re-escrevemos 2.2 e 2.3 como:

Fro, o2 ;
o (@) = JperVri e

wL,O' (1‘) == %eiQiﬁcpo(I)*ikpz

E trivial demonstrar que [¢, () , . (y)] = 0, contudo os comutadores ¢, () , o (y)] €[vs (), vor (V)]
precisam de um pouco mais de trabal ho:

—2raq

sin g (v — y)]

60 (1), 60 ()] = 73

q>0 q

Sedefinirmosa’ = ¢ e § = 2% (z — y) (note que | 3] < 2), sem perda de generalidade, conside-
ramosz — y > 0 eusando [32, pg. 41]:

[¢U' (:'U) ) ¢U’ (y)] = % Zn>0 (@_:,) sin [nﬁ] (5001

!
__ i e~ ™ sinf
= = arctan [7143*&’ Cosﬁ] Oo’

; e sin[f’r :v—y)]
= —arctan [ e Opo

Em seguida, expandimos em primeiraordem em 1 e consideramos L >> z — y:

60 () 0)] = 5 avctan (5=2) — 270

s 2T L z—vy

No limitede L —o0o:

(6 (), bor (y)] = — arctan <—“”” - y) Sy
2 2
Finalmente, tomando o« — 0:

60 (2). 60 (0)] = §5 2 — 1) B

onde = (z — y) éafungdo sinal (definida no apéndice A).
De maneira analoga:

(00 (@), 9 ()] = =12 & = ) o
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Se definirmos o campo bosdnico ¢ (z) e o campo dual § (z) como:

b () =60 (z) + 05 (v)
(2.5)

0, (z) = @5 () = ¢ (z)
obtemos as rel agdes de comutagéo:
. . i
Do (:L‘) 00 (y) - _§: ("T - y) O -

Por defini¢éo o operador de campo de momentos €

A ~

I, (z) = 0,0 (x) .

Este operador e ¢ (x) s&o campos canonicamente conjugados:

¢20— (z) ,f[o./ (y)| =10 (x = y) dgor-

Finalmente chegamos naformausual das“identidadesbosonicas’ ou férmulas de Mandel stam?[ 78] :

ng (l’) = %@iﬁéa(m)*iﬁég(mﬁriklvm
(2.6)
Vre(¥) = %e‘iﬁ&a(’f)—iﬁéa(w)—ikm_
Por point-splitting ou por ordem normal, podemos demonstrar o resultado:
1 ~
: ¢I{,O’ (2) Yro () + ¢£,g () Yo () == p(x) — po = ﬁaxd)a (). (2.7

Em 1D, normalmente € possivel definir campos que separam os graus de liberdade de spin dos de
carga. Sujeito a que as duas vel ocidades de Fermi sejam iguais, isto é obtido através dos campos ¢, (x)
(carga) e o campo ¢, (x) (spin)[62):

2Estamos seguindo a convengo de Schulz para o sinal do comutador do campo com seu dual[62]. Para que n3o tivésse-
mos de trabalhar com:

.
P (1') —pPo = \/_Eamgba (1') )
redefinimos os campos de Schulz para 6 (z) — —0 (z) e ¢ (z) — — 6 (z).
A notagéo de Gogolin, Nersesyan e Tsvelik[30] é obtidacom: 0 (z) — —0 ().
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: (2.8)

€ 0S seus campos duais:

(2.9)

As equacdes (2.6) e (2.7) sdo os resultados mais importantes da discusséo até agora. Elas represen-
tam a bosonizagdo propriamente dita. Daqui para frente, devemos aplicar estes resultados e as demais
defini¢des aos nossos problemas de interesse. Voltemos, entdo, ao problema da hamiltoniana de Dirac.

2.1.6 hamiltonianalivre na base bosbnica

Calculando o comutador desses operadores com a hamiltonianalivre,
[Ho,a4e] = —vraah, [ [Hobj,] = vraby,

[H07 aq,a] = VpQqQq o [H07 bq,a] - _UFqbq,a

vemos que podemos reescrever a hamiltoniana em ordem normal como:

. H() = H() <Q|H0|Q = VU Z CLq

q>0,0

+ b} bgo) s

T

onde passamos a denotar o0 estado de “vacuo bosdnico” (sem excitagBes particula-buraco) como |€2).
Se retornarmos a defini¢éo dos campos esquerdo e direito (2.4), vemos que:

3;,;@50 (IL‘) Zq>0 \/—( qu - eiqxaq,g)

0P (:L‘) = \/% Zq>0 \/a (eiqxb:{lﬂ - e—iqqu’g) )

0 que de imediato nos levaa
[ dz (029, (v ) = Zq>0 q (a:‘maq,g + %)

f dx (0z s (x))Q = Zq>0 q (bt];,abqya + %) :
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Com isso, a hamiltonianano espaco real pode ser escrita como:

ou em termos do campo ¢ e do campo dual 4 (2.5):

~ 5[ (0 ) s+ (0 0)'

2.1.7 modelo de Luttinger

Incluir os termos de interacéo tipo foward-scattering é apenas um exercicio algébrico[ 78, 63]:
v N;
2520{(§+9) [ZMZRL 5] +Zq>onq (aqaaq, +b 0q )]

N O’N ,0
(o) [ 5o o et )]}

onde usamos a notacéo padrdo de “g-ologia’ [78, 63, 77]:
( _ 1+94—g2
g = 1+Zi+§2

—\/1+g4 92)

v =V Xup

A hamiltoniana H, = H, + H; é conhecida como hamiltoniana de Tomonaga-Luttinger. Através
datransformagéo unitéria dos operadores bosonicos:

ag -t —K L —K Ag
ag | | =K —L —K 1 A,
b; B L K L —K B; ’
by K L =K L B,

onde. = f’/ﬂ ex = \/_, podemos re-escrever a hamiltoniana H, como:

Hy=v Y q(A}, Ao+ Bl ,Byo) .
q>0,0
Ou sgja, nessa nova base bosbnica, a inclusdo da interacé apenas renormalizou a velocidade de
Fermi. Os campos bosbnicos agora se escrevem como:
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_ 1 e=iaz
90(1‘)_ _ﬁ Va (AE,U_A(I,U_B(}LU_'_BQ: )+

b (1) = /T2 T (Al + Ago — Bl + Byo) +

\ @\i/qg (A:rl,(f + ALI:U + B;,a - Bq,a)

Se renormalizarmos os campos ¢, () = \/§¢30 (z) e, (z) = ﬁég (x), devido ao cancelamento

dos termos cruzados, obtemos:

Hy =2, f*%% dr (Gxgz;g (95))2 Dt (&vég (x))2 :
(2.10)

=S, [ deg: (b, (1) 4L (060, ()

2.1.8 interacGesnaotriviais
termo de back scattering

Este parégrafo serve parailustrar o tratamento dos fatores de Klein em um termo néo trivial. Na
linguagem bosdnica, o termo de back-scattering se escreve como[63]:

L
2 Vrg1 2 ivAThs —iVATps

HY - (2m)” / L (”RT”LT”L¢77RL€N4_¢ @+ nryneyncnmyeV m)'
T2

Todos os fatores de Klein anticomutam, 0 que nos leva a escrever:

L
v ’ /8710
H® = F—glURTULTULWm/ dz cos ( 8o, (95)) '

271'2 L
2

Usando a representag@o das matrizes de Pauli para os fatores de Klein, temos que:

NRNIANLLR, = 1 ® 0°,

gue € diagonal com autovalores +1. Por isso podemos escolher um autovetor de autovalor 1 para o
espaco de Hilbert dos fatores de Klein e, assim, esquecer totalmente de sua existéncia a partir deste
instante.
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termo de umklapp

De maneira andloga, o termo de umklapp pode ser escrito como:

o[t

VFg3 /
o2 NRANRLNLATLL B

H1(3) = dx cos (\/S_WQASC (x)) :

SIS

Novamente, o termo com os fatores de Klein pode ser escrito como:

NrtMRINANL, = 1 ® 0°.

Ou sga, podemos usar 0 mesmo auto-estado usado para o termo de back-scattering e, assim, escre-
ver ahamiltonianatotal do problema:

H= §3,_., f?% dxg : (@;QASH (x))2 : —i—% : (ﬂu (x))2 D+
Y9 cos (\/8_7rqz§s (x)) + £% cos <\/8_7rquSc (x))

2.2 bosonizagao do problema Kondo

Um dos possiveis caminhos para estudar o problema Kondo é bosonizar os graus de liberdade
eletronico. Esse estudo foi feito por véarios autores, entre eles Leggett et al. [51], que é um excelente
artigo de revisdo onde é mostrado que o problema Kondo dentro da aproximagéo abeliana pode ser
pensado como um problema de dois niveis em contato com um reservatorio.

O primeiro passo para procedermos com a bosonizagéo € reduzirmos o problema eletronico tridi-
mensional para um problema unidimensional.

H=—tY {cl,Cp+ He+ 08 -5 (2.11)
(6.),0

Em seguidalinearizamos a relag&o de disperséo.

H=uvp Y CL Cpp+ TS 5, (2.12)
ko
| ss0 € bastante padréo e narealidade também € o passo inicial paraasolucdo viaansatz de Bethe[40].
Em primeiro lugar mudamos o sistema de coordenadas para colocarmos a impureza magnética na ori-
gem do sistema coordenado, em seguida Fourier transformamos os operadores de criacéo e destruicéo
eletronicos. Escrevendo o problema em coordenadas esféricas, expandimos os operadores €l etrénicos
na base dos harménicos esféricos:
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ct =22Ym(k/\ ) e

m=—1
A ortogonalidade dos harménicos esféricos faz com que apenas operadores com [ = 0 estgjam
presentes no termo de interagc&. Usando este fato e esquecendo os modos irrelevantes no termo livre,
re-escrevemos 2.11 como um model o efetivo unidimensional:

_>
H =vp Z kol,oyo,gck,o,o,a + JK? - S5, (2.13)

k,o

O significado fisico desse hamiltoniano € que reduzimos o problema a ondas eletronicas tipo s
emergentes e incidentes espal hadas pelaimpureza. Usando os resultados do paragrafo 2.1, escrevemos
esse hamiltoniano no espaco real como férmions de Dirac:

= i3 / Az by, () Ot () — 0}, (8) Outbry (2) + Jxc S - S

O indice R corresponde ao conjunto de ondas incidentes sobre a impureza, enquanto o sub-indice
L as ondas emergentes. Fica claro que podemos levar o problema em um problema de uma uma unica
quiralidade definido de —oco a+oc.

Yo ()= Yr(-1)

O:r, (x) = —0yYR (—1)

Com isso, a hamiltoniana Kondo pode ser escrita como:

:—wFZ/deRU Opony (x) + I S - S (2.14)

A generalizac& imediata, que serd de nosso interesse nos paragrafos posteriores, € o problema de
doiscanais:

H=ivr . [ el ()00 ) 40, D) 0ute @)+ S5, @19

onde ¢, e, tem quiralidade opostas. Fica evidente que este € 0 caso de interesse para o estudo da rede
de Kondo. Por si s6 o problema de dois canais € muito interessante e desenvolveu uma vasta literatura.
O grande interesse gque esse tipo de modelo despertou deveu-se a previsdo de Nozieres e Bladin[58]
sobre um possivel comportamento de ndo-liquido de Fermi (NFL, ou liquido de Fermi andmalo) de
sistemas Kondo de multiplos canais (multi channel Kondo problem). A solucéo de Emery e Kivelson
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nos permitird observar esse fato de maneira bem simples.

E conveniente normalizarmos a hamiltoniana pela vel ocidade de Fermi. Definindo, J = Joromel.

VF

Horiginal L —
H = = —i %, [ dv v, () tono (@) + IS -

U

ou
= =i %, [%, vl (@) Ot () + 01, () Outhns (2) + TS - S°

Usando as expressdes derivadas do paragrafo 2.1, é trivial escrever a forma bosonizada dessas
hamiltonianas. Para a hamiltoniana Kondo de um canal :

J J

H=Hy+ 7 (0:0m1 (0) = 0:0m, (0)) S* + _F}, eV oriO—oni O] g 4 pr e

4oy

Definindo os campos de carga e spin e um novo fator deKlein Fft = Ff, .Fr -

H= H{ + H + /210,00, (0) 5 + gL Fl e Vomons0)5

(2.16)
—l—ﬁFR,se_imm’S(o)Sf
O problema de dois canais tem uma expressao exatamente ané oga.
H= HY + HY /270,01, (0) + 0,65, (0)] S° (217)

i [Pl eV 4 B eivEmn0)) 5=

i [Fuae VT 1 B o VFr.0)] 5+

Um ponto importante é que ndo ha termos de back-scattering. Essa € a principal diferenca do
modelo de Kondo de dois canais e o limite “diluido” da cadeia de Kondo. Os campos aqui (¢>1 /2) sd0
quiras:

(6 (2) 5 (9)] = -

i
Z: (2 —y) do -
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2.2.1 grupoderenormalizacdo: andlise de Anderson-Yuval

A andlise de Anderson e Yuval [1, 2, 89] foi aprimeiraa explicar atransi¢céo de weak- para strong-
coupling do problema Kondo no contexto de grupo de renormalizagé. O método usado foi bem direto:
passando para uma representagéo de integrais de caminho (usando variaveis de Grassmann), os autores
tracaram os campos fermiénicos, derivando, desta forma, uma acéo efetiva para os spins. O resultado
final € um modelo de Ising 1-D (a dimensdo é o tempo imaginario) com interacéo de longo alcance do
tipo %2 [51, equacéo 3.83], ou equival entemente, um gas de Coulomb de barras rigidas carregadas alter-
nadamentes [51, equacéo 3.80]. Vamos proceder de forma andloga, so que usando a versao bosonizada
da hamiltoniana 2.16.

Considere arotagéo do campo bosodnico:

U = ¢iV870r,s(0)5 (2.18)

Ao aplicarmos esta rotacap sobre o hamiltoniano de Kondo 2.16, obtemos?:

2 J
H=U'HU = Hy + <\/jJ - \/87r> Dybps (0) S7 + —— (F;SS* + FR,SS+)
T Aoy '
Vestindo os operadores de spin com os fatores de Klein:
o~ (z) = F};S‘ (x) eo® (x) = S* (x), (2.19)
re-escrevemos a hamiltoniana:
2 J
H = H,+ \/j (J —27) 0p¢p,s (0) 0° + —0". (2.20)
T 2ra

Devido a forma simplificada que a hamiltoniana tomou nesta base bosbnica, é natural usarmos a
base 0% ao escrevermos a func¢édo de particén. Como veremos adiante seremos forgados aintroduzir um
cut-off nas frequéncias de Matsubara para acomodar «. 1sto sera equivalente a impormos a isotropia
no espaco-tempo imaginario. A passagem para a funcéo de particéo € anadloga a que desenvolveremos
no paragrafo 2.5 e o resultado do célculo, apds tragcarmos 0 campo bosdnico, € um gas de Coulomb
com cargas alternadas* . As equagdes de renormalizagZo para o problema Kondo se encontram no
apéndice C.1°. Essas equacdes nos mostram que o problema Kondo apresenta uma transicao tipo
Kosterlitz-Thoulesy[ 73] de maneira semelhante ao modelo de sine-Gordon[30] (e 0 XY cléssico em
duas dimensdes[39]). A figura 2.1 apresenta as trajetorias das equagdes de renormalizacé no espaco

Siremos fazer este célculo em detalhes no parégrafo 2.3.3.

4isto sera derivado no parégrafo 2.6.5.

SNesse apéndice, as equagdes de renormalizagao foram derivadas seguindo a renormalizac&o no espaco real proposta por
Nienhus em [57] parao gas de Coulomb, que corresponde aformaoriginal em que Anderson e Yuval as obtiveram[1, 89, 2].
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Figura 2.1: transi¢éo Kosterlitz-Thouless no problema Kondo.

de parametros®, ondey = J, ed =2 — 4J, + J2.

2.2.2 refermionizacdo: analise de Emery-Kivelson

O estudo de grupo de renormalizagéo feito por Anderson-Yuval mostrou que no model o de Kondo,
J = 0 € um ponto tipo sela no grupo de renormalizagép. O sistema livre € estéavel com relagé as
perturbagdes ferromagnéticas (J < 0), enquanto que para perturbagdes antiferromagnéticas (J > 0),
J cresce com o fluxo de renormalizacéo, eventualmente levando o modelo para umaregido de acopla-
mento forte. A abordagem de Emery-Kivelson ao problema vem na diregéo de tentar entender afisica
de um eventual ponto fixo do grupo de renormalizacéo nesta regido do espaco de parametros.

A idéiaétentar refermionizar o problema. Paratanto, considere a rotacéd do campo bosonico:

U = Var(vV2-1)grs(0)5*

Ao aplicarmos no hamiltoniano, encontramos:

2 J :
H=U'HU = Hy+ <\/jJ —Van (\/5 — 1)) Oy br,s (0) S7+ — (F;se—lm%s(o)s— + H.c) :
s 4o ’

Seguindo a notagdo de [30], definimos A = V47 (V2 — 1) — \/gj:

J .
H = Hy+ A, ms (0) S* + 7 (F;;Seﬂm%(o)y + H.c) ,
T ’

um ponto importante € que a algebra do spin S é idéntica a dgebra fermidnica (ja que todos os comu-
tadores ndo triviais sdo cal culados no mesmo ponto do espago):

60s acoplamentos estdo normalizados pela vel ocidade de Fermii.
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1
St=d e S*=dd- 5 (2.21)

Estamos em posi¢éo de definir um novo campo fermiénico:

ot (z) = \/217r_a ( F}Jr{’seiwdfd> o= iVIToR o(x) — 21m Fte—iVinon «(x)

2T

¥ (@) = s (Frpe im0'1) €ViTona®) = L Feivimorns(

A fase ™' foi introduzida na defi nicéo dos fatores de Klein para forcar a relagéo de anticomu-
tacéo entre 1) e d. Elafaz o papel andlogo da fase na transformacéo de Jordan-Wigner. Finalmente
encontramos 0 model o de niveis ressonantes (resonant level model - RLV):

H = Hy+ \ (d*d — %) T (0) ¥ (0) : + [ (0)d +d'y (0)], (2.22)

J
2V 21«

O ponto de Toulouse seriaquando A = 0, ou sgja

V2
J:W<1_7)’

gue ndo tem um valor universal[30], dependendo do tipo de abordagem que se da ao problema.

A generalizacdo desse procedimento para o problemade 2 canaisfoi feita por Emery e Kivelson. O
ponto inicial € ahamiltoniana2.17. Devemos inicialmente definir dois novos campos:

S

¢s (2) = 5 (61 (2) + b2 (2))

bup (1) = L2 (61 (2) — 62 (x)),

onde usamos a notacéo de [30]: ¢, —spin total (e ndo o indice de spin da hamiltoniana original)
e ¢,y —spin flavour. Note que como os campos originais tinham a mesma quiralidade (arbitrada
direita(right)) entéio os campos ¢, e ¢, também sfo quirais, isso € umaimportante tecnicalidade nesse
problema, ja que poderiamos promover umainversao espacial em um dos campos e transforma-los em
campos com quiralidades opostas e assim definir o campo bosonico e seu dual (fazendo aligagéo com
o problema da cadeia diluida). A maneira como parametrizamos as ondas emergentes e incidentes no
caso da impureza é arbitré&rio. No problema da cadeia a situacé é bem distintas, agora esquerda e
direitatem um significado fisico adicional e por isso perdemos essa liberdade.

Em termos dos campos de spin e sabor, re-escrevemos a hamiltoniana:
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H= HY +HD +\[270.6,(0) + 04y (0)] S

4o

L [ Ff e V(50 16:0) | pf o 4“(%(0)—%‘(0))] S~

+_ [FR seim(¢s(0)+¢sf(0)) + FL sei\/ﬂ(ﬂﬁs( )— ¢sf ):| S+

LY ge"

Se esguecermos os fatores de Klein, podemos simplificar um pouco mais essa expressao:

H— H(gs) + H(gsf) + \/g']axd)s (0) S% 4+ 2 72\/5453 ) cos [‘ /47T¢)sf( )]

7ra

4L iVAT$:(0) oog [\/E(/)sf( )]

27ra

Uma caracteristicaimportante ja pode ser vista nessa hamiltoniana: apenas um dos campos tem sua
derivada primeira acoplado com a S#, veremos mais tarde que esse € 0 campo responsavel pelo efeito
Kondo, enquanto o outro é responsavel pelo comportamento de ndo-liquido de Fermi.

Exatamente como no célculo anterior, aplicamos a rotagéo:

U — ez\/ﬁ@ (0)S*

)

e obtemos:
H=UHU = HY +H{D +/2 (] = V/27) 0,6, (0) §

+-L cos [VArd,y (0)] S

Que pode ser refermionizada como no caso de uma banda. Usando 2.21 e definindo:

Vs (:U) — 1 ivings(x)

- 27ra

wsf (:v) — ﬁe—mdmei\/ﬂqssf(x) _ f;mFei‘/E“’s(‘”)

, obtemos:
H= HY +HP + /2 (] —V2r) (did— 1) : ¢f (0) 9, (0) :

i (01 0) + g (0)) (d' +d).

A generalizagéo do ponto de Toulouse seriaentéo J = /2, onde obtemos um RLM como no caso
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Kondo. Exatamente no ponto de Toul ouse 0s campos de spin e de sabor desacoplam, e a degenerescén-
cia decorrente desse fato provoca o comportamento de ndo-liquido de Fermi (NFL). A generalizac&
para 0 caso anisotropico ou com acoplamentos diferentes para cada canal pode ser feita de manei-
raimediata, o Unico ingrediente adicional é que devemos decompor os campos fermidnicos em suas
componentes de Majorana[ 30].

2.3 Dbosonizacao darede de Kondo

Como vimos em 1.2, o termo de Kondo pode ser escrito como:

Hyg = Jx ZT (5+ (z) 77 (x) + S~ (x) 7 (2)), (2.23)

sendo que:

ZCT ss’ )

e S" e o sdo os operadores de spin 1/2 e as matrizes de Pauli definidos no apéndice A.

Definimos os operadores de campo fermidnicos em 2.4 no paragrafo 2.1. Podemos separar o0 ha
miltoniano segundo o tipo de espalhamento envolvido: foward- e back-scattering. Nessa linguagem, o
termo de Kondo ser& a soma dos operadores:

A = S S [y @)t (@) = 0, (@) s (0] 5° () (22

z n=R,L

VSRS [ @ ) -l @ @] S @) @29

T

m' =R, L
n#n
- aJK 5 2 2 [ z) (@ )] (@) + hee (2.26)
r n=R,L
SIS Y [ @ @] s @ s he @2
* ' =R,L
n#n

onde a € 0 pardmetro de rede dos férmions.
Como o paréametro adimensional relevante € a raz8o do parametro .J, € a velocidade de Fermi,
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renormalizamos o hamiltoniano para:

HK — )
Up

0 que imediatamente nos leva a definir o paramento adimensional:

aJK JK

VR - 2t sin (%nc)

J =

Usando as equagfes 2.7 e 2.8, obtemos a versao bosonizada :

2 R
1 = 125 06,05 0
Os outros termos sao obtidos através das i dentidades bosdnicas 2.6:

b —2ik px+2iy/Thr (¢
B =5a Lo m' = R, L | Bk aidmin )

n#n .
—ngane*sz”mﬁd’l(m) + h.c.| 5% (x)

B = 5, [ i
Fl.Fy ieim(éﬁs<f>+“5s<f’f">)] S= (z) + h.c.
HY = 25, [Flp Bt ino-00).,

F,-TTFme_z“f”“\/ﬂ(éc(x)ﬁs(f”))] S~ (x) + h.c.

Se os fatores de Klein puderem ser esquecidos (veja discussao do paragrafo 2.1), podemos simpli-
ficar estas expressdes:

HY =25 {sin [_szx 2. (x)] sin [\/%35 (:c)] } 5% (z)

HY = L5 V20 o (~/27r</33 (x)> S~ () + h.c.

2T
HY = LS eiV2705(7) o (\/ 21, () + 2kpx> S~ (z) + h.c.

De maneira geral, se argumenta que nos casos incomensurave's (2k px # nm), 0S termos de back-
scattering podem ser negligenciados na analise de longos comprimentos de onda e baixas energias91].
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Esquecer osfatores de Klein ndo é totalmentelicito no caso darede de Kondo[21]. Podemosver isso
de maneirarapida, se usarmos a representacé das matrizes de Pauli da dgebra de Clifford associada
aos fatores de Klein. Para o termo Héf ), osfatores de Klein podem ser representados como:

77RT77RJ,: 0 -1 X 1 0 y

e, =10 -1 | ®| -1 01,
1 0 01

gue claramente tém o autovetor comum:

1 0
(1)e (") -

de autovalor i. Se considerassemos apenas H éf ) e ostermos com fatores de Klein mdilti plosdaidenti-
dade (no caso H 1(f )) poderiamos efetivamente esquecer os fatores de Klein de H. éf ) a0 escolhermos esse
autovetor. O problema aparece ao tentarmos escrever simultaneamente os termos de back-scattering.
Por exemplo, para H 1(") :

ey =10 1 [ @ ¢ 0],
10 0 —1
gue ndo tem 2.28 como autovetor. Portanto ndo € possivel encontrarmos um auto-estado simultaneo
de todos os fatores de Klein envolvidos no problema. Porém, termo a termo, estes podem ser esque-
cidos e analisados conjuntamente com o termo multiplo da identidade (H ff )). De agora em diante
esgueceremos os fatores de Klein, contudo as ressalvas colocadas aqui ndo podem ser desconsideradas.

2.3.1 introduzindo inter acGes eletr bnicas

Como vimos no capitulo 2.1, asinteragdes do model o de Tomonaga-L uttinger apenas renormalizam
0s campos bosonicos (veja equagdes 2.10). Para referéncias futuras, escreveremos explicitamente os
termos do hamiltoniano da rede de Kondo com esses campos renormalizados:
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HD =)\ /25, 0.0, () 5* ()

HY = 2L 5 {sin [—2]{:F$ + Z?dec (x)] sin [ %“gz;s (x)] } S* ()

2ra T

HY — L eix/ﬁés(x)cos< 2?7%;5(3;)) S= (z) + h.c.
HY = gt S V0 cos (150 (1) + 2ke) S (0) e

2.3.2 modelo efetivo para os spins com estados coerentes de spin

Um dos primeiros resultados, que devemos derivar, € a “interacd” RKKY a partir dos campos
bosbnicos.

Na base fermionica este € um resultado bastante comum, e de certa forma trivial, pois a integral
gaussiana que aparece € muito ssimples. Para obtermos a RKKY tragcamos os férmions para fora do
problema, usando uma expansao perturbativa até segunda ordem[15, 14]. O resultado encontrado €:

eff——JZZ/dt/dt/dT/drsa r I (=1t — 1) SP (r, 1),

a,b,c

onde T1° é a funcéo de polarizacéo retardada densidade-densidade do gés de elétrons. Esquecendo
0s termos termos de retardamento (aproximacao instanténea) e considerando uma superficie de Fermi
esférica, podemos aproximar T1° (p, w) por sua parte real R(I1° (p, 0)):

R (I (Ar, 1)) = —6 (At) m {sm (2kpAr) — 2kpAr cos (2kpAr)

4 (2m)? (Ar)*
Este € o resultado paraa RKKY em 3 dimensdes espaciais. Em uma dimensao isto se modificaum
pouco, na representagé de momentog 74]:

Hpgry = —J* ZXC S S +O(J4)

q
onde . € a suscetibilidade estatica dos elétrons de conduc@o. Para uma banda eletrénica parabdlica
e (k)= % X. pode ser calculada de forma exata:

0 -4 it
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Isto mostra que . tem uma divergéncialogaritmicaem ¢ = 2k . Esta singularidade significa que
ndo podemostratar de forma perturbativa a constante de acoplamento de Kondo. Isto se deve ao fato de
gue em uma dimensdo as correl agdes quanticas sdo acentuadas, o que impossibilitatratarmos de forma
independente os graus de liberdade el etrénicos e de spin.

Apesar disso, apenas como um exercicio do formalismo, vamos seguir 0s passos tomados no caso
fermionico e tentar “derivar” o equivalente bosdnico da RKKY. E importante lembrarmos que a banda
de conducdo nesse instante jafoi linearizada. Inicialmente passamos para o formalismo de integrais de
caminho[55] usando a base de estados coerentes de ¢ e ¢ (veja apéndice B.3):

Z — / D§H ngngOUe*SO*SKondofé Zx SWess— Zumino—Witten (I)

O termo topol 6gico de Wess-Zumino-Witten pode ser esquecido no caso da banda semipreenchida,
quando | M — 25| éum nimero par (onde M é acomponente z damagnetizag&o do estado e S éarepre-
sentag@ do SU(2) usada no modelo)[75]. Em principio, este termo pode ser muito importante para o
entendimento dadinamicado problema. Contudo, os demaistermosja constituem um desafio suficiente
para qualquer um. Por isso, dentro desse trabalho, n&o consideraremos 0 termo Sy ess— zumino—Witten-

So = %/f dt/_i dz [vF (axéﬁ)z +up (axé)Q] :

Como haviamos normalizado a hamiltoniana de interac&o pela velocidade de Fermi isto se simplifica
para:

s= s [[ar [ ](00)"+ (2],

O termo de Kondo se transporta de forma direta para a representac@o de integrais de caminho:

Skondo = S + 5 + 8 + 5

S = J\J2 [ dt S, 0,0, (2,1) 57 (1)

SU =2 [ ats, {sin |~2hpx + V270 (,1)| sin [V2r6, (2,1)| } 57 (1)
1 Ta T F e\ s \ T, )

S = s [dty, V20 (@) g (ﬁq@s (x,t)) S~ (z,t) + h.c.

S ——— [dt>, eiV2705(2.0) (o (\/ 27, (1) + 2km;> S~ (z,t) + h.c.

2ra
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Sl\J.lJ.

—
Figura 2.2: cone de luz referente a um sitio da rede de Kondo.

O céculo das diversas fungdes de correlagéo envolvidas no problema é extremamente tedioso e
como amaior parte delasjase encontra naliteraturanéo as derivaremos aqui. O termo maisinteressante
é 5). Dele se obtém afunczo de particso reduzida:

_ - At? — Ax?
Z=| DS|1 —4J2/dtdt’ — 8% (x,t) S* (2,
/ < v IVEIERA )>

z,x’ (

Para todos os demai's termos obtemos o pré-fator usual [30] ao se tragar os campos bosdnicos. Por
exemplo para Sfb):

7 = /D§ <1 — 16J2/dtdt’ WSZ (z,t) S? (x’,t’))

e~ At?2 + Ax?

De maneira andloga para Séf ):

_ o 1
— _ 2 / Y e T (0 4l y y (o1l
Z /DS (1 167 /dtdt }M; i (57 ()57 (1) + 8 ,0) S (x,t)))

E claro que os termos de back-scaterring sfo os responsaveis pela RKKY. O ponto interessante
€ que o termo Sff ) tem um pré-fator dependente do tempo (oriundo da funcéo de correlacéo de dois
pontos da corrente bosonica) bem distinta dos demais (fungdes de correlacéo de dois pontos do campo
bosbnico). Em coordenadas polares fica evidente essa diferenca:
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At = psiné e Ax = pcosé,

o pré-fator de Sff ) tem aforma:

cos (2€)
s (2:29)
P
enquanto todos os demais tem aforma:
1
—- (2.30)
P

Note que, se consideramos apenas os efeitos instantaneos, perdemos este detal he, ja que entdo £=0.
Apesar de 2.29 e 2.30 apresentarem 0 mesmo decaimento com pi , 2.29 apresenta umadependénciacom
adirecdo considerada no plano espago-tempo. Em particular, para (=7 acorrelagéo € nula. Ou sgja,
as correlagdes de segundos vizinhos do termo Sff ) da rede no espaco-tempo sdo nulas. Além disso, a
interagc&o efetiva muda de sinal dentro e fora do cone de luz. Para sitios dentro do cone de luz temos
umainteracéo ferromagnética, enquanto parasitiosforado cone de luz ainteragdo € antiferromagnética.
Essa constatagéo é uma primeira pista de que existe algo especial com relagéo ao termo H l(f ). Como
veremos a seguir, apos rodarmos o campo bosdnico, ele sera um termo ndo perturbativo em relacdo ao
hamiltoniano livre e, por isso, tera de ser tratado separadamente dos demais.

2.3.3 rotacado do campo bosbnico

Umadas estratégias para conseguirmos avancar em um problemafortemente correl acionado é tentar
encontrar uma base que torne mais evidente as propriedades fisicas do sistema. No problemaKondo, ja
se conhece uma transformag&o candnica dos campos bosonicos que faz esse trabalho (veja a equagéo
2.18 e areferéncia [51]). De maneira geral, esse tipo de transformacao foi muito bem sucedido no
estudo de problemas de impurezas, a referéncia [30] contém véarios exemplos disso. No trabalho de
Zachar, Emery e Kivelson[91, 90], os autores generalizaram essa transformagéo para o problema de
rede de Kondo.

U=eXE0050 |y e,

A aco por conjugacdo desse operador sobre os operadores de spin &
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((U'S* (2)U = S* ()

U™'S™ () U = e ()5~ (1) . (2.31)

| UIST () U = X008+ ()
Note que a componente z € mantida invariante, contudo as componentes xy sdo transformadas de
forman&o trivial.

rotacdo em sistemasdiluidos

acdo sobre o hamiltoniano livre: O Unico termo que nd comuta com a transformagéo canbnica U
N 2
é (39[; bs (x)) . Para calcularmos a a¢&o sobre esse termo usamos o teorema de Baker-Hausdorff(A .4):

0., (0.6, )| = 201 (2~ 9) 216 (2)

0.0, |0, . (060 @) | = 1B -

Ousga

[t (2.6, ) U= [y (0.6, ) = x Y05 @) [ S o~ 1) 216 () + const
O queimplicaque:
U 'HU =Hy—xY, 5% (x) [ dyd (z — y) ups (y) + const.
= Hy — x Y, 0:0 (x) S7 () + const.

acado sobre otermo de Kondo: O caso mais simples é para o termo de foward-scattering da com-
ponente z, usando o teorema de Baker-Hausdorff e 2.31:

UHOU = 0,25, U710, (2) §* (1)U

= J\J2 5 0,0, (2) S (x) + const.

0uU sgja, esse termo ficainvariante sobre a agéo da rotacéo.
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Para os demais termos de foward-scattering devemos usar a identidade A .4 juntamente com 2.31.:

2T

U-HOU = LS eVIh@p-1 cos (\/27r¢35 (x)) UU-'S™ (2) U + Hee.

=L o (X HV2m)ba(@) (o (\/%Q;s (x) +k (x)) S~ (z)+ H.c.,

2T

onde:
k@) =iv2me Y [0, (), 6 ()] 87 )

= XY E (= 1) 57 (1).

De forma andoga, os termos de back-scattering se escrevem como:

J . .
UHOU = 72r_a %: {sin [—QkFx + V27 (x)] sin [\/ﬁ@ (x) + k (x)] } S? (x)
U HOU = ﬁ x (VT (@) (o (\/ﬁg{sc () + 2kFx> S~ (z) + He.

Fica evidente que se escolhermos y = /2, Héf ) eHQ(") se simplificam para:

U-'HU = L3 cos (ﬁéﬁs (z) +k (:U)) S (z)

UtHYU = L 3" cos (\/ﬁg{ﬁc (z) + 2/<:Fx> S* (x)

Em resumo, apos essa transformagado canonica, a hamiltonianatotal se escreve como:

H= Hy+AJ\[25 0,0, (1) 5% (1) + £ 3, cos (V27 (@) + k (2)) $* ()

L %" cos (\/%Q/GC (z) "‘QkFx) S* (2),

onde;

AJ=J—-m|elk(z)=n)>,=Z(x—1)S*(])]

Note que o termo em A.J é ndo perturbativo para J pequeno, ja que ele € maior que 1. Além disso
sera importante termos em mente que a ag&o de um ket da base de 57, sobre k () gera apenas uma
fase( vglafigura2.3.3).

o ponto de “Toulouse” O problema Kondo de 2 canais apresenta um importante limite que é exata-
mente solUvel. Este € conhecido como ponto de Toulouse e consiste em considerarmos .J# = 7 (vgjao
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T Fmao L TR2 TIE2 xma2
—_— e - B - 5 B kix)
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A2 Ina2iozna O EM2 M2

Figura2.3: ag&o de um auto-estado de S;,,,, sobre k (z) ek (z + a).

parégrafo 2.2.2). Esse ponto do espaco de parametros é um atrator do fluxo de grupo de renormalizacéo
(como esta descrito no paragrafo 2.6.5), JAos pontos .J* = 0 e J* = 27 s80 pontos instaveis do fluxo.

No ponto de “Toulouse”, a hamiltoniana da rede de Kondo, na base transformada, por U tem a
forma:

H= Hy+-LY cos (\/%35 (2) + & (x)) S* (z) +

cos (\/%QASC (z) + 2kpx> S* (x)

Que formamente parece muito com uma sine-Gordon. Usando esse fato, os autores de [91, 90],
argumentaram que nesse caso haveria um gap de spin no espectro.

rotacéo em sistemas densos

Os resultados do paragrafo anterior sdo muito instrutivos, contudo podem ser questionados. De for-
maimplicitanademonstragéo, foi tomado o limite do parémetro de rede bosoni co tendendo azero antes
de se tomar o limite do niUmero de spins tendendo ao infinito. 1sso condiz com a idéia de bosonizagéo
ser um método de teoria de campo, sendo somente valido no limite continuo. Contudo, fisicamente,
isso quer dizer que os spins estdo infinitamente separados do ponto de vista da escala microscopica
do problema, e assim resultados obtidos com a ag&o anterior ndo séo validos para uma rede densa de
spins. Isso foi primeiramente levantado em [36, 37], onde os autores regularizaram a teoria bosonica
(considerando umarelagéo de comutacgdo suave em lugar da deltade Dirac) parasimular umainteracéo
spin-spin. O mesmo tipo de resultado pode ser obtido se considerarmos o limite dos parémetros de rede
bosonico e da rede de spin tendendo a zero simultaneamente.

Por simplicidade, vamos considerar somente a hamiltoniana:

H* = Hy + f\/g / dzd, ¢, (x) 5% (x) (2.32)

gue é muito proxima da forma hamiltoniana da componente z do efeito Jahn-Teller cooperativo.
Como vimos anteriormente aagdo de U sobre o hamiltoniano livre pode ser resumidaa cal cularmos:



2.3. BOSONIZACAO DA REDE DE KONDO 43

UI/dx 0,0° (v) U

como U é aplicagéo linear, comuta com aintegral:

/dx U™ 0,0 (2) U = /dx U 0,6 (z) UU 0,0 (z) U

Usando o teorema de Baker-Hausdorff:
U™10,6 (1) U = 0,6 (x) +ix |22, 0 (1) 5° (4) , 0u6 (2]
22,005 W), 00 @)] . 2,00 5 ()] + ..

= 0,0(2) — ¥ 3,0 (x —y) SV

Comisso aagdo de U é simplesmente:

/dx U0, (2) UUT' 0,0 (2) U = [ dw0p¢° () — x [ dx 35,0 (z — y) 0x6 () S* (y)
+3 [da Y, 0 (x —y)d(x —§)S* (y) S* (D)

O calculo até aqui € 0 mesmo que fizemos no paragrafo anterior e ahistériaterminariase as deltade
Dirac fossem “realmente deltas’. O problema € que bosonizag&o € um método assintotico[37]. Dentro
do método existe um cut-off da ordem do momento de Fermi. Esse cut-off diverge com o tamanho
do sistema, L, e mais importante ainda com o inverso da largura de banda efetiva « ( de certa forma
esta ligada ao paréametro de rede, a). Como S* também é uma funcdo definida na rede, com as sua
respectiva delta de Dirac divergindo com a mesma dependéncia no cut-off bosdnico, devemos tomar o
limite simultaneo para as deltas de Dirac e o termo oscilante S#S=.

Na representagcdo de momentos:

2 c tkxr Qz
S (y):\/ﬂzek Sk
k

onde M € o nimero de sitios bosbnicos, ¢ € a razéo entre o parametro de rede dos spins e da rede

bosbnica (estamos assumindo que é umiinteiro), k = 27 (I € [, 1), v e [-3L 2]

Por outro lado, a funcéo delta bosonica, pode ser escrita no espaco de momentos como:
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1 [ ,
)= ilz—y)l _ — il i(z—y)p
d(x—y) 5 /_Oo dle - A/lfl_I)l’loo Z e Oay

ondep = ZM”I , | éuminteiro e o é o inverso do cut-off (ou do parémetro de rede).

Ut / dz 0,¢° (x) U = [dz0,¢° (x) — X2, 9.6 (x) S* (z) +

- —
faa IyyhmM_mo I Dpp elle-vptile—yp Gz (1) S (y)

A somat6ria sobre os sitios também é sobre o limite de M — oo, por isso todas comutam.

Ul/dx 0,0° () U = [dz8,¢* (x) — x22 3, 0,0 (x) 57 (z) +

4a X hmM—)oo L nyypp el@—y)pti(z—y)p gz (y) g% (?j)

Passando os spins para a representacé de momentos:

= H, — XUF—Z 9:9 (y) S* (y) +

+E,UF_ hmM*)OO SVE] Z:L‘yyppkq e (k_p)y‘l'i(p‘i'ﬁ)x"'i(q_p)gsgS;

As somas x, y, ij, S80 sobre a subrede dos spins. A soma sobre essa subrede € uma delta de Kro-
necker para os componentes de Fourier dos spins (k, ¢), comisso: k = p, ¢ = pep = —p, OU s§a
k=—

U™ HoU = Hy— xvp2 Y, 0.6 (y) S (y) +

2
X2 vr bz A zQz
+2c2 a a Zk>0 Sks—k

Onde A é o maior momento comum a rede bosonica e a rede dos spins, como a maior componente
de Fourier dos bosons é da ordem do momento de Fermi:

ANkFSz
a

Usando que iz /o = 1:
U™ HoU = Hy — xvr ., 000 (y) 57 (y) +

X VE 2 Q2
202 Zk>0 S S—k
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Fourier transformando o termo independente do campo bosbnico:

ngsz Z Z —i(z— yksz Sz()

k>0 k>0

0 que no limite continuo tem aforma’ :

A
> SEST =AY, [} dk emi@vk g2 (1) §7 (y)

k>0

—l(ac A _ 2 2
=% Zx#y 2i :L‘yy S S (x) S% (y) + const.

__ 2a Zx>y sm x :I:y y Sz ( ) Sz (y) + const.

Assim a hamiltoniana na base transformada por U €

Hy = Hy — xvr 3., 0:¢ (y) S* (y) +

1+ X vra sm(AAxM S*(z) S* (y) + const.

2 « >y

Se escolhermos —y vy = JZ\/g econsiderarmos o ~ -

Hy = Ho+ F\[2 5,000 (5) S* (4) +

—l—i% Josy dxdySin(AAxM) S# () S* (y) + const.

c? 2t sin(gnC

Ou sga

_ 1 2.J?2 in (AA
H? =Hy - = - / dxdywsz () S* (y)
x>y

2 12t sin (gnc) a Az

Onde H,, é simplesmente U~! H,U, tendo entdo os autovetores:

4 (5)) =v W e[§) =m0 0|3)

onde S é uma confi guracéo Ising dos spins e ¢ auto-estado da hamiltoniana bosonicalivre.
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(2.33)

(2.34)

Esse tipo de andlise € bem conhecido naliteratura do problema Jahn-Teller cooperativo[29]. Sendo
denominado de método do operador de deslocamento. Usualmente ele é desenvolvido no espaco de

momentos através das defini¢cdes dos campos compostos:

"definindo dk = 2-
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ach = ach,s (k) —1 nksik

by = by (k) — i LS
No apéndice B.6 usamos essas defini¢cfes para re-obter 2.33. Com 0s novos operadores, podemos
re-escrever 2.34 como:

»(5)) = ITadi | (5)).

No parégrafo 2.6.4 mostraremos que o termo de interac@ S*S* é de curto alcance ao introduzirmo
um procedimento de cut-off suave.

2.4 objetivos e hipoteses

Apresentamos no paragrafo 1.1 que dentro de um tratamento de bosonizagéo existem duas maneiras
de tratarmos o problema Kondo: a moda Anderson-Yuval, com uma andlise tipo grupo de renormali-
zacdo; ou uma solugéo tipo Emery-Kivelson, que tenta refermionizar o problema evidenciando nesse
Novo campo as caracteristica fisicas de muitas corpos.

Para arede, nada mais natural que tentarmos seguir essas duas possivei's linhas de trabal ho.

A procura de um ponto refermionizavel, ou a0 menos integravel, do espaco de parametros foi 0
norte de vériostrabalhos. Sem dividao maisevidentefoi o trabalho de Zachar et al. [91]. Infelizmente
ainda ndo foi encontrada uma solugéo tdo convincente quanto a do problema de uma Unicaimpureza.

Ja uma andlise tipo grupo de renormalizago parece ser um objetivo mais proximo de ser atingido.
Apesar de ser uma técnica aproximada, ela tem uma histéria muito grande de sucesso na fisica de
matéria condensada. Como estamos trabalhando com um nimero muito grande de graus de liberdade,
em geral, assumimos que alguns sdo mais relevantes que outros. O que o0 grupo de renormalizagéo®
(RG) nos possibilita @ uma maneira qualitativa de julgar quais so esses graus de liberdade rel evantes.
Aqueles que dominam a “fisica de baixas energias’ do problema.

Qual adificuldade de se estudar o grupo de renormalizagéo da rede de Kondo?

A resposta é que ndo sabemos tratar a dindmica dos spins. Como ndo existe uma hamiltoniana
livre para eles (independente dos elétrons), ndo sabemos como construir sua dinamica inicial, ou sgja
n&o conseguimos equacionar o problema de forma que nos permita aplicar a técnica. Muitos autores
procuram fugir dessa situagé@o colocando ad hoc uma interagcéo direta entre os spins (tanto tipo RKKY
como Heisenberg). Quando fazemos isso estamos assumindo uma determinada forma para a superfi-

8veja por exemplo o trabalho de Shankar [64] ou para problemas bosonicos o livro de Gogolin et al. [30].
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cie de Fermi dos spins, sO que ndo sabemos nem se ela existe. Além disso, estamos induzindo uma
resposta a uma das maiores perguntas da fisica desse sistemas: 0s spins participam ou ndo do volume
da esfera de Fermi? Apesar de bésica, essa pergunta ainda esta em aberto[ 74, 65]. Outra possibili-
dade seria simplesmente fecharmos os olhos a essas questdes e aplicarmos os critérios de relevancia
usuais aos operadores bosdnicos[91, 48, 28], sO que ao agirmos assim, fomos ao extremo oposto e ndo
consideramos a possi bilidade da dindmica dos spins alterar tais critérios.

Nosso principal objetivo seratentar entender a natureza datransi¢éo de ordem-desordem que ocorre
na cadeia de Kondo. Esse tipo de pergunta é precisamente o que uma andlise tipo grupo de renormali-
zag80 podera nos responder.

O que faremos serd a abordagem mais classica que se pode ter a um problema que néo se sabe
tratar: vamos mapeé-1o em um problema que nos sabemos como operar o grupo de renormalizagéo.

Para fazermos isso vamos assumir duas hipoteses simplificadoras:

i) bosonizag&o é completamente valida em sua forma padréo.

| sso automaticamente implica que os spins serdo tratados como um sistema discreto nas variaveis boso-
nicas. Apesar dessa hipotese parecer obvia ela carrega em si um carater fisico muito grande, afinal
apenas flutuagdes do campo eletronico é que serdo consideradas e ndo 0 campo em si. Nesse ponto
nosso trabalho diverge na andlise feita por Honner e Gulacsi[36], ja que eles modificaram as relagdes
de comutac&o do campo bosbnico e com isso colocaram ad-hoc ainterac&o entre 0s spins.

ii) Os termos de “back-scattering” podem ser negligenciados na andlise da transicéo de
fase de ordem-desordem.

Os termos de “back-scattering” estdo conectados ao liqguido RKKY encontrado em [74], ja que sdo
eles que apresentam uma oscilacao tipo 2k. No problema de uma Unica impureza esse termos néo
estdo presentes, 0 que por si SO ja eum argumento para que em uma primeira analise da relagéo entre
efeitos de correlacéo e o efeito Kondo nos esquecamos deles. O argumento padréo [90] é que dentro da
fase incomensurada esses termos oscilantes seriam irrelevantes. Isto € extremamente qualitativo, mas
parece ser “universalmente” aceito. A consequéncia mais obvia de ndo incluirmos esses termos sera
o fato de nd&o podermos explicar com nossa andlise 0s picos tipo 2k » nos fatores de estrutura de spin.
De formamais sutil, devemos ter em mente que estamos negligenciando parte das correl agfes entre os
Spins, ou sgja, privilegiando o efeito Kondo no problema. A manifestag&o concretano formalismo dessa
negligéncia € que estamos desacoplando completamente os campos de carga e spin e esquecendo do
acoplamento do campo de carga com 0s spinslocalizados. 1sso podera nos levar aum diagrama de fase
gue ndo corresponde quantitativamente aos resultados existentes. Finalmente, existe um problema de
método, o qual apontamos no paragrafo 2.3. Como ndo podemos encontrar um auto-estado simultaneo
de todos os fatores de Klein, pode ndo ser licito esquecer da existéncia desses fatores®.

90 que amaioriados autores faz.
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Com essas duas hipoteses, a hamiltoniana renormalizada pela velocidade de Fermi que iremos
considerar de agora em diante &

H = Hy + H, + H; (2.35)

Hi= J.\[t%,0:6(2) 5 (2)

4o

H, = J1 Zm [F}ge—im@(f’?)—é(i’?))_’_

Fjé 2 (@) +0) | G- (z) + h.c.

original
onde F} = F},F,, , F}, = F},Fp e .., = =~ . Esquecemos o sub-indice s porque a dinamica
do campo de carga se tornou trivial (€ um campo livre) e ndo mais precisamos nos preocupar com ele.
Todo tratamento de um problema fisico envolve algum grau de simplificac&, o que podemos é

apenas esperar ndo termos simplificado em demasia.

2.5 funcéo departicdo eintegraisde caminho na base S~

A hamiltoniana que estamos interessados em estudar € a dada pelas equagdes 2.35. Podemos mos-
trar que os fatores de Klein sdo irrelevantes (veja apéndice B.5). Nosso principal objetivo nesse para-
grafo sera encontrar uma forma conveniente de escrevermos a funcéo de particdo do problema.

7 = e BH

Lembrando que ja que haviamos normalizado a hamiltoniana pela vel ocidade de Fermi, devemos
também renormalizar atemperatura: 5 = vrreal-

Para passarmos para integrais de caminho e calcularmos a funcéo de parti¢éo, usaremos os estados
coerentes do campo bosonico e abase de S*. Apos dividirmos em fatias temporaisinfinitesimais, 67, e
expandirmos a exponencial, obtemos:

7 = Z % (67)" (¥ (1) H™ |9 (Tj11))

Como 7 deve tender a zero, podemos considerar apenas a correcéo de primeira ordem aos termos
ndo divergentes:

Z =1+ 67 (¢ ()| termos n&o divergentes|« (7;41)) + termos diverg.
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Para os termos divergentes vamos assumir gue a divergéncia do cut-off é o inverso da divergén-
cia das frequéncias de Matsubara. 1sso imediatamente implica que a Unica contribui¢céo da n-ésima
poténcia da hamiltoniana, sera a n-ésima poténcia do termo divergente.

Devemos calcular:

07 (3 ()| S*18 (1)) e O™ (3 (7)| (S¥)" 18 (7541))

onde 5 € um elemento da base de S*. SO existem 2 possibilidades para 5(7;) e §(7;1), ou todos os
spins sfo paralelos ou existe pelo menos 1 spin antiparalel o'

e sendo haum spinflip entre asfatiasdetempo j e j + 1:
Tj <¢7 §| d)a §>Tj+1 - 5Tf (d) (T)) S* (T) )
e sehan spin-flips:

(_67£) o Xy VR ($a(w)20:(x)))
Ao

onde n é o nimero de flips. Como o que importa sdo os flips na direcé temporal vamos definir o nome
time-kink para designa-los. Outra quantidade importante é:

Ji57'
y =

Ao
e sera posteriormente identificada como a fugacidade do sistema efetivo que encontraremos.
Ou sga, sehan-flipsentret; et;

. n
oo’ dTH($,0,5%) (5_1;”*') el ATH(90,87) _ o5 dTH($,0,5%)+nin(y)
yiyes

10
+1 sesao paralelos
)) =

0 se sdo antiparalelos

—~
wy
—~
3
~—
0
%
=

1 se s3o antiparalelos
(Tj41)) =
0 se sdo paralelos

[I(=Gol50),,,, —om @ HIG),,,)

J

I1 ( (5,015,6),,,, — 67, (5,01 £ (9) * + LtV (B 0 0) g |5 ¢>m1>

: 2mo
J

I ( (5,0 15.0),,,, — 072, (5,01 (6,6) S5, 0),,,, — 072 (5,9] eEVE (b0 200) g% | ¢>Tj+l)

; 2racr;
J
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Note que o sina a frente de §7 é irrelevante, porque pelas condicdes periddicas no tempo existe
sempre um numero par de inversdes de spin em toda historia de um spin (time-line). De agora em
diante, assumiremos que d7 € da ordem do inverso do cut-off,, de forma gque sua razédo com «, y, esta
bem definida

Para manter a contabilidade dos sinais vamos introduzir a variavel de time-kink:

q(r)=8*(1+071)—S%(7)

De maneira geral temos afungéo de particéo:

Z=> / DéDf exp {—50 - Jz\/%zx [ drd.¢ (x,7) S (,7) + (2.36)

{o}

+3iVom () B () + (1 —v () a ()6 ()

+Nln(y)}

onde {o} sdo todas as configuragfes de spins de Ising no espago-tempo, a soma sobre j é sobre todos
as posi¢des do espaco tempo onde ocorrem time-kinks, v () éigual azero se o kink foi ocasionado por
um boson do ramo direito ou 2 se foi ocasionado por um boson do campo esquerdo, e N é 0 nimero
total de spinsflips.

Serd Uil, escrevermos afuncéo de particdo em suaformaquiral:

Z =3, [ DoDpexp {—so _ J\/g S [ dr (8,6 (2,7) + Opp (2,7)) S7 (2, 7) +
—iV/81 Y q (§) ¢ () +iv8r Y q (1) ¢ (1)

+Nln(y)}

onde j é a soma sobre os flips ocasionados por bosons do campo direito e [ a soma sobre osflips
ocasionados pelo campo esquerdo.

2.6 acdo efetiva e o gasde Coulomb

Agora que temos a func¢éo de particéo na base z dos spins podemos nos perguntar qual a natureza
do estado fundamental do sistema. Para respondermos a isso vamos empregar a técnica de grupo de
renormalizagéo.

A grande dificuldade que se apresenta é que 0s spins ndo tem uma relacé de dispersdo propria,
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0 que impossibilita o uso tradicional da técnica. Diversos autores introduziram ad hoc termos tipo
Heisenberg ou RKKY para através dessa dinamica induzida aplicar o grupo de renormalizagéo. Em
lugar de seguir essa diregéo, vamos nos voltar para o exemplo historico e lembrar da abordagem de
Anderson-Yuval-Hamman para o problema Kondo.

Como vimos no paragrafo 2.2.1, eles tragaram os graus de liberdade bosdnicos e construiram uma
acéo efetiva para os spins. O que faremos agora € exatamente isso, tragar os graus de liberdade bosoni-
cos e tentar entender o significado da ag&o resultante.

Como mostraremos a seguir esse procedimento nos levara a representar o problema de forma as-
sintotica como um géas de Coulomb generalizado. Cada configuragéo de spin podera ser representada
como um conjunto de particulas compostas de cargas el étricas e magnéticas. Uma parcela da funcéo
de particéo serd meramente a exponencial da energia eletro-magnética estatica da configuragdo do gas
pesada pelo potencial quimico (fugacidade) do mesmo.

A literatura do gas de Coulomb é muito vasta e como veremos um formalismo muito poderoso.
Ja que ele surgi a partir de uma agéo efetiva, ele nos permite conectar problemas fisicos inicialmente
distintos. Outra caracteristica importante do problema de gas de Coulomb s&o as condi¢des de neutra-
lidade a que ele esta sujeito. Devemos tratar sempre com configuracdes do gas que sdo neutras. Como
derivamos o gas a partir de um teoria continua, um gas carregado representaria um estado do campo
com energia infinita. Obviamente, os problemas de estado solido n&o s&o teorias continuas, mas as
configurac@es ndo neutras representariam estados pouco importantes a fisica de baixas energias. Dois
gases podem ter 0s mesmos compostos, mas representar problemas fisicos distintos com caracteristicas
fisicas diversas, apenas por ligeiras diferencas nas condi¢des de neutralidade impostas.

2.6.1 acdo efetiva

No paragrafo 2.5 obtivemos a funcéo de particéo 2.36. Em termos do campo esquerdo e direito, a
acéo livrerenormalizada é:

B
So=Y" / dr a0, + k) apy + b, (0 + ) bys
0

k>0

ou Fourier transformando para as frequéncias de Matsubara:

1 : :
WinT —tWnT
Ag,r = 3 g e A, brr = B E € M bk, Wn = 3 n
Wn,

onde n € um inteiro (no caso de condi¢des periddicas de contorno)[55].

1
S LY (b ) e+ (= )

k>0 wnp
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Decompondo os termos Kondo da ag&o em suas componentes esquerda e direita, obtemos:

S = Son = S, Lo (VEF (ryon) — 252 af | (17 (k) VE+ £822) ) qy,

St = Sor — an Zk>0 (ﬂf* (kawn) + 9*(\];%%)) bli,wn + <_f (kawn) \/E + 9(’%_\/%71)) bk,wn

onde:

f(kw,) = ﬁi/JE >, [ dr 57 (x,7) emihe—iont

g (k,wn) = \/F 20 q (i) emhoimion
Fazendo aintegral gaussiana obtemos a acéo efetiva:
Sef = — bexz fTI>T2 drdrS? (1) Ky (1,2) S% (2) +
- Zi>j q (1) Karq (7) = X1sm 4 (1) Karq (M)
+30; 20, [ dnS* (1) Kar (1,5) ¢ (j)

+3 02, J A1 S (1) K3, (1,5) ¢ (1) + Nln (y)

onde (7, j) sS40 somas sobre as coordenadas dos kinks ocasionados pelo campo direito e (I, m) coorde-
nadas de kinks ocasionados pelo campo esquerdo. Precisamos simplesmente calcular os propagadores
spin-spin (K), kink-kink (K) e spin-kink (K3). Esse calculo se encontra no apéndice B.2. O termo
gue devemos analisar com cuidado € o propagador K :

J? cos (2 -
Ki(r,¢) _ZZ 7"(2 2 K
onde;
_ J? A J? cos (2
Ky = 25 (1 - cos(2¢) ~J1 (rA) - ﬂ_gﬁjo (Ar). (2.37)

Inicialmente perceba que o termo da fungéo de Bessel de ordem zero em K; é dominado pelo termo
N&o oscilante. 1sso nos permite a aproximar o propagador por:

J? cos (2 J? A

Ky (r,p) = 22 (2 2, = (1= cos (2¢)) =i (rA) (2.39)

2 T

r
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Claramente percebemos que existem duas contribui¢des bem distintas. Como veremos adiante, o
termo n&o oscilante corresponde ao favorecimento (ou n&o) de um flip de spin. Em termos técnicos,
ele contribui para a dimensdo do operador de inversdo de spins. Por outro lado, a fun¢éo de Bessel
é de longo alcance, tendo um decaimento como /2. Em principio poderiamos pensar que esse
seria 0 termo dominante da fisica de longas distancias desse propagador. O surgimento desse tipo de
funcdo esta ligado ao fato de termos usado um cut-off abrupto. Se em lugar disso, introduzirmos um
procedimento de cut-off suave essa funcéo se torna de curto alcance. 1sso nos permite despreza-la
para distancias maiores que A~!. Esse tipo de procedimento ndo é incomum no calculo de funcdes
de correlagfes bosbnicas. Por exemplo, no estudo do grupo de renormalizagéo do problema de sine-
Gordon quando se calcula a funcéo de correlagcé dos campos rapidos, rigorosamente obtemos:

(0 (21) ¢ (22)), = Jo (Ar)

gue em principio é delongo alcance. Apenas com ainclusdo de um cut-off suave é que podemos passar
a um sistema de coordenas relativas =, e z, para calcularmos as equagdes de renormalizagéo[ 30, pag.
77] dafungéo de onda. Como estamos interessados em posteriormente calcular as equagdes do grupo
de renormalizagéo é entéo consistente com esse objetivo desprezarmos os termos oscilantes. Porém é
fundamental entender que quando formos levados a considerar fendmenos que ocorrem da ordem do
comprimento efetivo bosonico ndo podemos desprezar sua existéncia.

Mantendo apenas o termo ndo oscilante e considerando os demais propagadores, somos levados a
aco efetiva da rede de Kondo*!:

Ser = 23255 4(0) ¢ (J) [ [rij| 4 ipis] +2 32000 a (D) ¢ (m) [0 [rim| — isprm]

5 Y sia [oos, dridn 22257 (1) 57 (2)

A Zm]de (co|srnpz|] —l—ZSlTSpT )Sz (:U,T)q(j)

FL Y, [ dr () — e ) 5% (4,7 g (1)

+Nlny

1lembre que haviamos definido que {i, j } correspondem ao conjunto de quinques ligados ao campo direito e {I,m} aos
quinques ligados ao campo esquerdo. O sinal de maior nas somatérias significa que elas foram ordenadas, de forma que
ndo se soma duas vezes 0 mesmo termo.
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2.6.2 representacao de gasde Coulomb

Como as variaveis S* e g sdo dependentes, ¢ € a derivada parcial na direcé temporal de S*, pode-
mos simplificar ainda mais a expressdo que obtivemos para a agéo efetiva.

Integrando por partes os termos que envolvem os spins, obtemos:

cos (2@12)
/n>72 dﬁdeT Z In|rialq (1) q(2)

1>2

onde:

Zln|r12|q Zln|r”|q +Zln|rlm|q —|—221n|m|q

1>2 1>] I>m 1>

K.

R (Ksr) = X, a (i) [drS* (x,7) el = =250, Inlrylq (i) q (j) = Sy nlrala (i) q (1)

|7z |

R (Ks) = 30,0 () [dr S (w,7) el = 237 Infri|q (1) g (m) — X In [ralq (1) q (i)

|r

S (Kan) = 0,0 (8) [ dr 8% (a,7) 5288) = 95 00/(1) () — X, 0 () 0 ()

S (Kar) = Yoy, 0 (0) [ dr §° (o,7) 509 = 95 g (1) g (m) — X oua (1 4 ()

E importante perceber que o termo de borda da integragéo é nulo pelas condicdes periddicas do
problema. No parégrafo seguinte demonstraremos que o resultado é independente da escolha do ramo
do logaritimo.

Coletando todos os resultados, chegamos a agcéo efetiva:
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Ser = 2325,;40) q () I lry| +ipy] +23 2, ¢ (1) ¢ (m) [In|ry,| — iop,]
+5 i 173l 0 (1) 0 () + Zs I riml ¢ (1) (m) + i Inral g (1) (1)
—2 (2 i Inlrijla (1) ¢ (7) + 2oisy Infral g (i) ¢ (5) + 20 325 5 pisq (7) q (7)
+ 20 pug () a (1) — 5 (20 I |ruml g (1) g (m) + 3250 Infral ¢ (i) 4 (5)

=203 o (1) g (m) = 325 00q (1) q (1)) + Nny
Podemos tornar essa expressao mais compacta se usarmos as defini¢coes:
e para os kinks oriundos do campo direito: m (i) = e (i) = ¢ (i)
e para os kinks oriundos do campo esquerdo: m (1) = —e (1) = ¢ (1)

° m:(l—ﬁ)

™

Ser = D isj 0|1yl (k*m (i) m (j) + e (i) e(4)) —irpij (e (i) m (j) + m (i) e (j)) + Nlny

Que como haviamos predito é a energia el etro-magnética estética de um gas de Coulomb generali-
zado, composto de particulas com carga el étrica, e, e carga magnética, m. Cada particula corresponde a
um flip no tempo imaginario do spin localizado da rede de Kondo. Do ponto de vistado campo gaussia
no, cada particula corresponde a um vortice no campo proveniente daretirada da area do espaco-tempo
onde ocorreu o flip na direcé temporal (figura 2.4) . A inclusdo de um par flip-antiflip pode ser en-
tendida como uma mudanga na topologia do espago-tempo, aumentando o genus da variedade de 2
[4].

A representacdo de gas de Coulomb ndo é fiel, ja que o vacuo do gas ndo é tnico. Isso vem do fato
de que as cargas correspondem a inversdes de spins apenas na diregéo temporal, 0 que torna o vacuo
“insensivel” a configuracéo espacial (vejafigura 2.5). Por conta disso, se uma cadeiatem N sitios, 0
vécuo do gés corresponde a 2" configuragdes de spin.

2.6.3 relagbesdedualidade e condigbes de neutralidade

Em termo das componentes de Fourier dos campos, a agéo livre, S, Se escreve como:
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oz — o0z, T) oz, T) oz + 0z, T)

~

¢(x — 6z, 7 — 07) | ¢z, 7 — O7) ¢(x + 0z, 7 — 0T)

(9~ (=

Figura 2.4: tendéncia a formac&o de vortices no campo gaussiano por conta dos flips na direcéo tem-
poral. Um par vortice-antivortice muda a topologia do espago-tempo.

€Y (b)

Figura 2.5: o vacuo do gas de Coulomb corresponde a 2"V configurages de spin.
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onde 6 e ¢ foram definidos como no modelo hamiltoniano. Em teoria de campo, costuma-se definir o
campo conjugado em funcgéo das relagdes de dualidade:

0,0 =i0.0 e 0.9 = —id,0.

Do ponto de vista da bosonizac@o construtiva essa identidade € assintética. Além disso muito cuidado
deve ser tomado quando temos um campo de calibre no problema, por exemplo um campo elétrico,
porque entéo aidentidade deve ser modificada para que sejam invariantes por transformagéo de calibre.
Como né&o sabiamos a dindmica que o0s spins induziam ao campo bosdnico, e em principio poderiamos
pensa-los como um calibre Z,, até agora ndo haviamos usado essas relacfes. Contudo, do paragrafo
anterior, ja derivamos a agéo efetiva e por isso € interessante refazer rapidamente nosso calculo.

Nosso ponto de partida € a agéo 2.36. Usando as relagdes de dualidade no termo de interagdo com
0S spins, obtemos:

A2 [ ) )+ DR (10)8 )+ (0 () 0(0)60)
Integrando por partes o termo em S*:

> ivam [k (1)0G) + (1= v (i) a (1) & () (2.40)

Se tragcarmos 0s campos bosdnicos obtermos o resultado anterior([30, pp. 222] ou veja o apéndice
B.1):

Sep = Zﬁ In|ri;|m () m (7)) +In|rijl e (i) e (j) — 2ikp;je (i) m(j) + Nlny
i,J

A partir da expresséo 2.40 € muito simples incluirmos interacdes de espalhamento “foward” entre
os férmions. Usando as expressdes do parégrafo 2.3.1, encontramos:

> ivan {ﬁq )0 G) +va (L= v () a() ()

J

0 que nos leva a agéo efetiva:

Sef = Z " ln [riilm (i) m (5) + gln|rij e (i) e () — 2ikp; je (1) m (j) + Nlny (2.42)

1>]
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O spin conforme dessa a¢do bosbnica é dado por:

S.=k=1- f,
™
0 que nos coloca em uma situagéo dificil. Porque para que esse operadores representem a fungéo de
correlagd de algum campo fisico, o spin conforme tem de ser um inteiro ou um semi-inteiro. 1sso é
aimposicéo fisica de que a funcéo de correlacéo seja independente do ramo do logaritimo, ou sgja, o

pre-fator de ¢;; tem de ser um inteiro ou um semi-inteiro.

Yij = ¢+ 2nmw

A representag&o do gas de Coulomb é muito simples e el egante, mas aparentemente estanoslevando
aumaindeterminag&o devido ao ramo do logaritimo. Nosso ponto de partida foi a derivada do campo,
isso € que tem significado fisico. Por isso vamos voltar ao ponto onde surgiu afungéo ¢;;:

2 sm 2 2
/de (i, 7) 2575 T T Aaz2+A72 2575 zi,7) 0. F (1,7, Ax)

Que é umaintegral (soma finita) totalmente bem definida. Da defini¢do de derivada parcial, “inte-
gramos’ por partes e impomos as condig¢des periddicas de contorno:

ZSZ (i, 1) (F (T +671,7,Az) — F (1,7, Ax)) = — Z (S* (x;,7) — S* (w7 — 7)) F (7,7, Ax)

T T

Como era esperado:

A
F (7,7, Az) = arctan (A_x> =p+2mn, pE€|-m,r[ene”
T

gue apresenta a dependéncia com o ramo do logaritimo ( foi definido no ramo principal do logariti-
mo, mas poderiamos escolher qualquer outro que fosse conveniente). Fixe um ramo da superficie de
Riemann (fixe n)

= (5% (wi,7) = % (wi, 7 — 7)) F (1,7, Ax) Zq (zi,7) (i + 27n)

ondei é aposicéo do flip.

Da condic¢éo de periodicidade dos spins no tempo:
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ZQ(SUi,Ti) =0

Ti

o queimplicaque:

r

/dTSZ (@i, T) sin (i) = —ZQ(%,E)%

€ univaluada como deveria ser. Ou sgja, a aparente indeterminagéo que surge do ramo do logaritimo é
ilusdria, asimples analise apartir das rel ages de dualiade nos levariaa pensar que o problemaestamal
definido. Ficaclaro aimportanciadas “condicfes de neutralidade’. No problema que estamos tratando
(e em geral em problemas de spins em liquidos de Luttinger) as condi¢des para que uma configuragéo
de cargas corresponde a uma configuracéo de spins, e assim pertenca a somada funcéo de parti¢éo séo:

1. paracada coordenada espacial avariavel ¢ (x, 7) deve ser alternada no tempo.

2. paracada coordenada espacial a cargatotal ao longo da direcéo temporal deve ser nula,

ZC](Z’,T):O e Z(l—v(x,T)):O.

Nos chamaremos essas restri¢cdes como condicdes de neutralidade forte (veja apéndice B.4).

2.6.4 campo composto: correspondéncia entre arelacdo de dualidade e arota-
¢ao do campo bosbdnico

Vimos que aparentemente existem dois caminhos para estudar o problema da rede de Kondo: a
rotagcdo do campo bosonico e o gas de Coulomb. O que vamos ver agora € que ao escolhermos uma
rotacdo apropriada mapeamos um método no outro. Em lugar de rodarmos o campo bosbnico pelo
“angulo” v/27, como proposto em [91], considere a rotaczo:

U = eiV/20: X, 0s(0)5% (@)

como vimos anteriormente, ela equivale ao método do operador deslocamento. Paratanto, basta definir
0s operadores deslocados:

al, =al, (k) +iy/2%s7,

BL,S = bch,s (k) -1 % Jzk Slj

y
Da definicdo do campo bosonico (equacdes 2.4) isso implica no campo composto:
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TERTIERRATED L (R rah

Se adistancia entre os spins, Az, € sempre uma distancia macroscopica com relacéo ao inverso do
cut-off bosonico??:

() =0z

em outras palavras, a rede de spin € discreta com rela(;ao a rede bosodnica. Podemos regularizar o
problema se introduzirmos um procedimento de cut-off suave como 0 que usamos para derivar as
identi dades bosonicas:

J) ($) = Qg(l‘) + JZ\/%Z % A+ dk%e‘ﬁraksz (y)

O gue mostra que apenas modos com comprimento de onda da ordem do inverso de « € que con-
tribuem para a definicéo do campo composto. A introducéo de um cut-off suave torna local o novo
campo.

De maneira oposta, 0 campo dual ndo é “deslocado” pela rotacéo:

0 (z) =0 (x)

Retornando ao apéndice B.6, demonstramos que's:

Ho——JQZszszk_HﬁJ\[/dxam(p 5% (z)

k>0
mas ndo haviamos comentado sobre o que ocorre no termo transverso da hamiltoniana. Usando as
expressdes derivadas no paragrafo 2.3.3, finalmente podemos dar a correta interpretacéd da funcéo

¢ (x) = sz /OAM sin (&) *(y)

eusando que Si (z) = [, dt %21, Si (0) =0, Si (+o0) = £3.
18330 introduzi rmos um cut-off suave regularizamos ainteragcé sp| n-spin para

2 J2ac 8ra
SRy ethesisty = Y S (a) S <y>< )
™ kg% w2 zz;?; 16m2a? + (z — y)2
onde ¢ € 0 nimero de sitios bosbnicos entre dois spins e a é o par@metro de rede dos bosons.
Essa € uma interagéo local, o que € consistente com o trabalho de Honner e Gulacsi[37]. Veja o apéndice B.7 para os
detalhes do célculo.

2definindo t = kAz
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— . rotagéo bosdnica . =
‘ campo bosodnico + spi ns‘ > | campo composto + interagdo S*S*

Al o

| modelo efetivo para os spins| | gés de Coulomb + interagZo 5°S5°

Figura 2.6: relac@o entre as diversas abordagens a rede de Kondo por bosonizagéo.

k (z): ela é aexpressdo no espago real do deslocamento do campo bosonico pela rotagd. Usando a
definiciboders =1 — &

H = Hy — ;JZQ gsgszk + 2{T—La /d:v oS (\/%gz_ﬁ (x)) V2RO 5 (1)

Esse é exatamente 0 modelo bosbnico que gera o gas de Coulomb que derivamos no paragrafo
2.6.1. Selembrarmos da expressao no espaco real do termo spin-spin (equagéo 2.33) fica evidente que
ele corresponde ao propagador K (equagop 2.37).

No apéndice B.7, demonstramos que se introduzirmos um cut-off suave, apenas distancias da or-
dem do inverso do cut-off, §, contribuem para a interagd S#S*. Se considerarmos apenas primeiros
vizinhos, aproximarmos a = 2r« e % = 1, podemos escrever a hamiltoniana do problema para uma
rededensa(c = 1):

H=H,— 7{—3 S5 S% (1) S () + 22 3, cos (V27 (w;)) V2 0@ S+ (1)

2T

A perguntamaisimportante que precisamos responder nesse instante € qual o critério derelevancia
do operador transverso. Paraisso iremos desenvolver o grupo de renormalizagc& do gas de Coulomb
generalizado que surge ao tragarmos 0 campo bosonico.

A figura 2.6 resume arelacéo entre as diversas estratégias e técnicas usados para 0 estudo da rede
de Kondo por bosonizag&o. Inicialmente temos o campo bosdnico e os spins. Entendemos que apds
aplicarmos a rotagéo somos levados em um modelo com um campo composto de bosons e spins, mais
interacdes de curto alcance S*S?. Se tragarmos esse campo composto, obtemos o gas de Coulomb e
essas interacdes de curto alcance. O outro brago do diagrama corresponde ao que fizemos nos paréa-
grafos 2.6.1 e 2.6.2, quando tragamos 0 campo bosdnico, nos identificamos que o propagador S*S*
apresentava duas contribuic¢des distintas, o propagador do gas de Coulomb e as interagcdes de curto
alcance.

Podemos entender como as relacdes de dualidade proporcionam um atalho para o gas de Coulomb
através der uma andlise semiclassica do termo V; = 8,657, A equacé de Lagrange associada ao
modelo Gaussiano é a equacéo de Laplace:

Ad=0
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Pel o teorema do mddulo méximo, ¢ é constante ou apresenta singul aridades (vortices) 4.

n _
)= in(a)+ X (\—7) i <ﬁ)

Quando ¢ é constante, 9, ¢ serd zero e 0 termo V; ndo contribui em nada para a energia do sistema.
Por outro lado, quando temos um voértices, o campo de velocidades de qﬁ diverge como uma poténcia
ao nos aproximarmos da singularidade, e tende a zero quando nos afastamos. Dessaforma, V' tera sua
contribuic& maximizada (aumentando ou diminuindo a energia do sistema) quando o campo de spins
acompanha a direcéd do campo de velocidades de qﬁ (vgja figura 2.4). Em outras palavras, quando
ha a inversdo de spin ao longo da diregéo temporal em torno da singularidade do campo. Na figura
2.7 representamos pictoricamente, a relagéo do campo e seu dual préximos de um vertice/vortice. As
rel acdes de dualidade sdo apenas umamudanca de base no espaco tangente da vari edade espaco-tempo.
Ao usarmos as rel agdes de dualidade em nosso problema quéantico encontramos o resultado paralongas
distancias correto, contudo perdemos o deta he da interac@o de curto alcance entre os spins na direcéo
espacial.

O significado do operador Vs = ¢iV2™ 0 cos (ﬁq&) S~ é exatamente 0 mesmo. Ele corresponde a
introducéo de uma singularidade no campo, acompanhada da inversdo de um spin na diregéo temporal.
Foi por isso que conseguimos escrever os dois operadores, V; e V5, namesmaforma através do campo
composto.

2.6.5 representacdo de gasde Coulomb para o problema Kondo

Para ilustrar a fisica que estamos evidenciando com a representacé do gas de Coulomb, vamos
calcular o caso particular do problema Kondo. Nesse processo, aém de ganharmos experiéncia com
o formalismo, veremos como podemos conectar problemas fisicos aparentemente distintos mas que
compartilham a mesma ag&o efetiva.

problemade 1 canal

Como vimos no pardgrafo 2.2.1, no problema Kondo temos apenas uma quiralidade de campo.
Escrevendo a ag&o do problemaa partir da hamiltoniana 2.20, obtemos:

S =S+ (\}% - m) /dT (axgs(o,T) — 9,0 (0,7’)) S*(r)+ Nlny

Usando as relagdes de dualidade e integrando por partes, chegamos a agéo:

14139] pégina 202.
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¢(9)

A

6(9)

Figura 2.7: relag&o entre 0 campo e 0 seu dual.

S:SO—i-i(\)];_ﬂ—\/%>Z(é(O,T)—¢3(0,7)>q(7)+N1ny (2.42)

Integrar os campos bosonicos € imediato. Como todos os kinks tém a mesma coordenada espacial,
o termo de interag& magneto-el étrico é zero:

Ser=9"Y Inlryla(r)q(r;) + NIny (243)
1>7
onde definimos:
J,
1 7=
g 2

Como o spin conforme da a¢éo é zero, podemos rebosonizar o problema em termos de um Unico
campo:

Sor :50+NE§Z ¢ (j) q(5)

A funcéo de particéo seria entdo:
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7 — /D¢€—So (Zy_TH*/dTiei\/Wﬂg(O,Ti)lI(Ti)*) — /D¢e50+yde*COS(\/W¢3(0,T))*
n.
n=0 =0

onde * significa que apenas configuracdes com cargas alternadas sdo consideradas(veja apéndice B.5).
Isso simplesmente vem do fato das cargas estarem acopladas ao flips do spin original, ja que existia
apenas uma quiralidade.

Esse forma de funcéo de particé é bem conhecida na literatura, correspondendo a um problema
de tunneling sobre uma impureza em um liquido de Luttinger[41, 12]. O que fizemos foi mostrar que
o problema Kondo é equivalente a este, sujeito a uma condi¢céo de neutralidade mais restritiva (cargas
alternadas):

H = Hy + § * cos (\/47@_]@3 (0)) *

ondeg =1 — QJ—W No trabalho de Kane e Fisher[41], semelhanca j& havia sido apontada. A
condicéo de cargas alternadas é o que impde arenormalizagéo de g, enquanto no problema de tunneling
apenas a fugacidade é renormalizada (veremos isso no apéndice C.1).

Do ponto de vista do grupo de renormalizag&o, como o operador tem spin conforme zero podemos
contar as dimensdes do operador e usar o critério de relevancia usual. Ou segja o operador é relevante
para J,, positivo(acoplamento antiferro-) e irrelevante para .J;, negativo (acoplamento ferro-).1°

A equagédo de RG seria

problema de 2 canais

Para o problema de 2 canais devemos incluir o segundo tipo de carga. A partir da equagéo 2.41,
imediatamente encontramos:

2
S.; = % S "Iy m (m) m (1) + gln|rijle () e (1) + Ny
1>]
Essa acdo ja foi derivada por Lee e Toner[49] no contexto do efeito Kondo em um liguido de
Luttinger, além disso ela € a mesma derivada por Kane e Fisher[41] para o problema de barreira dupla
em um liquido de Luttinger (veja o apéndice B.5 e equacéo 4.4 dareferéncia[41]).

Teorema: Considereaag® S = Sy + g [ dPrA, (r), onded é adimensdo do campo A, que tem spin conforme zero.
Entdo A érelevantesed < D, margind parad = D eirrelevantesed > D[30, pp. 62].
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2y L | 2 L
J=0 2 0
J=mr 1 -1
J =27 2 0

Tabela 2.1: ponto dos espaco de pardmetros que permitem a re-bosonizac&o do problema Kondo.

Na linguagem de Kane-Fisher[41], no caso do problema de 2 canais: K = (1 — %)2 eg =
2(interagcdo entre os férmions). As equacdes de renormalizac&o®® sfo ([41, eg. 4.5] ou [49, eg. 9]):

dK 2

No ponto de Toulouse de Emery-Kivelson[30], J = =, vemos que K ndo renormaliza, sendo este
0 ponto fixo intermediario (ja que se comegarmos com J = (0 (weak coupling) ou J = 27 (strong
coupling) fluimos para esse ponto (K = 0)).

Nessa situacéo é reconstituido o problema do gas Coulomb de uma barreira, mais a simetria adi-
cional de ressonancia. 1sso € equivalente a transferéncia de “meio” elétron pela juncdo formada pela
barreiradupla[41, pp. 15244]. Nasolugéo de Emery-Kivelson (paragrafo 2.2.2) encontramos algo mui-
to parecido, ja que derivamos que nesse caso 0 problema Kondo de 2 canais € equivalente ao modelo
de niveis ressoantes de férmions de Mgorana. Mostraremos a seguir que esses férmions correspondem
aos meio elétrons de Kane-Fisher.

Para conectar o formalismo do gas de Coulomb com a solugéo de Emery e Kivelson vamosdividir a
funcao de parti¢cdo em duas componentes de acordo com cadatipo de interag&o, no caso ndo interagente

(g=1):

Su= (22 +L) S0 am)am) + (5 -2) Sy () q(m)a(n)

+Nlny

onde a soma sobre {a} esta indexando as interag@es entre particulas da mesma espécie, enquanto a
soma sobre {b} indexa a somadas interagdes entre particul as de espécies diferentes.

Existem alguns pontos do espaco de parametros que nos permitem re-bosonizar o problema de
forma similar ao caso de um canal (problema Kondo):

Ocaso J = 0 e.J = 27 correspondem a situagé em gue as espécies ndo interagem entre si. Na

16derivaremos essas equagdes no paragrafo C.1.
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linguagem de Kane-Fisher, K = 1, que sempre flui para o ponto de Toulouse. Nessa situacéo nos re-
bosonizamos o problema para 2 campos bosonicosindependentes, porgue as espécies sdo distinguiveis:

Ser =S5+ 55 + Z\/EZ b1 () a1 (i) + Z\/EZ s (7) g2 (i) + IH?JZ [ (Z)]2 + IH?JZ g2 (Z)]2

H = Hj + HZ + ycos (\/EQASI (O)) cos (\/EQASQ (O))

O caso mais interessante seria J = m. Nesse caso a re-bosonizag& nos leva a um Unico campo,
porque os kinks sdo indistinguiveis. O espaco de configuragdes é dobrado ja que a carga el étrica pode
pertencer a qualquer uma das especies:

SefzSoJrz’\/ﬂZ é (i) q(i)+yZ[q(i)]2

H = Hy + 57 cos (\/%3 (0)) (2.44)

Na linguagem de kinks, isso quer dizer que ndo ha a necessidade da alternéncia de cargas como no
caso do problema Kondo (apéndice B.5).

H = Hy + 5% cos (\/ﬂ(qﬁ 0)+¢ (0))>

onde ¢ e p tém quiraidade direita e esguerda respectivamente. Usando a reflex@ ¢ (z) — ¢ (—x),
re-definimos o problema como um problemaquiral:

H = Hy (¢1) + Ho (¢2) + yS® cos (\/ﬁ (¢1(0) = ¢2 (0)))

Definindo o campo soma e diferenca:

H = Hy (6.) + Hy () +75° cos (Viro (0))

Que é equivalente ao model o de niveis ressonantes de férmions[ 30, pp. 365] como encontrado por
Emery-Kivelson.

2.7 renormalizacao

In the theory of critical phenomena the concept of universality of second order phase tran-
sitions has emerged progressively. Near the critical temperature cooperative phenomena
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generate a large scale, the correlation length, although the fundamental interaction are
short range, and the large scal e properties of the system become independent of most of the
details of the microscopic structure. To explain this remarkable situation, Wl son, partially
inspired by some prior attempts of Kadanoff, introduced the renormalization group idea:
starting from a microscopic hamiltonian one integrates out the degrees of freedom cor-
responding to short distance fluctuations and generate a scale-dependent effective hamil-
tonian. Universality relies then upon the existence of fixed points in hamiltonian space.

J. Zinn-Justin no livro Quantum Field Theory and Critial Phenomena[93, paginasi e
ii].
A teoria de grupo de renormaliza¢ foi muito bem descrita em vérios trabal hos importantes ao longo
dos anos. Do ponto de vista de teorias de campo em estado solido os livros de Itzykov-Drouffe e Zinn-
Justin [39, 93] séo otimas referéncias. Para sistemas bosonicos, os textos de Voit e Gogolin[77, 30] s&o
as principais influéncias em nosso trabal ho.

De forma mais especifica seguiremos o quanto possivel, os trabalhos de revisdo de Shankar[64]
para a renormalizagéo de sistemas bosdnicos e de Niehnug[57] para a renormalizagd no espaco real
do gas de Coulomb.

Ao longo desse parégrafo vamos desenvolver 0s mecanismos necessarios para a renormalizacéo
da rede de Kondo. E importante remeter o leitor ao apéndice C.1, onde estudamos o problema de
Kondo (de 1 e 2 canais). Nesse apéndice o leitor encontra um exemplo mais simples dos processos que
surgem na renormalizac&o do gas de Coulomb além de algumas idéias fisicas interessantes. De forma
complementar, no apéndice C.5 estudamos as equagdes de renormalizacdo do problema de 2 liquidos
de L uttinger, que serve como exemplo do processo de renormalizag& em teorias de campos.

Nos paragrafos que se seguem e nos apéndices C.1 e C.5 adotaremos a seguinte convencéo: z
corresponde a um parcela da soma que define afuncdo de particéo ~.

2.7.1 re-escalaglobal

O ponto de partida de uma processo de renormalizac@o no espaco real € o de entendermos como o
sistema se modifica ao aplicarmos uma mudanca de escala.

Zep = /Hid(d)xi (y)N eSer

Sep + Ny =Y (“—Qmmmm tge (z’)eu)) Infrs, |+ igs; (e (i) m () + ¢ () m (&) + Nlny

1>]
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A mudanca de escala que vamos considerar sera um processo infinitesimal :

7
Tl

onde r corresponde a distancia original e dI controla a mudanca de escala. No espaco de momentos,
a receita geral de renormalizagé@o corresponde a integrarmos modos de alta freqgiiéncia do problema.
Pictoricamente isso pode ser entendido como se estivéssemos "olhando” para o sistema de maneira

cada vez mais afastada. A filosofia desse processo € a de tentar evidenciar os modos de momentos
longos que dominam afisica de baixas energias.

r

Sr=8s-% (“—2m<z‘>m(j> + ge(i)e (j)) Infl - di| + Nlny

1>] g

Da condic¢éo de neutralidade do gas de Coulomb:

Somym(j) =5 Y m* () = 5N

1>]

Selijeli) =—5 32 () = —3N

— 2
1>

podemos re-expressar a mudanca de escala como uma mudanca na fugacidade do gés.

N 2
Sef:SefnL?<%+g)ln|1—dl|+Nlny

S.p=S.+Nln S
|1—d”7(?”)
Com isso terminamos com arenormalizagdo daag&o. Faltaainda re-escalarmos as coordenadas das

diversas possiveis configuragdes da funcéo de particéo. Esse é o ponto onde a dimensdo do espaco de
configuracéo se tornarelevante.

d —
4@ _ A9z
(1 —di)*
A renormalizac&o da funcéo de particéo é entéo:

N

_ Y .

Zef = /sz(d)fliz - e’ef
11— a3 (5+9)

Definir a equacéo de renormalizac&o da fugacidade do gas é apenas um trabal ho algébrico:
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y
11— ait=2 (5 +9)

lny:—(d——(i+g>>ln|1—dl|
Y 2\yg

Expandindo o logaritimo e re-exponenciando:

g:

2

_ bty (d— : (% +g)> i

dy 1 (K2
a=(-3(5+9))

O desenvolvimento é analogo paraum gas mais geral, que envolva diversas fugacidades e diferentes
tipos de cargas:

@ |

DU (a5 (St 96t ) yime) (249

onde e e m S80 as cargas existentesno gés ey (m, e) a correspondente fugacidade.

Em termos da somatoria sobre uma rede discreta podemos entender melhor o que estamos fazendo.
A re-escalaespacial do problema significa que estamos identificando configuragdes de kinks que sejam
diferentes por deslocamentos menores gue a nova escala, nos retiramos do problema as frequiéncias
suficientemente altas que tornariam distinguiveis as configuragdes. Pictoricamente representamos essa
situagéo como:

0000 (0e)oooo=0000(e0)0000

ou sgja, apesar de no cut-off origina as duas configuragdes serem distintas, na nova escala (represen-
tada pelos parénteses) essas duas configuracdes levam a mesma parcela da nova funcéo de particéo.
Nesse sentido, essa variagéo de escala esta ligada a “entropia’ configuracional do problema do gas de
Coulomb?’. Como o processo de renormalizaco é por hipdtese infinitesimal, isso nos permite escrever
essa variagéo infinitesimal da entropia configuracional como uma variagéo infinitesimal da fugacidade
do gés (ou sgja, do potencial quimico). Essetipo de argumento € muito direto e claro narenormalizagéo
Nno espaco de momentos e por isso remetemos o leitor ao exemplo trabalhado no apéndice C.1, onde a
renormalizagdo do problemaKondo de 1 e 2 canais foi desenvolvida

Podemos dar uma interpretacéo fisica a equacéo de renormalizacéo da fugacidade 2.45. Ao inter-
pretarmos amudanca de escala espacial como uma variagéo de entropia, podemos entender a dimensao

1"Um exemplo muito bom dessa linguagem de competicZo entre entropiae energialivre se encontrano artigo cléssico de
Thouless sobre ordem de longo al cance no model o de Ising unidimensional[ 73].
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conforme como a temperatura efetiva do gas de Coulomb. Ou sgja a renormalizac@o da fugacidade
seria como arelagdo termodinamicafundamental:

TdS = dF + pdV

ondeimpusemosdE = 0 quando reconstruimos o cut-off narepresentagé de momentos( apéndice C.1
ou [64]), dV é amudanca de escala e p a pressdo (ou densidade de energia).

Do ponto de vistade umateoria puramente bosonica, umare-escalaglobal do problemaé equivalen-
te a renormalizag@ da dimensdo do operador de campo que cria a “ pertubagén”, como demonstramos
no apéndice C.5. A renormalizacdo da dimensdo nadamais é que are-escala dadivergéncialogaritmica
gue existe no infravermelho do propagador gaussiano em dimensao 2.

2.7.2 aniquilacdo efusdo de particulas

No paragrafo anterior, entendemos que arenormalizagdo corresponde aumasomaparcia dafuncéo
de particéon. Essa soma é feita através de um processo infinitesimal de re-escala do problema. 1sso nos
permite re-escrever a fungé de particdo em termos de novas constantes que preservam a estrutura
formal da mesma.

No processo descrito, configurac@es que diferiam por uma distancia menor que a nova menor es-
cala sdo identificadas e somadas. Ocasionando a renormalizag@o das fugacidades do gas de Coulomb
associado. Nesse processo ndo contemplamos a possibilidade de na configurag&o original termos “par-
ticulas’ gque se encontravam a uma distancia menor que a nova menor escala. Nessa situagéo, duas
particul as originalmente distintas devem ser expressas como uma Unica hova particula na nova escala.

(00) (ee) (00) = (o) (#) ()

Em ordem mais baixa, consideramos que em cada passo da renormalizacé apenas um par de par-
ticulas passa por esse processo'®. Chamaremos de aniquilacd de par, quando as particulas que se
tornam indistinguiveis na nova escala tem cargas oposto. Nessa situacéo, 0 passo de renormalizacéo
corresponde a entendermos os efeitos de dipolo que permanecem ao retirarmos o par. Ou sgja, esse
processo corresponde a uma mudancga na constante diel étrica (ou magnética) do vacuo ocasionada pela
retirada do par. Do ponto de vista de umateoria de campos, isso pode ser entendido como a corregéo
do propagador do problema ao processo de criagé e aniquilagéo de particulas virtuais (polarizag&o
do vécuo). O fendbmeno oposto ocorre quando a nova particulas ndo tem carga nula, a esse processo
chamaremos de fusdo.

18Na linguagem desenvolvida por Anderson-Yuval para o problema Kondo, esse par € conhecido como par-proximo
(“close pair”).
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No processo de aniquilacéo as condic¢des de neutralidade tém um papel muito importante, jaque elas
restringem o espago de configuragdes. Por exemplo: no problema Kondo aimposi¢éo de alternanciade
cargas no problema de 1 canal € o que impde a normalizag& da constante dielétrica do meio e assim
renormaliza J*. No problema de 2 canais, apenas a carga magnética tem Imposi¢ép. Isso faz com
gue a constante de acoplamento el étrico ndo segja renormalizada. Esse fenbmeno é o responsavel pelo
surgimento do ponto fixo intermediario (com comportamento n&o liquido de Fermi) conhecido como
ponto de Toulouse( veja 0 apéndice C.1).

Ja o processo de fusdo cria particulas de cargas mais altas. Como vimos a equagéo de renormaliza-
¢é0 de re-escala depende do quadrado dessas cargas. 1sso faz com que muitas vezes esse processo sgja
irrelevantes. Por exemplo, narenormalizagdo dateoria de sine-Gordon a cargainicia que existe no gés
de Coulomb € do tipo (0, £2),

S =5+ y/dxcos (Mqﬁ (x))

0 que implica na equagéo de renormalizagéo:

dy(dol’2) =2[1-gly(0,2)
0u sga, g determinaarelevanciaou ndo do operador cos (vejao apéndice C.5). No contexto do processo
de fusdo sdo geradas cargas do tipo (0, £=4), que correspondem a.um operador do tipo cos (v167¢ ().
A equacdo de renormalizagdo dessas cargas €

dy (0,4)
di
oqueparag ~ 1 €sempreirrelevante.

=2[1—4g]y(0,4)

Como veremos a seguir, na rede de Kondo a relevancia ou ndo do processo de fusdo de cargas ira
depender da dimens&o efetiva do sistema.

2.7.3 renormalizacéo darede de Kondo

Seguindo a receita que desenvolvemos no paragrafo anterior, vamos aplicar o grupo de renormali-
zacd ao problema da rede. Como discutimos, as condigdes de neutralidade sdo fundamentais para a
renormalizag&o das constantes de acoplamento, assim ndo devemos esquecer que no problema da rede
de Kondo apenas as cargas magnéticas tem essa restri¢can®®.

19Recapitulando a nomenclatura de Anderson-Yuval, um “par proximo” (“close pair”) é um par de particulas que se
encontra tdo préximo que num passo de RG elas sfo transformadas em uma Unica particul a efetiva.
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| fugacidade | cargas correspondentes (m, ¢) |

y (£1,£1) e (£1, F1)
G (0, £2)
G (£2,0)

Tabela 2.2: notagéo para as cargas do gas de Coulomb generalizado relevantes para o problemadarede
de Kondo.

renormalizacdo da fugacidade

O gas de Coulomb que devemos considerar €
Q; 4 .
Ser =2 7] nfri;| + ibi;ei, (2.46)
i#j
onde;

/432

i = ?m (i) m (j) + g’e (i) e ()

bij = r(e(@)m(j) +m(i)e(j))

Do desenvolvimento que fizemos anteriormente a equagao de renormalizacéo das fugacidades &

dy(m,e)

e = (d— : (’%m2 +g62>> y (m,e)

Substituindo os valores iniciais de x> = (1—2)* eg = 1, vemos que se d = 1 recaimos no
problema de Kondo de 2 canais, e apenas cargas +1 devem ser consideradas. Por outro lado, sed = 2,
temos de considerar as cargasdo tipo (1, 1), (2,0) e(0, 2) (cargasmaisatassdoirrelevantesparag ~ 1
eJ, ~0):

a_ = 2(1 _g)y(072)
Em particular, notamos que para o caso antiferromagnético (J > 0) as particulas y (2,0) sdo rele-
vantes e no caso ferro- irrelevantes. Ja as particulas y (0, 2) sfo marginais.
Para ndo sobrecarregarmos a notag&o, vamos definir a convencédo da tabela 2.2 para as cargas que
serdo importantes na renormalizacéo do problema.
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Qual é a escolher apropriada para a dimensdo d? Devemos nos lembrar da derivacéo da equacéo de
re-escala. Como vimos d esta ligado a identificag&o de parcelas da fungéo de particéo originamente
distintas quando re-escalamos o problema. Temporalmente duas particulas podem estar t&o proximas
guando permitir o cut-off bosbnico. Isso quer dizer que nadirecdo temporal, todavez que re-escalarmos
o problemateremos a identificag&o de parcelas distintas.

limitediluido Nadireco espacial existe uma segunda escala de devemos considerar. Como as parti-
culas estdo “presas’ narede de spin, elas tém uma distancia minima dada por esse parametro de rede.
Se essa disténcia for tal que na nova escala néo hagja a identificac@ de parcelas, d seraigual a 1 por
conta da re-escala temporal (configuragcfes na direcéo espacial conseguem ser sempre resolvidas pelos
modos bosbni cos ainda restantes).

O ( [ ] ) O =20 (.) ©)

Em outras palavras, are-escala do cut-off produz uma mudanca de escala que € sempre menor que
a menor distancia entre os spins. Nessa situac&o a Unica possibilidade de aniquilagéo ou fusdo seria
guando as particulas do “close pair” estivessem na mesma posicéo espacial. Esse sera nosso limite
diluido (ou fase incoerente).

limitedenso O limite oposto é quando temos spins a distancias da ordem do cut-off bosbnico, aisso
chamamos de limite denso (ou fase coerente). Nesse limite podemos esquecer o carater discreto darede
de spins. Na nova menor escala, duas configuragdes espacialmente distintas poder&o ser identificadas
no passo renormalizacéo, o que implicaque d serd 2.

A fusdo e aniquilag&o de cargas pode ocorrer entre cargas que ndo se encontram na mesma posi ¢&o
espacia (vegja fig. 2.8). Note que como duas “world-lines” (de dois spins) estdo a uma distancia
menor gue a hova escala, elas renormalizam para a mesma nova “world-line”, possibilitando a fuséo e
aniquilagéo de cargas em posi¢Oes espaciais diferentes.

No limite denso, 0s spins estdo téo proximos que podemos tratar a coordenada relativa entre um
“close pair” como uma variavel continua.

A partir das equacdes de renormalizacéo das fugaci dades, vemos que precisamos considerar o fené-
menos descritos natabela 2.3.

casos intermedidrios Em casos intermediérios existe um “cross-over” dimensional ndo trivial do
problema. Inicialmente a fisica € dominada pelas equacdes de renormalizacéo do problema diluido.
Enquanto estivermos integrando modos do campo com comprimento de onda menores que a distan-
cia entre 0s spins, estaremos sujeitos as equacdes de renormalizacé do problema Kondo de 2 canais.
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Figura 2.8: passos de renormaliza¢ao que levam namesma configuracéo final. Os circul os representam
avariagéo daescala

‘ (evm) ‘ (lvl) ‘ (_lv_l) ‘ (17—1) ‘ (_171) ‘ (270) ‘ (_270) ‘ (0 2) ‘ (07—2) ‘

1,1 * A 2.0) | (0,2) * —1.1) T,-1)

—1.-1)| 4 x 0,—2) | (—2.0) | (1,-1) X (—1.1) ¥
(1,-1) (2.0) (0,—2) * A * (—-1,-1) | (1.1) *
(—1,1) (0,2) | (—2,0) A * (1,1) * * —1,-1)
(2,0) * (1,-1) * (1,1) * A * *
(—2,0) | (—1,1) * (—1,-1) * A * * *
(0,2) * (-1,1) | (1,-1) * * * * A
(0,-2) | (1,-1) * * (—1,1) * * A *

Tabela 2.3: processos relevantes na renormalizacé darede de Kondo. A significaaniquilagéo de par e

* significa que a carga gerada tem fugacidade irrelevante.
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Se ainda dentro do regime de validade da renormalizacéo, comegamos a integrar modos com com-
primentos de onda suficientemente grandes para que a rede perca o seu carédter discreto®, temos um
“cross-over” dimensional parao limite denso (que teve suas condi¢gdes iniciais renormalizadas).

“flips’ correlacionados

O processo de renormalizag&o cria uma nova entidade no problema da rede de Kondo, as particulas
(2,0) e (0,2). Como veremos a seguir, as equagéo de renormalizagé dessas cargas implicam que no
inicio do processo:

Esse € um processo de 2 spins, que surgiu devido a fusdo de “pares proximos’. Concretamente,
considere o caso de ter as particulas:

Se lembrarmos das defini¢fes das cargas, vamos perceber que a carga magnética esta ligada ao
processo de spin flip, ou seja, uma carga magnética+1 corresponde aum flip down para up e umacarga
magnética -1 aum flip up-down.

Quando temos uma particula (0, 2) elaimplicitamente carrega ainformag&o que ocorreu um par de
flips “proximos” (tanto no espago como No tempo):

= 1

De maneira andloga uma particula (2, 0) significa que houve um par deflips:

H =M1

Em termos de operadores fermiéni cos esse processos sdo descritos pel os operadores

2No processo de renormalizagZo, integramos os modos de alta frequéncia. Se esses modos tém comprimento de onda
menor que a disténcia da rede de spins a renormalizacéo se da de forma “independente”’ para cada spins (fase incoerente),
a partir do instante que comecamos a integrar modos com comprimento de onda da ordem da separagéo entre 0s spins a
renormalizacéo passa a ser coerente.
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d =banda - 4—‘ ------------- ‘—> -----

Figura 2.9: as cargas mais altas geradas pelo grupo de renormalizagéo podem ser entendidas como
“hopping correlacionado” entre as bandas do modelo original.

Op ~ G [0y (2 +0) ¥y (0 +0) U (2) oy %
XSt (x+06) ST+ h.c]
(2.47)
Op ~G [0y (x+0) Uny (¢ +0) U], (@) s (@) X
XS (z+06)S™ (x) + h.c]
onde § é uma disténcia da ordem do par&metro de re-escala (dl). Como esses operadores so gerados
por modos de baixa frequéncia do campo bosonico, podemos aproxima-los por:

Op ~ G [Uhy (@) ¥, (@) 0 (2) Yy x
XSt (x+9) ST+ h.c]

Op ~ G [0l (2) Uny () ¥, (2) Vit (2) %
XSt (x+8)S™ () + h.c.]

No problemade 2 liquidos de L uttinger, esse € 0 mecanismo de * hopping correlacionado”, que éin-
troduzido pelo processo de renormalizagéo (veja apéndice C.5). Um par particula-buraco ou particula-
particula“salta’ de forma correlacionada de um liquido de L uttinger para o outro. Em nosso caso esses
liquidos séo as duas bandas up/down e 0 “salto” é acompanhado por uma inversao correl acionada dos
spinslocalizados. Essainversdo correlacionada € um mecanismo gue gera correl agdes de curto alcance
entre os spins localizados.

Um ponto importante € que as especies (diferentes cargas) séo distinguivels, assm na hora de
calcular afungéo de particéo devemos dividir por fatores estatisticos independentes.

0o 0o 00 yNGMéP N,M,P ) iy
2=2.2.2 Tnnpr 1 (Z/d)

P=0 M=0 N=0 i=1
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Como haviamos predito, 0 modelo puramente bosbnico seria daforma:
7 — *efSOJrf dzy cos (\/?ne(m)) cos(\/ﬁqﬁ(m))JrG cos(\/%qﬁ(x))JrG’ cos(\/%:w(x)) «

gue é a acd estudada em [47, 56, 85] e em [30, pp. 219] no contexto de 2 liquidos de Luttinger
interagindo fracamente por um termo de “ hopping” 2.
Como as particulas (0, 2) e (2,0) ndo tem carga magnética-el étrica, elas ndo estdo sujeitas a condi-
¢céo de neutralidade forte. Contudo deve-se sempre respeitar a condi¢éo de neutralidade total do gas.
Essas cargas mais atas séo equivalentes as interaces de curto alcance entre as componentes z dos
spins que demonstramos no paragrafo 2.6.4. Elas sO apareceram em formas distintas porque estamos
usando bosonizagéo abeliana.

aniquilacéo e fusdo de particulas

Para cal cularmos ainfluénciados processos de fuséo e aniquilag@o narenormalizag&o, vamos passar
para a notac3o em varidvel complexaem lugar de usarmos as variaveis reais da equacao 2.46%:

. LT
In Zij =In |Zz]| + ZgOij — 7,5

_ _ . 3T
Inz;; =1In|z;| — ip;; + i

aij In Zij + Bij In Zij = (aij + 51]) In |ZZJ| + 7 (aij — BZ]) (@ij + const.)

énatural definirmos as novas variaveis (quirais):

aij = oy + Bij

2bi; = iy — By

ou em termo das cargas do gas:

oy =3 (Lo @+ vae @) (Zom () + Ve )

- 2\\g VI
= 5 (o) = Vi @) (Lo ) - vae )
i == —=m(2) —\/ge (2 —m(7) —+/ge
Y2y NG
21~ corresponde ao fato de apenas os diagramas que obedecem a condico de neutralidade forte é que devem ser com-

putados.
2200mo veremos isso serd muito mais conveniente para o célculo que a notago vetorial que usamos no apéndice C.1.
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Quando usamos a neutralidade forte, os termos constantes se anulam?® e a agd se torna simples-
mente:

Sep =Y _aylnzy + By Inz; (2.48)
1>7
Vamos considerar um “par proximo”, ou sgja, as cargas y > x estdo a uma disténcia maior que
[, mas menor que [ + dl. Separamos a agéo em funcéo desse par em trés componentes. S.; =
So + S1 + Sy + St
i) ainteracé@o de todas as cargas menos o par:

5_'0 o Z —+ Z (aij lIlZij—i‘Bij lngij)a

i>j>y  x>i>j

ii) ainteracé@o de todos as demais cargas com o par:

51 = Z (aiy In Ziy + (077 In Zix + Bzy In Ziy + Bzx In Zw) y
1>y

Sy = Z (i In 2y + i In 2y + Byi In Zy; + BuiIn 2)
T>1

iii) ainteragdo entre as duas cargas do par®* :

Sy = gz In 25 + Bye In Zyy,

Definimos a coordenada rel ativa das particulas do par como: z, = z, + s. Dahipétese de que esse

é um “par proximo” ‘Z—Z' € [1, %] Como assumimos dl < 1 podemos expandir o logaritimo em

funcdo de s%°:

S
In z,; = In 2z, + —
T

N S
Inz; & 1nz — —
T

Usando essa aproximagd vamos expandir a parcela da fungéo de particéo que apresenta o “par

2no apéndice C.3 apresentamos essa derivagZo de formamais geral .
%isso é equivalente a“ energiainterna’ do par.
%jsso é equivalente ao que fizemos para o problema Kondo no apéndice C.1:

R
s $Zpi s(cos@ —isinf) SR,

Zei B |Zm|2 B |Rm|

L o=

SXRM'
2

1

_+_
R,;
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proximo” e re-soma-la apropriadamente.

aniquilacdo depar: Seopar (z,y) seaniquila o, , = —a;y € iy = —Fiy.

o Uiy Bm:
-5 (E-2)
i>y Rix Rix
Sz = —SZ (Z[m - %)
Definindo afungéo de aniquilagéo:
. aix_@ . Oéxi_@ . aim_&

z
1>y v T>1

re-escrevemos a agaép como:
gef = So + SA (x,y) + Sg
Expandindo afungéo de particéo para |s| /Iy < 1:
iS5 i 1 Ins 5” 2
z = e Wetf = gS0goyzIns=fyzIns (1 — sA (z,y) — 5/1 (z,y)” + )

A soma sobre todas as posi¢Bes do par (x,y) é divididaem duas: primeiro a soma sobre todas as
posic¢des do “centro de massa’, denotada por [ dx; em seguidaa soma sobre todas as posi¢oes rel ativas,

denotadas por [ ds.

- < . 2dl
z = /dsdxelseff = %0 /dsea” ln”ﬂ”l“/dx (1 —sA(z,y) — STA (z,9)" + > (2.49)

Os detalhes da integracéo sobre dx se encontram no apéndice C.4. Em termo das funcdes:

5= 5 (Zem 0+ Vi) (Som () - vae )
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o resultado da integracéo é:
5 = efs'eff fdsefaymlnsfﬂWIHE {yZ +GQ +G2+

+7T82 Zi,j;ﬁ(m,y) % <y27l + GQ'YZ + 6273) Yij [ln |Z”| —In L]}

Integrar a parte real das coordenadas relativas € imediata, lembrando que:

Qe In s + By Ins = ay ;. In|p| + 2ib, .
re-escrevemos aintegral:

1

us lo+dl
- ds sPe—e Ins—fByzIns _ l ? d —2iby,z ’ d
l s sPe =3 pe D
0 0J— lo

jus
2

P—ay,z -
P ’ %dl/ dgoe_ziby””‘p

0 s

2

sendo que aintegral angular € definida de —% a 5 porque as cargas haviam sido ordenadas. Existem
dois casos distintos?:

se by, = 0:

™

dl / " dpe e — 1l

NE]

seb,, # 0.

dl / * dperitnre = g S (Tha)

Y,z

TR

Devemos ainda somar a configuragéo

de cargas idéntica as que restaram, mas que nao continha o
par préximo:

2= e~Sess {1 +di {y2 +G?+ G+
T Y e 3 (%92% + Gy + GQ%) Yij [In [2i5| — In L] }}

Para concluirmos a renormalizag@o precisamos apenas re-exponenciar essa Ultima expressio®’ e
perceber que 0 acoplamento entre as cargas foi mudado para:

%se 0 spin conforme fosse inteiro(|«| = 1) isso nos levaria simplesmente acondi¢& § (b, ).
270 termo constante pode ser desprezado por ser de ordem mais alta. Ele corresponde a um termo com fugacidade na

poténcia N, mas com apenas N-2 particulas. O que em termos préticos quer dizer que a entropia configuracional que ele
carrega é facilmente compensada quando as fugacidades sdo pequenas.
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Gij = Gij +

wldl (sin (27k)
2 21K

0 que imediatamente implica na equag&o de renormalizagdo do acoplamento:

?JQ% + é272 + GQ%) Yij

n in(27k) K2 —g2 2 A
ding _ _ri (—S Iy 4 G gGZ)

fusdodepar: Agoraqgue jasabemos como renormaliza o acoplamento das cargas ao retirarmos uma
par particula-antiparticula, devemos considerar 0 mecanismo oposto. Na rede de Kondo “pares proxi-
mos’ podem se fundir nos seguintes processos.

(L)e(-1,1) = (0,2)
1L, ®(1,-1) = (0,2)
(+1,-1)®(0,2) = (£1,1)

(-1, 1) @ (2,0) = (1,+1)

Quando isso ocorre:

o+ = 5 (Lom (04 Ve () (2 (m 0) +-m 0) + Ve )+ €)

1/ & : : ~ ~
o o = 5 (Zom )+ Ve (1)) (VB (@) =

Definindo a particula decorrente da fuséo por:

5’1 = Zi>y (dw In RBxi — ;_;O[zy + Bzz In Zgi ;_iﬁzy)
52 = Zx>z’ (dm In z;; + %ayz + Bm In z;; — %53/1)
Em ordem mais baixa, podemos desconsiderar ostermos em s (que séo da ordem de dl) e expressar
a acdo apenas em termos da carga efetiva:

Sl & Zi>y (ONZM hl Zxi + Blm ln ng>
52 = Zz>i (dm In Zig + Bm In sz)

Se a0 iniciarmos o0 passo de renormalizagd tinhamos N particulas de carga (1, 1) e M particulas
de carga (0, 2) ou (2, 0), apds 0 passo teremos N F 2 dotipo (1,1) e M + 1 dotipo (0,2) ou (2,0).
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A integracéo sobre a coordenada relativa s € idéntica a que fizemos para o caso de aniquilagéo. Ao
resultado dessa integragcé devemos somar a configuragéo idéntica de particulas que obtivemos, mas
gue ja continha a particula fundida antes do passo de renormalizag&o. 1sso nos levaatrés contribui¢coes
de acordo com o tipo de fusdo que ocorreu:

o (£1,£1)® (F1,£1) = (0, £2)

@ =TT 2

ar Y
o (£1,41) @ (£1,F1) = (£2,0)

aa

ar =

o (+1,+1)® (F2,0) = (F1,+1)

dy _ sin (27k)

d - 2 (yG+yé>

equactes do grupo de renormalizacdo para o limite denso

Somando as diversas contribui¢des, as equagbes de renormalizagéo para 0 caso denso sao:

4y (2 -3 (% + g)) y + Soi2rs) (yG + yé)

G _ 2\ A
W—Z(l—%>G+ﬂy2

G =20-9)G+my’

2

K

ding — (sin (2mk) =242 4 ”—;GZ — gG2>

A1k

com as condicdesiniciais.

G=0 G=0

Equagdes estas que séo umageneralizacéo direta (de formaaacomodar o spin conforme ndo inteiro)
das equagdes derivadas por Nienhus em [57]%8.

B As equagdes de renormalizaco do problema de 2 liquidos de Luttinger sfo diferentes das que encontramos aqui. No
apéndice C.5 derivamos essas equagdes usando a expansdo de cumulantes e encontramos os mesmo resultados do trabalho
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2.8 diagramadefasedarededelsing-Kondo

Antes de prosseguirmos para o diagrama de fase da rede de Kondo é instrutivo estudarmos um caso
mais simples:

H=Ycpulig+ 73 S0l T b4y st
i 7 7

Proposto por Sikkema et a. [67], esse seria um modelo para U Ru,Sis. A quebra da simetria da
interacé Kondo se deve a efeitos de campo cristalino.

Vamos considerar o problema unidimensional e linearizar a relagéo de dispersdo. Bosonizando,
mantendo apenas os termos de foward-scattering e normalizando a hamiltoniana pela velocidade de
Fermi:

H=H,+ Z \/g J0,0 (i) S* (i) — yS® (i) (2.50)

Essa é exatamente a hamiltonianado efeito Jahn-Teller cooperativo [29]. O sina de J éirrelevante,
j& que podemos redefinir o campo: ¢ — —, e avaridvel de spin S — —S7, ou seja, os problemas
ferromagnético e antiferromagnético séo equival entes.

De maneiraintuitiva, a hamiltoniana 2.50 tem 2 pontosfixos: J* <« y ey < J*. Podemos mostrar
por teoria de pertubacéo que o campo bosdnico ndo tem gap em nenhum dos dois regimes. Contudo,
ele apresenta um gap de spin nas duas situagoes.

Se aplicamos a rotagéo:

U — ei\/gj S, 0(z)5% (x)
encontramos que a hamiltoniana®® em termos com campo composto €%°:

- J? ; )z
H= H() ry Z S* (Ii—i-l) S* (l‘l) - geil\/ﬁ(%)g(mﬂs—k (l‘z) + h.c.

T2

onde g = 1 eainteragao tipo Ising é ndo-universal®.. Usando os resultados que obtivemos para o grupo

E:2 1—1 G+C g—l y*
dl g g
dG 1

— =2(1- - — 2
¥ ( g)G+C<g g>y

29com as mesmas aproximagoes que fizemos no parégrafo 2.6.4.
300 mesmo resultado pode ser obtido ao calcularmos a agZp efetiva e integrarmos por partes o termo de longo al cance.
3ldepende do procedimento de cut-off.

[30] e nasreferencias ali contidas.
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de renormalizag&o do gas de Coulomb, se J < 27, 0 operador de flip é relevante e 0 sistema apresenta
um gap. Por outro lado, se .J > 27 esse operador é irrelevante.

dy J?
Z_9l1- 21—
dl ( 4n29>y

H, = —J—ZZSZ (i +1) S (i)

gue ordena ferromagneticamente. Na linguagem do efeito Jahn-Teller temos uma ferridistor¢éo e o
campo bosonico ndo tem gap. Essa é afisica correspondente ao ponto fixo y < .J, sendo a magnetiza-
¢ por sitio méxima.

Faltaresponder qual a estrutura magnética quando estamos naregido de relevancia dosflips. Nesse
caso g renormaliza para zero enquanto y aumenta. A transi¢do € uma Kosterlitz-Thouless tradicional
em torno de J = 2. Do ponto de vista do gas de Coulomb, o sistema renormaliza para um plasma
de cargas que comecam a sofre blindagem, abrindo um gap no campo composto (bosons + spins).
Desprezando o termo ndo-universal, ja que a fisica de baixa energia é dominada pel os termos de longo
alcance, o model o efetivo que encontramos é simplesmente:

Hef = _yZSm (Z)7

gue corresponde a fisicado ponto fixo .J < . Ou sgja, os spin alinhados na direcéo =.
A natureza da transicéo € similar a transi¢é Kosterlitz-Thouless, ja que corresponde a quando 0s
operadores de inversdo de spin passam de irrelevantes para rel evantes.

2.9 diagramadefase darededeKondo

Encontrar os diagrama de fase magnética dos spins com os resultados do grupo de renormalizagcéo
ndo € uma tarefa trivial. Como usamos bosonizag&o abeliana, tratamos de forma diferente a compo-
nente z das componentes transversas do spin. Engquanto correlagdes de curto alcance transversas nos
spins renormalizados so geradas por fusdo de particulas, correlagdes nadirecéo = aparecem através da
aniquilagéo destas. Dessa forma ndo existe uma fugaci dade associada a esse mecanismo.

Se re-examinamos 0 processo de aniquilagéo, percebemos que podemos escrever essas correlagdes
na direcd z como func¢éo das demais fugacidades. Basta simplesmente fazermos o point-splinting da
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Figura 2.10: diagrama de fase do modelo Jahn-Teller cooperativo (ou cadeia de Ising-Kondo). A
regido 1 corresponde a um ordenamento nadiregéo » e aregido 2 ao ordenamento na direcdo x. Nesse
diagrama J ndo esta normalizado pela velocidade de Fermi.

parte fermionica dos operadores que estamos aniquilando. Ao procedermos dessa forma encontramos
mais um operador de spins renormalizados:

. 2
0, ~ 2 (G2 - GZ) S* (z +6) S* () + %5— (x +6) §* (x) + hec.,

gue é a contra-parte dos operadores gue aparecem na fusao.
A hamiltoniana efetiva que surge com esse quadro de operadores €:

H= Hy+Y;2 [CNJZ — GQ] S% (j11) S7 (z;) + y cos (v2mgo (z;)) VTR g ()

[GeNW(wﬂ + %] St (2541) S~ () + GV T G+ (o) ST () + hc.

com as condi¢desiniciaisG = G =0eg = 1.
Como haviamos comentado, no inicio do processo de renormalizacéo a fisica de baixas energias da
rede é governada pelas equagdes de renormalizacdo do problema Kondo de 2 canais™®..

dy 1 (K2
A T
i-(=3(5))s

32derivadas do apéndice C.1.
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substituindog = 1 ex = (1 — £):

Essas equagdes apresentam um transi¢2o tipo Kosterlitz -Thouless® em torno de .J, = 0. Parauma
rede ferromagneética, as fugacidade sempre decresce, ou seja operador de inversao de spin €irrelevante.
Ja para o caso antiferromagnético, encontramos o ponto fixo intermediario (ponto de Toulouse) em
J, = m. Nointervalo J, € ]0, 2| afugacidade cresce e esse processo pode nos levar para fora da
regido de validade do grupo de renormalizag@. Assumindo gque isso ndo ocorre antes de entramos no
regime denso, a fisica de baixas energias passa a ser controlada pelas equacdes de renormalizagéo da
rede densa:

dy 1 /K2 sin (27k) ~
W_( _§<?+g))y+TQ(G+G> (2.51)
dG K7\ A 2
— =2(1-—|G+my (2.52)
dl g
% =2(1—g)G + 1y’ (253)
dlng __ (sin () i =g 5 K ng) (2.54)
dl ATk g Y

Essas equacfes sdo ndo lineares, sendo dificil a obtencéo de uma solucdo analitica. Contudo pode-
mos perceber que a condicéo:

2

% Yg>4 (2.55)

faz com que as quantidades ¢, y e G renormalizem para zero, entanto G cresce. Em funcéo de .J, o
critério de irrelevancia 2.55 corresponde a

Bygafig. 2.1.
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J J
Z>144/49—-g%2 ou £ <1— /49— g2,
™ ™

em particular, para o caso de férmions ndo interagentes, g = 1:

J, S,
?>1+\/§%2.7 ou ?<1—\/§%—0.7
Dentro dessa regido, a hamiltoniana efetiva que surge € hamiltoniana de Heisenberg XXZ ferro-

magnética:

H=Ho+) —2G*S" (1j11) 57 (1;) + G [S* (2531) S~ () + 5™ (2;) S~ (wj11)]
J

Nesse caso 0 estado fundamental do sistema seria ferromagnético. Correspondendo as duas regides
denominadas como ferromagnéticas nos diagramas numéricos (figuras 1.3).

Esse mecanismo de ordenamento € muito parecido com o mecanismo de “ double exchange”: como
fazer um flip corresponde a um processo de alta energia, ja que o operador € irrelevante no sentido
da renormalizag&o, os férmions originais aumentam sua energia cinética quando ndo ha kinks, o que
implicano ordenamento ferromagnético.

Um calculo semelhante para a obtengéo desse ordenamento , mas baseado na deformagéo das re-
lacdes de comutacdo bosbnicas, foi feito por Honner e Gulécsi[36]. Em [37] esses autores também
interpretaram esse ordenamento como semel hante ab mecanismo de “double exchange”.

Um ordenamento ferromagnético dos spins faz com que as velocidades de Fermi das banda up e
down sejam diferentes, o que nos obriga a mudar nosso formalismo. E importante lembrarmos que
estamos extrapolando o fluxo de renormalizag&o para obtermos esse resultado. Ou seja, em cada passo
do grupo de renormaliazag&o esse ordenamento ndo existiu, sendo que o que estamos observando é a
suatendéncia. Exatamente por isso ndo temos acesso atoda a fisica dessa regiao[ 74].

Vemos que atransicZo® é similar atransicdo Kosterlitz-Thouless, ja que € uma generalizago ime-
diata datransicéo Kondo do problema de uma Unicaimpureza.

A pergunta que devemos nos fazer agora é qual a natureza das regides do diagrama em que o
processo de inversdo de spins € relevante. As equacdes de renormalizac@ para essa fase sdo tais
gue as 3 fugacidades atingem a ordem 1 simultaneamente. Ou sgja, a inversdo de spins simples e
correlacionada desestabilizam o liquido de L uttinger para 0 campo composto. Esse tipo de argumento
pode ser usado para justificar ainclusdo de umainteragdo direta entre os momentos localizados, o que
nos levariaa um model o efetivo tipo Heisenberg-Kondo[ 28, 92].

Resolvendo numericamente as equagdes de renormalizagdo, vemos que o fluxo de renormalizacéo

34 apresentada como as linhas que separam as regides 1 e 2 nafigura2.11.
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3.0

J2nt

n

c

Figura2.11: diagrama de fase da transi¢céo ordem/desordem da rede de Kondo ani sotrépica com férmi-
ons ndo interagentes. Nesse diagrama, .JJ* ndo esta normalizado pela velocidade de Fermi.

LW ] v [ G | G |G-G]
10,1/2[ | > 400 | = 400 | = +o0 | <0
11/2,1] | > 400 | =400 | = +00 | <0
11,3/2[ | > 400 | =400 | = +00 | >0
]3/2,\/5[ — 40| =400 | =2 +0| >0
]\/§,+oo[ — 0 — 0 — 400 >0

Tabela 2.4: comportamento qualitativo do fluxo de renormalizacéo.

apresenta o comportamento descrito natabela2.4. Mostrando que sempre um dos dois campo composto
ordena.

Existem alguns pontos do espaco de parametros que simplificam um pouco as equagdes equagdes
de renormalizac@o e nos permitem ganhar algum entendimento da fisica dessa fase. O primeiro caso
importante € quando nosso problema se torna completamente analogo ao problema de 2 liquidos de
Luttinger, ou sgja, quando .J, = 0 ou J, = 27 (|k| = 1). Essas duas linhas se relacionam pelarelacéo
de simetria:
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No diagrama 2.11 elas corespondem as duas linhas vermelhas. Se considerarmos o caso g (0) = 1,
podemos integrar as equacdes de renormalizagio e encontramos™:

quando y, G e G acangam a ordem de 1 somos obrigados a parar 0 processo de renormalizagéo em

torno de:
2
[~In|—],
<|J¢|>

isso define um comprimento caracteristico para o problema que € dado por:

21 ( 2)
a~2ln{— ag,
7))

onde a, € 0 parametro de rede bosdnico. Esse comprimento seria o equivalente do comprimento Kondo,
0 qual muitasvezes éinterpretado como o comprimento danuvem de Kondo. O balanco preciso entre as
cargas el étricas e magnéticas impede arenormalizagéo de g. Fisicamenteisso pode ser entendido como
afrustracéo entre a tentativa de ordenar as cargas el étricas e as cargas magnéticas simultaneamente. O
guadro que surge € bastante peculiar. Apesar de termos um plasma de particul as, ndo existe blindagem
das cargas. Isso implica que todos os comprimentos de correlagéd do campo composto séo leis de
poténcia, ou seja, um campo Ndo massivo®. O ponto de transi¢&o ordem-desordem do modelo de Ising
com campo transverso € muito similar a essa fisica[44]. O Unico ponto no espaco de pardmetros em
gue 0 campo composto nNdo tem gap € exatamente nessa transicép. A similaridade com o modelo de
Ising no campo transverso € ainda reforcada pelo fato de y renormalizar mais lentamente na regido 2
do que naregido 3. Ou sgja, aregido 2 corresponderia a umafase com parametro de ordem ndo nulo na
direcéo z, enquanto aregido 3 teria esse parametro de ordem nulo.

35 Para 0s casos com interagZ, essas linhas de "transicio" se generalizam para |k| = g (0).

360 surgimento de um gap no espectro pode ser caracterizado através de fungdes de correlagip exponencial mente de-
crescentes. Na forma de gas de Coulomb do problema de sine-Gordon, essa fisica é caracterizada na regido de relevancia
da fugacidade porque as cargas comegam a sofre efeitos de blindagem o que faz com que a interago logaritmica passe a
ser de curto alcance. Em nosso problema percebemos que isso ndo ocorre, como 0 Sistema apresenta compostos de carga
el étrica e magnética nunca as cargas conseguem ser arrumadas de forma a blindar as duas interag@es simultaneamente. Ou
sgja, sempre haveriam funcdes de correlag@ de campo de longo alcance o que indica que ndo hé o surgimento de uma gap
de spin.
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A outra linha do diagrama de fase que simplifica as equacfes de renormalizacé € o ponto de
Toulouse de Zachar, Emery e Kivelson [91]. Como x = 0, a hamiltoniana efetiva nesse ponto &
rigorosamente:

H= 5,2 (6= 6] 8 (ay0) S° () + 57 1) +

GST (241) S™ (25) + GST (2j41) ST (25) + hec.

Otermo em G tem umafisicabastante clara, ele corresponde ao termo XY do model o de Heisenberg
ferromagnético. A fisicado termo em G é andloga, SO que para 0 modelo de Heisenberg antiferromag-
nético. Quando um par de spins vizinhos esta alinhado ferromagneticamente, eles contribuem com G
para a energia do sistema. Ou sgja, enquanto o operador em G induz flutuagBes ferromagnéticas, o
operador em G induz flutuacdes antiferromagnéticas. Escrevendo a hamiltoniana efetiva em termos
dos operadores S* e SY, reconhecemos que estamos trabalhando com o modelo XY Z com um campo
magnético aplicado nadirecéo .

H = Zj 2 [éQ - GQ] S*(xj41) S* (7)) +yS® (z;) +

(S£G0) 5% (w140) 7 () = (E5) S (2341) ¥ (1)

H= 7 >;2 [G2 - GQ] 0% (zj41) 0° (7;) — 2yo™ (z5) +

~ 2 (1.2
— (S5 0 (2501) 0" (2) + (522 ) 0¥ (210) 0¥ (1)

O modelo sem campo magnético aplicado é exatamente solUvel pelo ansatz de Bethe [8], corres-
pondendo ao modelo de 8-vértices. Sem o campo, as quantidades que definem a fase do model o sdo:
_ S _4(62_G2) _Jy _ G-G+y? . ~ .
A== e el =7 == Gy Se resolvemos numerlceamenteasequa(;o&s derenormaliza-
¢éo, e pararmos arenormalizacdo quando y = 1, obtemosque G + G ~ 1. 1sso nos coloca proximos na
fronteira entre a fase ordenada ferromagneticamente e a afase desordenada. Se por outro lado conside-
rarmos apenas o termo de Ising com campo transverso nos encontramos na fase desordenada modelo.
Apesar de ndo termos uma solucao exata, € intuitivo que a combinacéo desses dois mecanismos torne

0 sistema desordenado, ou segja, estamos dentro da fase paramagnética da cadeia de Kondo®’.

Obtivemos que a regido 1 do diagrama 2.11 é ordenada ferromagneticamente, com parametro de
ordem (0*) = 1. Nalinha de Zachar-Emery-Kivelson, obtivemos que esse par@metro de ordem é
nulo, (%) = 0. Além disso, encontramos duas linhas que so transi¢cdes de fase quanticas para o

3"mesmo que o sistema ordene no plano (devido ao termo de campo transverso), ao retornarmos a base original de spins
0 sistema sera desordenado porque 6 é desordenado.
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campo composto. Essas transicdes sdo muito similares a transicd ordem-desordem do modelo de
Ising no campo transverso. 1sso nos faz acreditar que a regido 3 do diagrama corresponde a fase
paramagnética do model o, enquanto aregido 2 a umaregido com magnetizagdo z ndo nula, mais ainda
ndo saturada. Como todas as transi¢des so continuas, o parametro de ordem cresce monotonicamente
como fungéo de J, naregido 2. Intuitivamente isso € consistente com a interpretacé que haviamos
dados aos operadoresem G e G. Em 2, G > G, o que implica que as flutuacdes ferromagnéticas
dominam o sistema. Por outro lado, em 3, G < G o que implica na existéncia de fortes flutuagdes
antiferromagnéticas. O pior cenario é alinha de Toulouse, que como vimos ainda é desordenada.

Esse quadro é consistente com os diagramas de fase numéricos paraarede de Kondo isotrépica(veja
figura 1.3). Nos dois casos (ferro- e antiferro-) aregido denominada de ferromagnética tem parametro
de ordem (o*) = 1. No caso da rede de Kondo ferromagnética, a regido denominada IC apresenta
(o) # 0, crescendo como fungdo de J. Para a cadeia antiferro- a regido (o*) # 0 corresponde
a peguena linha entre os simbolos vazados e os simbolos cheios, enquanto a regido paramagnética,
obviamente, tem parametro de ordem nulo.

O que estamos argumentando € que existem duas transi ¢des continuas no diagrama de fase do pro-
blema da rede de Kondo, exatamente como no modelo Jahn-Teller. A primeiraé a generalizagéo direta
da transicéo Kosterlitz-Thouless, correspondendo ao momento em que os operadores de inversdo de
spin se tornam relevantes, nos tirando da fisica de “double exchange”, e mudando a classe de univer-
salidade da hamiltoniana efetiva. A segunda transi¢éo seria a generalizagd da transicéo continua do
modelo I1sing com campo transverso: 0 modelo efetivo, gerado nafase em que os operadores de flip so
relevantes, sobre umatransicéo de fase quéantica. Se tudo isso € correto e pode ser generalizado paraa
rede de Kondo isotrépica, talvez a grande dificuldade de se caracterizar numericamente a natureza da
transi¢céo desse model o pode estar associada ao fato dessas duas transi¢des no caso antiferromagnéticos
existirem muito préximas.

Finalmente, parece razoavel propor que o modelo efetivo para os spins deva ser do tipo XYZ com
um campo.

Como ultimo lembrete, devemos ter sempre em mente que estamos trabalhando apenas com os
termos de “foward-scattering”. A inclusdo dos termos de “back-scattering” pode mudar os pontos
fixos gue obtivemos, como ocorre no modelo de 2 liquidos de L uttinger.

2.10 quebradesimetria

O modelo de Kondo original é isotrépico: J, = J, = J,, com simetria SU (2). Ao fazermos
bosonizacéo abeliana escolhemos uma direcéo preferencia e por conta disso era natural trabalharmos
em um modelo anisotropico: J, # J, = J,, com simetria U (1). Para podermos tratar o problema
através do grupo de renormalizagé fomos forgados aimpor que | J,| = |J,| < 1.
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Como vimos, o termo de acoplamento Kondo no plano XY é um operado com spin conforme +1.
Vimos que se pode decompor o0 acoplamento Kondo na direcd Z em duas partes: a primeira introduz
uma interacéo de curto alcance entre os spins na diregéo Z, enquanto a segunda modifica a dimensao
e 0 spin conforme do operador na direcéo transversa. Ao fazermos isso, a simetria XY é quebrada
em nosso modelo efetivo. 1sso se mostra nas equagdes de renormalizagcd como o fluxo distinto das
quantidades G e G. Mesmo no campo composto, a simetria XY é restaurada ao longo do fluxo de
renormalizagd quando x = +1% e quando o operador de dimensio andmala se tornairrel evante.

Em particular, o modelo efetivo que encontramos para a linha de Zachar-Emery-Kivelson levaem
contatodas essas “ quebras de simetria’ para o campo composto. Na base original, tinhamos um opera-
dor com spin conforme 1 e um sistema de spins com simetriaU (1). Ao fazermos nosso mapeamento
no campo composto, mostramos que poderiamos descrever a fisica desse modelo como um conjunto
de trés operadores de spin conforme zero, mas pagando o prego de quebrar asimetriaU (1) dos spins.
Por conta disso, a renormalizag&o nos levou a0 modelo XY Z, em lugar do mais intuitivo XXZ. Essa
guebra de simetria esta relacionada a existéncia de correlacdes antiferromagnéticas de curto alcance
nessa regido do diagrama de fase, que séo simuladas no modelo efetivo através da quebra de simetria.

Bfazendo com que o spin conforme sgja +1.



Capitulo 3

Ansatz de Bethe e a Cadela de Heisenberg

Ostrabal hos que originaram o estudo dos sistemasintegraveisforam os de Bethe[ 10] e Onsager[59]
amais de meio século. Nele, Bethe propds uma forma para a estrutura das fungdes de onda do modelo
de Heisenberg de spin % A partir desses trabalhos pioneiros se abriu um mundo compl etamente novo
para a fisica-matematica e a fisica tedrica em trabalhos como os de Orbach, Yang, Baxter e Faddeev
[60, 88, 8, 24]. Em muitos sentidos este tem sido um campo muito amplo e inovador, ligando areas
gue aparentemente ndo tinham correlacéo. Por exemplo, quando se poderiaimaginar umaligacéo entre
sistemasintegraveis, ateoriade nos e teorias de Gauge tipo Chern-Simon[83]. Todo um novo ramo da
algebrafoi aberto, sendo conhecido pelo nome “exotico” de grupos quanticos (os trabal hos de revisdo
de Takhtgjan[72] e Chang[16] sdo 6timas referéncias).

Trabalhos iniciais a respeito das consequéncias da integrabilidade sobre a dindmica remontam ao
inicio da década de 80. Contudo entre 1996 e 1998, uma série de traba hos revelou um possivel com-
portamento andmal o nas prorpi edades de transporte de carga e spin desses sistemas ([ 11],[94]-[54],[52]
e[9]). Um outro trabalho muito interessante, [61], prépos uma especulacéo mais gera que a anterior:
sistemas que se desviam do compostamento ergddico levam a propriedades anbmal as de transporte.

N&o € nenhum exagero falarmos que existem dois ansatz de Bethe. O ansatz de Bethe funcional,
gue é baseado na idéia original de Bethe. Este consiste em propor uma fun¢éo de onda e achar as
condi¢des para que ela sgja um autoestado do sistema. Por outro lado, existe 0 ansatz de Bethe alge-
brico que é baseado nas equacBes de Yang-Baxter e tem sua formalizagdo conhecida como método do
espal hamento inverso quantico. Apesar de ser mais versétil do ponto de vista matemético, o ansatz de
Bethe algébrico € extremamente incoveniente para a construcéo das fungdes de onda. Historicamente,
0 ansatz de Bethe algébrico, teve sua origem no estudo da equacéo de Schddinger ndo linear.

O modelo ndo trivial mais simples que é integravel segundo a formulag&o de Bethe € o modelo de
Helsenberg-Ising de spin % ou modelo XXZ:

93
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N
HHeisenberg = Z {’] (Szxszx—i-l + Sf/Szerl) + JZSZZSZZ-H} ) (31)
=1
N
Ho=J. ) {a(S7Sfy + S!Sl ) + 57 St} (3.2)

=1
Para o0 model o de Heisenberg, o caso antiferromagnético na fase néo critica correspondea 0 < a <
leJ > 0. Coma = 0 temos 0 modelo de Ising e para o = 1 o antiferromagneto isotropico. O
Hamiltoniano Hy, foi estudado por Orbach em [60].

Uma série de artigos de Yang-Yang, de 1966, unificaram a notagé&% do modelo XXZ. Em [86] eles
estudaram as propriedadesde H yr¢isensery € Mostraram que atransformagéo unitarial (eg. 3.3) aplicada
a Hpeisenberg tornairrelevante o sinal de J para a determinagao do espectro. Com isso, pode-se estudar
simultaneamente o caso ferro- e anti-ferromagnético.

U=]]s;. (3.3)

HHeisenberg (J7 Jz) - UHHeisenberg (_J7 Jz) UT,

onde o produtorio é tomado sobre os sitios impares da cadeia e usamos A=- é .

Por conta disso é conveniente definir uma segunda parametrizacd da hamiltoniana:

N
1 1
Hy = —H, (J,J.) = Z{—5[5f5f+1 +SYSY | + ASPSE ]+ hS?), (3.4)
=1

Nesta hamiltoniana o caso antiferromagnético na fase ndo critica corresponde a A < —1. Para
H,, Yang-Yang[88] demonstraram que para I, existe solugéo do tipo ansatz de Bethe para o estado
fundamental de uma cadeia finita e derivaram as propriedades da energia do estado fundamental por
sitio numa cadeiainfinita[87].

Existem dois casos limites interessantes: 0 modelo de Ising, que ocorre quando J=0; e o0 modelo
XY, quando J, = 0. Para cada um desses limites, existe umaforma mais conveniente de expressarmos
a hamiltoniana. Em termos praticos, isto nos leva a duas formas distintas das equac@es do ansatz de
Bethe e por isso vamos definir o que chamamos de duas representagcdes da hamiltoniana de Hei senberg:
aprimeira, chamadade representacdo de Orbach, corresponde a hamiltoniana(3.2), enquanto a segunda
chamaremos de representacéo de Yang, (3.4).

Se aplicarmos a transformagéo de Jordan-Wigner na hamiltoniana XXZ e temporariamente esque-
cermos as condic¢des de contorno, chegaremos a
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Hy=2)" { (q.trlci v of ciﬂ) A (nijams) + 2Ani} n NTA, (3.5)

ou ha representagé de momentos e ao tomarmos o limite termodinamico:

Hf:ZQtCOS(k)nk—f— Z 20(5(k1+/€2—k3—k4)+5(k1+k4—k2—k3)).
k k17#k2,k3Fka

O que nos faz perceber que as interacéo entre os férmions sdo da forma de colisdes el asticas entres
eles. Essaéaidéacentral do anstaz de Bethe como apresentaremos a seguir.

3.1 formulacao do ansatz

O ansatz de Bethe, apesar de ser uma técnica muitacomentada, € pouco conhecida pela maioriados
fisicos de matéria condensada. Isto ocorre pela diversidade de abordagens. Como haviamos colocado
na introducéo, na realidade existem dois ansatz de Bethe: 0 ansatz funcional (ou analitico) e o ansatz
algébrico. Do ponto de vista matemético, o ansatz de Bethe algébrico é muito mais elegante, se ba-
seando nas matrizes de espalhamento de pseudo-particulas e nas suas relacdes de comutacao (através
da equacdo de Yang-Baxter). Por outro lado, o ansatz funcional apresenta vantagens praticas para a
construcéo dos autoestados da hamiltoniana. No préximo paragrafo apresentamos uma derivagé mais
conceitual que ausual® para o ansatz the Bethe funcional, com particular interesse no modelo de Hei-
senberg. Em seguida apresentamos 0 ansatz algébrico e o espectro de baixa energiada cadeiano limite
termodinamico.

3.1.1 ansatzde Bethe Funcional

Considere uma hamiltoniana 7 de férmions interagentes. Chamaremos de V' 0 espaco de Hilbert
dessa hamiltoniana. Sobre este mesmo V), atua uma hamitoniana #, de férmions ndo interagentes de
forma gque, no limite em que as constantes de acoplamento entre as particulas vai azero, H = H,. De
maneira generica, chamaremos essas constantes de acoplamento por A.

Se, ao ligarmos adiabaticamente a interagéo entre as particulas e se para todo autoestado de H,,
|1), houver uma curva, v (A) , continuaem V, tal que |¢ (A)) é um autoestado de H (A), temos 0
que é conhecido como um liquido quéntico[77]. E um fato bem conhecido que para dimensdes > 3
ateoria do liquido Fermi € uma boa aproximagéo para valores de A suficientemente pequenos. Em
sistemas de baixas dimensionalidade (d=1 ou 2) as flutuagdes quanticas seriam téo fortes que a hitétese

1que se encontrano apéndice D seguindo areferéncia[40].
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de continuidadedey (A) poderiaser violada. Em dimensdo 1 as caracteristi cas fisicas sdo t&o diferentes
gue o0 model o efetivo de baixas energias € conhecido como liquido de L uttinger. Descrevemos bastante
sobre o conceito de liquido de Luttinger na primeira parte desse texto. Em particular, entendemos que
as excitacOes elementares em dimensdo 1 sdo pseudoparticulas bosdnicas de compostos fortemente
correlacionados dos “férmions’ inicias.

Deformaexplicitano conceito de liquido estd a continuidade das funcfes de onda como func¢éo dos
paramentros de interacé. Conceitualmente 0 ansatz de Bethe ndo é muito diferente disso. Em vez de
supormos que para um autoestado de 7, com m férmions existe uma aplicagé continua que leva |1)
em | (A)); vamos supor que existe uma aplicagéo projecéo , tal que m estados de 1 férmion podem
ser levados em 1 autoestado de m férmions.

De maneira axiomatica, nossas hitéteses sdo:

e Um sistema de m férmions sera caracterizado por m pseudo-momentos: {k, ..., k. },

e existe umaaplicagéo, , tal que:

™ (Z ®|ki>) = |k, .., ko)

Finalmente podemos definir o anstaz como o diagrama comutativo:

Vey XM yeyp

ﬂl JW

Yy — VYV
H
Figura 3.1: defini¢do do ansatz de Bethe em termos de um diagrama comutativo.

Ou sgja, quando existir umaaplicagdo 7, tal que aagéo de H sobre 0 espago de recobrimento V ® V
forigual aagé de H sobrew (V ® V) = V, 0 hamiltoniano admite soluc@o tipo ansatz de Bethe.

Apesar de ndo parecer evidente, existem algumas diferencas importantes entre a filosofia de liqui-
dos e ado ansatz. Se um auto-estado do sistema ndo interagente é ndo degenerado, obviamente ao
introduzirmos umainteragco perturbativa, obteremos o mesmo resultado pelas duas técnicas?. Essaéa
razéo para que o ansatz de Bethe e os métodos de teoria de campo concordem no que se refere ao esta-
do fundamental e funcdes de correlac@ a temperatura nula. Porem se observarmos o comportamento
de sub-espacos degenerados do hamiltoniano livre, veremos que em geral a transicéo para o sistema
interagente é descontinua. Imagine uma curva, no espaco de Hilbert da hamiltoniana, parametrizada
pelainteracéo entre as particulas. Especificamente para o model o de Heisenberg podemos mostrar que

2supondo que ndo haja cruzamento de niveis.
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0s autoestados de maior peso na algebra SU(2) no ponto isotropico percorrem um caminho continuo
no espaco de Hilbert até o sistema néo-interagente. Na literatura do ansatz de Bethe esses estados séo
conhecidos como estados regulares e obrigatoriamente correspondem a solucdes reais das equacdes de
Bethe. Ou sgja, esse sdo 0s estados que se comportam segundo a nossa defini¢éo de liquido quantico
de particulas. De forma oposta estados que pertengcam a um sub-espaco degenerado no hamiltonia néo
interagentes tém suas curvas descontinuas em torno no ponto ndo interagente. Esses estados corres-
pondem a estados ndo extremais na dgera do SU(2) no ponto isotropico e se dividem em dois grupos:
ostipo tripleto, que tem todos os momentos de Bethe reais, e 0s tipo singleto, que sdo as solucdes com
momentos complexos. As solugdes que tem momentos de Bethe reais sGo conhecidas como solucgdes
tipo onda de spin (SWC-spin wave class), enquanto as com momentos complexos s&o conhecidas como
strings.

Parailustrarmos o uso do diagrama comutativo, vamos escolher como exemplo o modelo de férmi-
ons sem spin:

H(A) = i {(CLAC. +CICon) + A (rina) } (36)

r=1
com condi¢des periddicas, ou anti-periodicas.
Cny1=CrouCny = —C)

Na notagdo que haviamos definido anteriormente:

N
Hy = ) CL.Co+ClCoy,
r=1
N
H(A) = Hy+ A (ngsng).

r=1

Pertencem ao espago V3 os estados criados a partir do véacuo fermidnico, |0), pelos operadores C'f .

E um resultado trivial que H,, pode ser diagonalizado por uma tranformaco de Fourier. Definindo:

N
1 .
Cl=—=> e*cy,
= 52

encontramos que H,, pode ser escrito como:

SA dimensiiodeV é2V.
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Hy, = Z 2 cos [k] ny,
k

k1, km) = ] CLI0),
=1

onde definimos o operador de nimero do espaco de momentos daformausua: n, = CZCk. As condi-
¢Oes periodicas, ou anti-periddicas, determinam que:

27
N

ondel; éum inteiro paraas condi¢des periodicas, ou um semi-inteiro para as condi¢des anti-periodicas.
Assolugdesde 1 corpode H e Hy tem aforma:
ki) = C}.10).

Iremos tratar inicialmente do problema de dois corpos:

k1) @ |k2) — |k, ko).

A formamais trivial que = pode assumir € o produto, mas como a interacéo € definida no espaco
real € importante pensarmos em 7 sobre este espaco:

k1) @ |ko) = C};l 0) ® CZ2|()> — Zei(k1x+k2y)0£|0> ® C;|0>

x7y
= (CI|o) ® Cf|0)) = Cic]io)

Contudo, se usarmos as relagdes de anticomutagdo dos férmions, encontramos uma contradi¢éo:

ciclo) = —¢jcijo) = —n~ (Cjl0) ® CHJ0)) = —7 (C1]0) ® C}[0)) = ~CLC{]0).
A maneira de resolvermos isso € introduzirmos uma“ ordem normal”. Assim, se X<y:

= (Cl|o) ® Cf|0)) = cicto),

por outro lado se y<x:
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m (CHlo) ® Cf|0)) = —CiCT|0).

Ao aplicarmos essa defini¢éo de  sobre |k1) ® |k9), encontramos:

T (|k’1> ® |]{72>) _ Z (ei(klx-i-kzy) _ ei(k1y+]€21')) C;C;|O>,

<y

gue é a solucéo de dois corpos de H, no espaco real:

k1, ko) = Cf CY|0).

|sto nos mostra como generalizar = para H. Considere enté&o 7 definido por:

o SEX<y:

™ (Cllo) ® C}10)) = Al clcyo),
o Sey<X:

™ (Cllo) ® C}10)) = Ay clcyo),
® SEX=V:

™ (Cl0) ® Cfl0)) = 0.
O que nos levaa uma funcéo de onda no espaco real, daforma:

T (|k1> ® |k2>) — Z (Aggl,kz)ei(karkzy) _ Ag’il’kQ)ei(klerkzI)) C;O;|O>

<y

Se impusermos a comutatividade do diagrama, encontramos as condi¢des sobre A 5’;1 *2) g Aé’? k2)

k1 k:
Agll ?) — e—i(,o
k1 k: g
A
Assin (k25k1)
ki,ky) = 2arctan 2 .
<10( 1 2) [COS (kQ-;kl) — A cos (k)Q;kl)

Finalmente, impondo as condig¢des de contorno, quantizamos 0s momentos &:

Nk = 2nly — ¢ (k1,k2) ,
Nky = 2nly — ¢ (ko, k1),
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onde {I;, I} sdo inteiros para as condi¢des periddicas das cadeias e semi-inteiros para as condi¢des
anti-periodicas. Generalizar esse procedimento para um nimero maior de férmions € imediato. Por
exemplo para 3 férmions:

m(CHoy® choy @ Ctloy) = Alp=Roictioloy,sex <y <
= Ag’ig’“%’“”cjc;cyo), se z<z<Uy;
= Ag’gll”“2”“3)c*;0;0;|0>, sey <z <
= Agg’k%ks)C’;C’;C’yO), se y<uz<z;
= Ag;ll’k%k?’)C'lC';C'yO% se z<y<um;
_ A%lz,kz,ks)cl(j;c;m), se x<z<y,

= 0O,se x=y ou T=2 ou Y=z,
e afuncdo de onda daforma:

([ Agg§7k27k3)ei kix1+koxo+ksxs _|_ ] W
(k17k27k3
Aspy €

( )

) pi(k1z3thaa +kazs)

AW k2k3) ik 2s+kawe+hawt)
) i )

) pi( )

_|_

_|_

321
|w> = Z 9 A(kI,kZ:k?)

r1<x2<T3 %13
kl 7k2 7k3
Azo €
)

Agggk%]% ei(k1£v1+k2év3+k3$2 J
\ L

t
LI ko

r1<x2<T3

ei kix2+kox1+kaxs

i(k1x3+kax2+kaz

~ +

Ao impormos as condi¢ds de contorno e a comutatividade do diagrama, encontramos:

Nkl = 271'[1—(,0(]{71,]{72)—(,0(]{71,]{73),
Nkz = 271'[2—(,0(]{72,]{71) —@(kg,kg),
ng = 271'[3—(,0(]{73,]{71) —@(kg,kz),

De maneira geral, paraum numero arbitrario, m, de férmions:

Nkl = 27T[Z — Zg@ (I{IZ,IC]) s
i#]

W) = Z Z (—1)Pexp [_Z‘ng(ka,kﬁ,A)] exp [z (Z kpﬂ@-)] H CL|0>,

r1<x2<...<xm P 1 <2<...<Tm
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onde P significa o grupo de permutacdes de m elementos e a soma nas ¢ € sobre as transposi coes
necessarias para levar a permutacé@o P na identidade do grupo ( (—1)P corresponde a paridade de P),
e I; sdo inteiros para as cadeias de condic¢des periddicas e semi-inteiros para as cadeias de condicoes
anti-periodicas.

O fato dos férmions n&o terem nenhuma simetria interna simplifica consideravelmente o proble-
ma. Na linguagem do espalhamento inverso, as matrizes de espalhamento das pseudo-particulas séo
apenas fases ( ¢'¥ ). Dessaforma ndo ha problema em expressarmos o espal hamento de varios corpos
em termos do espalhamento de 2 corpos. No problema geral para que possamos fazer isso, € necessa-
rio introduzir a hipétese adicional: que a agebra das matrizes de espalhamento obedeca as equacdes
de Yang-Baxter (EYB). Em certa medida se pode reverter o argumento e a partir de uma algebra de
matrizes que obedecam as EY B, podemos construir um model o integréavel a moda de Bethe.

Quando estamos tratando da cadeia de Heisenberg temos duas abordagens para o problema. Na
representacéo de Orbach, trabal hamos de forma direta sobre a cadei as de spins e chegamos as equagdes.

Nk, = 27rJz+Ze(kuk])a
J#i

0 (ki kj) = 2arctan1[ sin (ki;k])

[
on (52 -x ()

onde J; é um inteiro para a cadeia de condi¢des periddicas e um semi-inteiro para a cadeia com condi-
¢Oes anti-periddicas. A funcdo de ondatomaaforma:

y= Y. > exp

r1<r2<...<xm P

D 9“““’%’“] [ (Z’fﬂ I s

k:a<k35 r1<29<...<Tm

Por outro lado na representagc& de Yang da hamiltoniana de Heisenberg, uma transformagéo de
Wigner-Jordan nos leva a uma hamiltoniana fermidnica daforma:

N-1
NA
H, = 2 ; {(C,-THC% + C'Z-TCZ'_H) + 2A (nip1ng) + 2An; + T} n

2 (CI One™ 2= 1 O e ™ 05" M 4 9A (nyny) + 2AnN) ,

Assim se estivermos estudando um subespaco com um nimero par de férmions, seremos levados a
uma hamiltoniana fermionica de condi¢des anti-periddicas. Por outro lado, se for um nimero impar de
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férmions, entdo teremos uma hamiltoniana fermiénica de condicdes periddicas. Usando os resultados
anteriores somos levados as equagdes do ansatz:

Nk =21l = > o (ki k),
i#j
onde I; € um inteiro para um numero impar de férmions, e semi-inteiro para um nimero par. Para
retornarmos aos operadores de spin, devemos simplesmente lembrar que naforma das fungdes de Bethe
esta embutida uma “ ordem normal” dos operadores fermionicos e aplicar a transformacéo de Wigner-
Jordan:

wy= Y Y (1) exp [—ing (ka,k[g,A)] exp [2 (Z kijj>] T siin.

r1<22<..<Tm P T1<22<...<Tm

onde | f) é 0 estado ferromagnético | || .... ).

3.1.2 ansatzde Bethe Algébrico

O anstaz de Bethe algébrico é baseado no método de espalhamento inverso quantico (MEIQ). Ele
surgiu como uma tentativa de unificar os sistemas integraveis sobre uma grande estrutura tedrica, cujo
principal ponto de sustentac& sdo as equacdes de Yang-Baxter (EYB). Muitos artigos de revisdo e
livros podem ser encontrados nesse assunto, tais como [23] e [40]. Nesse parégrafo faremos uma
apresentacéo rapida do método para a cadeia de Heisenberg (e 0 model o fermidnico associado).

equactes de Yang-Baxter

Como vimos a idéia do anstaz de Bethe para uma cadeia de férmions sem spin constitui-se de um
conjunto de m pseudo-particulas que “ ndo interagem”. O espahamento entre as pseudo-particulas
€ dado apenas por uma fase ( ¢ (k;, k;) ). Este quadro se modifica inteiramente quando adcionamos
possiveis simetrias internas as particulas (por exemplo o0 spin ou de maneira geral uma cor). Durante
0 espalhamento de duas pseudo-particulas a troca de cor passa a ser possivel. Na linguagem da teoria
de espalhamento, existe uma matriz de espalhamento S;‘]ZJ (ki, k;) que troca as cores das pseudo-
particulas com momentos k; e k;. Nafigura 3.2, escrevemos isto de forma diagramatica.

Nesse instante devemos nos perguntar se 0s processos de espalhamento de muitos corpos podem
ser fatorados em processos de espalhamento de dois corpos. Se admitirmos isso para nosso Ssistema,
vemos que um processo de espalhamento de 3 corpos pode ser decomposto em duas formas diferentes,
veglaasfiguras3.3e 3.4.



3.1. FORMULACAO DO ANSATZ 103

Sa a (kl,k ) o, o

Figura 3.2: forma diagramética da matriz de espalhamento.

Por uma quest&o de consisténcia da fatoragéo, devemos impor que os dois processos de espa ha-
mento tém de ser equivalentes. Em forma diagramética isto nos leva as “relagdes triangulares’ (veja

[8]).

X1 ) €3 o T2 x3
X X2 X3 = T T2 Z3
X1 ) €3 o T2 x3

X1 ) €3 o T2 x3

Figura 3.3: equacdes de Yang-Baxter

Qg 6%) Qg 8%
, aq 03]
052 al =
: a; y
3
(6%} ; a
Qg
6%) Q3 Qg Qs

Figura 3.4: relacbes triangulares

Ou em formatensorid:

So“al (1, ko) S (kl, ks) Sa, a,, (Ko, k) = SO‘ZO‘2 (K2, k3) Sa,la}, (ky, k3) Sa, a,, (K1, ko)

I A7 !
a1a2a3 a1a2a3

Esta equacao é conhecida como equacéo de Yang-Baxter. Ela foi inicialmente derivada em dois
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contextos diferente: por Yang no estudo do gas de bdsons com repulséo 4, e por Baxter nos modelos
de vértices. Ficaclaro agui o ponto de conex&o entre a teoria de model os integraveis e a teoria de nés.
Nateoria de nés néo orientados no R3, existem trés tipos de movimentos permitidos, conhecidos como
movimentos de Reidemeister. A projecéo no i? do terceiro movimento de Reidemeister é formalmente
analoga a equacé de Yang-Baxter. Isto permite o uso de invariantes topol 0gicos de nos (como por
exemplo o polindmio de Jones) e varias técnicas de calculo tensorial generalizado[83] no estudo de
sistemas fortemente correl acionados.

método do espalhamento inver so quantico

O problema inicial que vemos ao tentar construir o ansatz de Bethe algebrico para 0 modelo de
Heisenberg, é que em principio ndo existem as matrizes de espalhamento que discutimos no paragrafo
anterior. Contudo podemos escrever uma matriz de espalhamento abstrata:

!

SO = Sw; (Voo
J

= ij AN o! ® o’
J

onde o7 s30 as matrizes de Pauli, 0° é aidentidade e \ é conhecidade como pardmetro espectral. Com
essa matriz de espalhamento podemos definir a matriz de transferéncialocal:

L,(\) = ij (N o! @0,

Para cada escolha dos parémetros w; estaremos trabalhando com um modelo diferente (veja por
exemplo [40] ). O caso mais ssimples € a hamiltoniana XX X. Para ela a matriz de transferéncia local
tem aforma

A+ io2 oy
Ly ()\) = T i 2 |
o, A— 3o,
onde o, e o, sdo definidas por:

ot o, + ia%’

n

2

_ oy — 10y

o, = ———
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Em suaformalocal, a equacéo de Yang-Baxter se escreve como:

R(A=p) (L (A) © Ly (1)) = (L (1) ® L (A) B (A = 1),

onde amatriz R tem aforma:

1 0 0 0
0 b(A A) 0
Ry | P e o |
0 c¢(\) b(A) 0
0 0 0 1
comb (\) = 1% ec()) = 145 Definimos entéo amatriz de monodromia:

Tv (A =Ly (\)...Li (\) =

Ax (A) Bn (M)
Cx(A) Dy(A\) |

A partir daformalocal daequacéo de Yang-Baxter podemos mostrar que:

R(A=p) (Tx (N) @ T (1) = (Tov (1) @ T (A)) R(A = ) -

O que nos leva as relagfes de comutago:

AW By () = By (0 Ay () - DES By A, @D
Dy () B 1) = B (1) Doy () = 3 =3 By () Do (1)

Além disso, identificamos que a matriz de transferéncia, Ty (A\) = Ax (A) + Dy (), estarelacio-
nada com o hamiltoniana isotropica de Heisenberg para uma cadeia de N sitios pela equagéo:

1] d NJ
HN = ?aln [TN ()\)] |)\:% — 7[N7 (38)

A matriz T' recebe 0 nome de matriz de tranferéncia por razdes historicas. suaprimeiraaparicéo foi
no modelo de vértices, onde ela representa a transferéncia entre colunas da rede quadrada[8]. Por 3.8,
o problemade diagonalizar H é equivalente adiagonalizar T', o que pode ser feito através das equacgdes
3.7.

Note que se considerarmos o estado ferromagnético, |f) = | 1 ... 1) :
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ool = (A1)

Dyln = (A-3) 10,
ey = 0

Podemos verificar que um autoestado da forma:

|¢> = |)‘17---7)‘m> = By ()\1)---BN ()‘m)|f>a (3.9)
serd uma autoestado de 1", sujeito ao sistema de equacdes:
i\ N m .
Ai — % A — )\j —1
. = _ 3.10
(Ai+§) Ai—Aj+i (3.10)
J=1
J#i

Usando a definicéo de H em termos de 7', temos que o0s autovalores de H sao escritos como:

m

J 1
h(A1y ey Am) . ; T
Daequagéo 3.9 ndo é um absurdo definirmos os operadores By (\;) como os operadores de criagé
de uma onda de spin ou magnon (excitagcéo ferromagnética). O operador de criagd de um spinon
(excitag@o anti-ferromagnética) também pode ser escrito em funcdo de By ()\;) como veremos mais
adiante.
As equaces 3.10 podem ser levadas nas equacdes que obtivemos anteriormente no contexto do

ansatz de Bethe funcional, basta identificarmos:

o _ At
A —

Iy

N[,

Para 0 modelo XXZ, esses resultados se modificam bastante. Iniciamente devemos definir A =

cos [2n]. Apesar daforma geral da matriz R ser a mesma, suas entradas se modificam para b (A, n) =

sin[27)]

D] €€ (A\,n) = :ER ;Z} . Isto implica que as equacdes agora séo da forma:

[mu&+nqN: fistr—&+2m

sin (A\; — ) i sin (A, — A; — 2n)’

E a expressdo da energia é
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- NALy [m_ sin (A —m) _sin(; +n)]
2 = sin(Aj+n) sin(\; —n)
ik — sin (A + 1)
~ sin(A—n)’

3.1.3 solucbes das equacdes do ansatz

Resolver as equacfes do ansatz geralmente ndo € uma tarefa facil. Para cadeias finitas, somos
inevitavelmente levados a solugdes numéricas. Para o limite termodindmico podemos estudar algumas
propriedades das solugfes de forma analitica. O ansatz de Bethe termodinanico é por si sO umagrande
area de estudos e um bom artigos de revisdo nessa area € de [71]. Para podermos definir as excitagcdes
elementares da cadeia anti-ferromagnética (spinon) vamos apresentar alguns resultados que podem ser
obtidos no limite termodinadmico. Finalmente, apresentaremos solu¢des numeéricas para cadeias finitas
e discutiremos os problemas que encontramos.

anstaz de Bethe no limite ter modinamico

cadeia ferromagnética Nesse caso o estado fundamental é trivial:

1 ... T), ou narepresentacao fermionica|0)

N
1)

1f) =
Sfotal|f> =

As primeiras excitag@es ocorrem quando S;,,[v) = (4 — 1) |¢). Estas sdo conhecidas como
magnons, ou ondas de spin. A equagéo do ansatz para este caso tem aforma:
2m
k=—I
N Y
assim no limite termodinadmico, k£ € |—m, | ou ]0, 27|, dependendo das condic¢des de contorno. No

caso da representacdo de Orbach, a energia se escreve:

E=Ey+2(1—acoslk]).

Do ponto de vistado ansatz algébrico, o operador By (\) é o operador de criagéo dessas excitagfes
da cadeia ferromagnética, ja que ele cria esse estado a partir do vacuo (ou sgja, 0 estado ferromagnéti-
CO0).
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) = By (WIf),
lim [¢) = lim By (A)[)

N—0

O passo seguinte é estudarmos as excitagdes de dois corpos, isto & S, |v) = (5 — 2) |) (se-
guiremos as referéncias [60] e [40]). Escrevendo as equacdes do anstaz, temos na representacéo de
Orbach:

{hzﬁ%ﬂ+%h

k2 = —7‘9%1]’/\;2’(1) =+ 2%]2

Se em um primeiro momento s6 admitirmos solugdes reais para {k1, ko } , 0 (k1, ko, ) élimitadaa
valores entre -r e 7. Logo:

k=201
lim PN
Nooo | oy = % L
E aequagéo da energia sera

E=FEy+2(1—a«acos[k])+2(1 —acos ki),

correspondendo dessa forma a solucdes de magnons livres (pela aditividade da energia). Isto nos leva
a seguinte definigéo:

Um estado pertence a classe de estados do tipo onda de spin (SWVC), se e sO se todos 0s
seus pseudomomentos forem reais.

As solugdes de Bethe complexas tem caracteristicas muito diferentes:

N(lﬁ + kQ) =27 ([1 + _[2)
N (kl — kg) =20 (kl, kQ,Oé) + 27 (]1 — ]2)

Devemos impor contudo que k; = £} de forma que o momento total sejareal. Assim se conside-
raamosque/; = I, =1:

0 (k1, ko, ) = p(ki, ka, @) + 11 (ki k2, @) , peyp funcoes reais



3.1. FORMULACAO DO ANSATZ 109

v =27
ZNy = p(kl, kQ,OZ) + 277[) (]{71, ]{72, a)

Logo p = 0, e sustituindo a defini¢céo de ¢/, encontramos a equagéo:

¢ sinh gy 1 +e Ny
- = _27’
B — coshy 1—e Ny
onde 8 = a cos z. Setomarmosagorao limitede N — oo, podemos dizer que, com precisao exponen-
cial, temos:

e Y =acosz.

O que nos permite escrever a energia desse autoestado como:

E:E0+2(1—a2c082x).

Esse solucéo € conhecido como estado ligado de 2 magnons, e tem energia menor que a energia do
estado livre. Por abuso de linguagem, esses estados sdo chamados de |ocalizados, porque ao escrever-
mos as amplitudes de Bethe:

a(ny, ny) = emtmleylnam),

mostramos que os spins ou férmions tendem a se aproximar. Fisicamente estes estados correspondem a
formagéo de regidesferromagnéticas no caso da cadeia de Heisenberg e aformagao de pares el etronicos
ligados que andam juntos sobre a cadeia fermionica®.

O caso geral de estados S, |v) = (5 — m) |¢), foi estudado por vérios autores. Em [33], Grif-
fiths mostrou para o caso isotropico na representacéo de Orbach, se o conjunto de inteiros que entram
nas equagdes de Bethe for tal que:

Iy > I; + 2,

entdo todos os pseudomomentos so reais e o estado € do tipo SWC. Para a cadeia anisotropica ndo
existe um resultado analitico, mas todos os casos de sistemas finitos indicam queisto também é verdade
nessa situacéo.

Para 0 caso geral de estados ligados é conveniente passarmos para as equacdes em termos do pa-
rametro espectral. No artigo [23] e no livro [40], é demonstrado que para a cadeia isotrépica, com
precisdo exponencial, as solugdes tendem ater aforma de strings:

4gue tem a energia mais baixa que a dos estados livres porque estamos trabal hando com um potencial atrativo.
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Aoy =T +ip, p=—M-M+1,.., M —1, M M inteiro ou semi — inteiro

Esta é conhecida como hitétese de strings, ja que apenas um argumento de contagem?® diz que, no
limite termodinamico, elas, juntamente com os estados livres, formam umabase do espaco de dimensdo
2V . Contudo, uma andlise mais refinada das equagdes mostra que essa hitétese tem validade limitada (
[76] ), podendo-se demonstrar que para N finito a solucéo ;. = % sO évdidase:

2| << V/N. (3.12)

| sto tem importancia fundamental para o espectro do caso antiferromagnético, ja que uma das exci-
tacOes elementares do problema se enquadra nessa condic¢éo.

cadeia antiferromagnética As excitages da cadeia antiferromagnética séo consideravelmente mais
complicadas que as da cadeia ferromagnética. Por isso faremos uma exposi¢éo breve, onde citaremos
os resultados fisicos mais rel evantes. Para uma analise maior desses resultados, sugerimos [23].

O primeiro passo para estudarmos o espectro antiferromagnético (ou interacéo repulsiva entre os
férmions) é deterimanarmos o estado fundamental do sistema. Desde os primeiros trabalhos de Bethe
e Hulten, sabe-se que o estado fundamental antiferro- corresponde a um conjunto de % momentos de
Bethe reais (logo do tipo SWC ) distribuidos simétricamente em torno de O (ou 7 dependendo das
condicdes de contorno) com S}, = 0. Em seus trabalhos, Yang-Yang demonstraram que este estado
€ um singleto. Na representac@o de Orbach da cadeia de Heisenberg, devemos escolher os inteiros:

(I} = {1,3,5,...N — 1},

janarepresentacdo de Yang:

{I]} = {_Imaxa _Imax + 17 ceey ]max - 17 [ma,x} a]max - T

Pode-se considerar dois conjuntos de excitagfes elementares. O primeiro chamaremos de tipo tri-
pleto ( em analogia ao caso isotropico), correspondendo a um estado com S7,,, = 1. O segundo
chameremos de tipo singleto, corresponde a um estado com S; ,,, = 0. Os estados tipo singleto corres-
pondem a solugdes tipo string das equacdes do ansatz com p, = %6 , enguanto que os do tipo tripleto
correspondem a solugdes do tipo SWC’. Em [23] e em [24] discute-se amplamente que ambos os tipos

SVgja por exemplo: [42], [43] e [23]. De maneira explicita, nos artigos de Kirillov, o autor enfatiza que o célculo do
numero de vetores de Bethe se baseia na conjecturando provada que para cada coleg&o de inteiros (ou semi-inteiros), existe
um Unico vetor de Bethe.

6pelo menos 2 pseudo-momentos complexos conjugados - No caso isotropico A = + %

"todos 0s pseudo-momentos reais.
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de excitagBes correspondem a solucdes a dois parametros. Isto levou Faddeev e Takhtadzhyan a dizer
gue as excitagfes elementares da cadeia antiferromagnética isotropica, correspondem a dois estados
elementares que ndo existem individualmente. Com isso uma onda de spin antiferromagnética de spin
1 ( no caso do tripleto) seria, na realidade, a composi¢éo de duas ondas de spin de spin % gue n&o
podem existir separadamente. Cada uma dessas ondas de spin % € chamada spinon. Isto pode ser visto
claramente no limite termodinémico:

lg) = HBN (Aj) |f), eo estado fundamental da cadeia antiferro—,
j

) = HBN(uj)|f),eumestadodotripleto

J

) = H By (1) [ [ Bx* (\3) lg)

J

= exp {N /Oo In[Bx (A) pr (V) dA]} exp {—N/Z In[By (A) p () d)\]} |9)

o0

onde p, e p sdo as densidades de solugdes /. e A;, no limite termodindmico. Usando que os operadores
B comutam:

) = exp [N [ By () () = o) dA]] ).

o0

Finalmente pode-se mostrar que:

P = p (V) = 5 (0 (A= ) 0 (A= 1)),

tal que \; e \, parametrizam o estado tripleto e o (\) satisfaz a equagdo integral de Cloizeaux-Pearson:

1 e » R 1
To (A) = g/ G (&) e ™Mdg, 5 (¢) = 1o

Dessa forma podemos definir os operadores de criagéo de spinons como:
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) = e | [ mBy W O-2)+o (=) ] 19

o0

— exp U_OO In[By (\) o (A= Ay) d)\]} exp Uoo In[By (A) o (A = A2) dA]] |g)

oo —00

= Bkink ()\1) Bkink ()‘2) |g>

Asintegraisque definem By, (\) s80 divergentes, sendo apenas o seu produto bem definido (dessa
forma levando a interpretagé de que elas ndo podem existir individual mente, mas apenas aos pares).
Argumentos similares podem nos levar aum resultado andl ogo para as excitagdes tipo singleto. Contu-
do néo se consegue fatorar 0 operador em duas excitacfes el ementares ( 0 que é razoavel, jaque setrata
de um estado ligado ). Existem evidéncias experimentais que esse quadro de excitacdes elementares de
spinon pode ser encontrado em diversas temperaturas®,

Devemoslevantar alguns problemas aderivagcéo de By;,,,.. Em primeiro lugar, elafoi feitaexclusiva-
mente para a cadeia isotropica, mostrando que, de umamaneira geral se conhece pouco das excitacoes
elementares da cadeia anisotrépica. Em segundo lugar, os operadores By (\) sdo operadores nilpo-
tentes. Dessa forma, seu logaritimo ndo esta bem definido. Finalmente, devido a condicéo (3.11), o
estado singleto sO pode ser definido de maneira geral no limite termodinémico, o que traz problemas
nadefinicéop do limy_, [1; B (A)) -

Um resultado operacional muito importante do limite termodinamico que ainda néo foi mencionado
€ adivergéncia entre as energias do estado fundamental ferromagnético e do estado fundamental anti-
ferromagnético. Se chamamos de H.., 0 espaco de estados da cadeia, pode-se definir um sub-espago,
H.y, que corresponde a todos os estados com uma diferénca de energia finita em relagéo ao estado
fundamental antiferromagnético. Por essa definicéo, este sub-espaco corresponde aos estados fisicos
da cadeia antiferromagnética.

Jim (EY —E)) = «a, comafinito (3.12)
!
N EN
. )\ — . g
RN T AN

Em [24] e [23], os autores associam esses subespaco com uma classe de estados do ansatz, M ;.
Pertencem a esse sub-espaco, um mar de solucdes do anstaz tipo strings de comprimento 0 e 1 e um nU-
mero finito de solugdes de string maiores. Em outras palavras, esto incluidos um continuo de solugdes

8Pode-se ver em [18] que no material quase undimensional Cu-F-Cu esse quadro é adequado para temperaturas entre
40K e 250K.
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do tipo trileto e singleto, discutidos acima, e um nimero finito de outros tipos. A imagem fisicamente
desse quadro € muito simples: solucdes tipo string correspondem a formagéo de regides ferromagné-
ticas na cadeia. A formag& de um doéminio com comprimento macroscopico corresponderia a uma
excitacd com energia infinita. Por isso devemos considerar apenas dominios com comprimentos mi-
croscopicos na cadeia termodinamica.

O niimero de estados com essas caracteristicas € da ordem de N2, enquanto o nimero total de
estados é 2.

solucBes numéricas

Estados do tipo SWC podem ser facilmente encontrados com uma variacé do método de Newton
pararesolver sistemas ndo-lineares acoplados.

O verdadeiro problemaresume-se aencontrar as solugdes com momentos complexos. Em principio,
uma nova variante do método de Newton capaz de tratar com variaveis complexas seria a agéo |6gica.
Contudo solugdes tipo string ndo podem ser alcancadas dessa forma, (em geral, algumas das equactes
ficam singulares). E necessério impor aformade string aum determinado niimero de pseudomomentos,
simplificar as equagdes e entdo procurar pelos pseudomomentos restantes. 1sto nos leva a um trabalho
guase que artesanal. Outro fator delicado é gque, sobre o plano complexo, a sensibilidade a solucéo
tentativa inicial dos pseudomomentos € atissma. Isto torna as solugdes complexas que ndo sdo da
forma de strings muito difiiceis de serem encontradas.

Finalizando a lista de problemas, a condic¢éo (3.11) nos diz que solugdes do tipo string podem n&o
ser vélidas para cadeias finitas. Porém, paratoda cadeia finita os pseudomomentos:

k = t+ioc0,

s80 solucgdes da equacéo de Bethe. Contudo ao tentarmos construir os autoestados, o produto dos
operadores By (%) By (—%) é 0 operador nulo:

() ()0

Isto faz com que um importante conjunto de autoestados do hamiltoniano antiferromagnético néo
possa ser construido. Resultados bem explicitos da incompleteza das solucdes de Bethe podem ser
encontrados em [66].

_i
2

Na cadeia termodinamica, esse quadro se modifica. O operador B tem suas entradas proporcionais
a2". Logo, quando N— oo, ficamos com uma indeterminacéo do tipo 0x oo, sendo de crenca geral
gue essa indeterminacéo € bem definida. Dessa forma, o ansatz seria completo nessa situacao.

Pictériamente, podemos entender isso da seguinte forma: para toda cadeia finita a acdo dos opera-
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doresB (i%) geraum par de spins que andam juntos na cadeia:

| ~11~)

No resto da cadeia, andam solugdes de um corpo tipo onda de spin:

| ~1e)

Quando uma onda de spin encontra um par ligado, ela obrigatoriamente tem de ser refletida, ja que
0 hopping € de primeiros vizinhos. Nesse sentido teriamos para as ondas de spin uma hamiltoniana
efetiva com condicdes de contorno aberta. No limite termodinamico, isto passa a ser irrelevante, jaque
os efeitos do par estariam no contorno.

3.1.4 ansatzde Bethetermodinamico

A hipétese de strings é fundamental para o calculo de propriedades termodindmicas via ansatz
de Bethe Por exemplo, nos trabalhos de Takahashi e Suzuki [69, 70] encontramos o calculo do calor
especifico abaixas temperaturas supondo essaforma de solugéo e fazendo algumas consideragdes sobre
a paridade e ordem dos estados.

Existe um método independente hipbtese de strings para o calculo do calor especifico. O Thermal
Bethe Ansatz (TBA - [45]) ou Quantum Transfer Matrix (QTA - [53]), utiliza as simetrias damatriz de
transferéncia do modelo de 6-vértices para calcular afungéo de particéo da cadeia de Heisenberg.

modelo de 6-Vértices

A histéria dos modelos de vértices € bem antiga. Eles surgiram dentro da fisica estatistica classica
para modelar o calculo da entropia configuracional de cristais em 2 dimensdes. Apenas nas décadas de
50~60 que se constatou suas ligagfes com model os quanticos de 1 dimensao[ 8].

Os model os consistem em numa rede quadrada, onde representamos a interagéo entre &omos vizi-
nhos através de pequenos dipol os el étricos:

/]\

A cada configurag& de um vértice se atribui um peso de Boltzmann e assim se define a fungédo de
particdo do problema. Como estamos em um problema estatistico classico, podemos escrever a fungéo
de particéo do sistema a partir da matriz de transferéncia de linha ( ou de colunas):
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Z =T\ m]",

em uma rede quadrada de de M-linhas e N-colunas.
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No modelo de 6-vértices se obedece a chamada regra de gelo (ice rule). Em cada vértice existem

sempre duas setas entrando e duas setas saindo (possibilitando assim 6 configuragdes).

pesos de Boltzmann \ configuragdes de vértices
_ T \J
- O e LCE S
T |
' T \J
. Vo= e e= o
T |
\J T
1 Vig = « — | V3= —
T |

Tabela 3.2: configuracdes permitidas no modelo de 6-vértices

Existe uma simetria evidente neste diagramas. Uma rotagéo de 90° graus leva os vértices V;; em
Vo, Vo em Vg, € Vi3 em V3. Essa simetria € conhecida como simetria de cruzamento (crossing
symetry) e nos permite relacionar amatriz de transferéncia de colunas com a matriz de transferéncia de

linhas através de umarenormalizag&o dos pesos de Boltzmann.

Como dissemos no parégrafo 3.1.2°, esse model o se relaciona com o model o de Heisenberg através

da derivada logaritmica da matriz de transferéncia:

0

Hy(n) = alnTN()‘an) ;
A=0

onde 7 € umafuncao da anisotropia do modelo de Heisenberg.

thermal Bethe ansatz

Considere a expansdo em primeira ordem da matriz de transferéncia:

0
TN()‘a 77) = TN(Oa 77) + TN()‘a 77) A
a)\ A=0

Usando agora 3.13 em conjunto com 3.14, vemos que em primeira ordem:

1= XHy(n) = T3 (0,m)Tn (X, 7).

9pégina 104.

(3.13)

(3.14)
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A funcéo de particéo da hamiltoniana de Heisenberg € simplesmente:

Zx(n) = tr e e,
onde definimos por conveniénciac = 2(1 — A?). Aplicamos agora a definigéo da exponencial:
X cH M

Atéesse ponto A éarbitrério. Em particular, podemosconsiderar A = %, 0 que Nos permite escrever
afuncéo de particéo:

M—x M

Se assumirmos gue o trago comuta com o limite ( existem argumentos a esse favor - veja [45]),
encontramos que:

Zy(n) =tr lim [TNl(O)TN (ﬁ)]M.

Zn(n) = lim tr {T;l(o)TN (ﬁ)}M.

M—o0 M

No limite em que 2 — 0, os autovalores de Ty (0) T (5¢) sdo altamente degenerados. Contudo,
no limite termodindmico, podemos usar a simetria cruzada da matriz de transferéncia para escrever

a funcédo de particdo em funcd da matriz de transferéncia de colunas e assim tentar levantar essa
degenerescéncia.

N—00 M —00

e 1o ()]
Z = lim lim tr |Ty (0)Ty | —

r N
Z = lim lim tr |T;*(0)Ty (—)]

N—o00 M —00

Supondo agora que os dois limites comutam:

e [rom ()]
Z = lim lim tr |1y, (0)Ty | — .

M —00 N—00 M

A novamatriz T,/ (0)Ths (%) apresentaum gap entre seu maior autovalor e o continuo dos outros
estados. Com isso, em primeira ordem, a funcéo de particdo (e consequentemente a energia livre)
dependem apenas desse maior autovalor de T, (0)Ths (5¢), A}. O problema passa a ser entéo o de
calcular AY;. 1sso pode ser feito usando-se o ansatz de Bethe na matriz de transferéncia de colunas.
Finalmente, devemos fazer um estudo de escala de A para determinarmos a funcéo de particdo e a
energialivre no limite termodinamico.
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Os resultados obtidos com o TBA coincidem com os resultados anteriormente obtidos com a hipo-
tese de stringg[45, 53]. Servindo de “prova’ indireta da validade da hipotese.

3.2 grupoderenormalizacdo da matriz de densidade

Renormalizac& no espaco real[82], foi uma técnica desenvolvida durante os anos 60 e 70 para
calcular hamiltonianas efetivas que considerassem apenas os graus de liberdade rel evantes no modelo.
Formalmente, consideramos o espago de Hilbert das Hamiltonianas H. Definimos sobre elaaaplicagéo:

(I)(HN) = HN+17

onde N € o0 numero de sitios da cadeia (ou de maneiramais geral graus de liberdade). Assim o ponto de
acumulagéo (ou limite) da sequiéncia seria a cadeia termodinamica. A idéia por tras darenormalizagéo
no espaco real é encontrar uma maneira de “truncar” o tamanho do espaco de Hilbert de forma a
preservar afisica do problemaem cada passo. Com isso teriamos uma hamiltoniana efetiva de mesma
dimensao das anterior, 0 que possibilitariaencontrar resultados qualitativos para sistemas muito grandes
apartir da diagonalizag& de uma matriz de baixa dimensao.

Renormalizag&o no espaco real foi usada com sucesso na solugéo do problema de Kondo[81]. Con-
tudo, poucos resultados relevantes foram encontrados em outros sistemas. Quando aplicada a model os
guanticos na rede, em geral 0 método falha por ndo conseguir administrar corretamente as condi¢oes
de contorno.

Sua construcéo é muito ssmples. Considere dois sistema de dimensdes N e N. Gostariamos de
representar o sistema de dimensdo N2 como um produto tensorial dos dois primeiros.

Hg+—> Hss=HsQ Hy (315)

Supomos ent&o que existaum aplicacéo O, tal que:

Hp = O.H,4.0%.

A escolha de O determina o tipo de trucamento que iremos efetuar no espago de Hilbert. Assim se
vamos estudar apenas os estado de baixa energia de H i, seria natural construir O a partir dos estados
de mais baixa energia de H 44, digamos m estados. Como H 4, € um produto tensorial, precisamos
obter apenas os m estados de baixa energia de H 4(de dimensdo N ). Assim O seriaamatriz m x N2,
composta pelo produto tensorial dos m estados de mais baixa energiade H 4.

Apesar de muito elegante e simples, 0 método de renormalizagc& no espaco real falha porque a
escolha dos auto-estado de H 4 para construir O ndo leva em conta efeitos de borda ou de tamanho.
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Para corrigir esse problema White[79] propds na década de 90 o método de renormalizagéo da matriz
de densidade.

3.2.1 método da matriz de densidade

DMRG é a generaizacé moderna da renormalizac&o no espaco real. A técnica foi aplicada com
sucesso em varios casos na literatura:

1. autovalores de energia para redes finitas ou no limite termodinamico[ 79],
2. funces de correlagéo atemperatura nula[34],
3. sistemas ndo integrévels, como a cadeia dimerizada[17].

Na cadeia de Heisenberg, por exemplo, € possivel chegar a uma cadeia efetiva de 70 spins e obter
excelentes resultados para o valor da energia do estado fundamental.

Exatamente como narenormalizag&o em espaco real, apesar de aumentarmos o tamanho do sistema,
nos limitamos a dimensdo do espaco de Hilbert associado.

Retornando a expressdo 3.15, supomos que temos conhecimento do auto-estado |) de H . Dados
0s auto-estados de H 4, |i), gostariamos de descobrir qual a combinagéo linear desses estados para a
construgéo de |¢). Note que este problema é exatamente andlogo da decomposi¢éo de Schimit de dois
atomos em “ emaranhamento quantico” (entangle) em optica quantica. Infelizmente a decomposicéo de
Schimit ndo pode ser estendida para um problema de muitos corpos.

9 =3 vl o 1)

A matriz de densidade reduzida[26] é definida como :

p=D > Wity i) (i'].

ii g
Consideramos agora que exista .um conjunto de m<N kets, {|«)}no espago de Hilbert H 4, tais que
sua combinag&o linear minimizam o erro narepresentacéo de [1)):

) &)y |u) @ 7))

u7j

Definindo o funcional erro:

L= |@Z)>—Zaz’j [u) @ [4) ],

U,J
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aplicando o principio variacional, 0 L = 0,e impondo que (u|u') = §,,,, encontramos que {|u)} Sd0 os
m autovetores de p com maior autovalor. O DMRG consiste ent&o em usar esse conjunto para definir
as transformagdes O, ao invés dos auto-estados de menor energia.

Em [50], os autores compararam resultados exatos do modelo de Ising com campo transverso com
0s obtidos através de DMRG . Em resumo, eles encontraram que “0 DMRG fornece valores extre-
mamente precisos para a energia do estado fundamental [50, 79]. Contudo resultados para fungdes de
correlagéo parecem ser sempre piores que paraaenergia. Aparentemente o método funcionamuito bem
com condi¢des de contorno abertas, em sistemas com condi¢des periddicas 0s erros sao definitivamente
mais fortes. Os resultados parecem ser mais acurados quando longe da criticalidade. E finalmente, a
conservacé de momento ndo pode ser diretamente construida no método”.

3.2.2 entendendo DMRG pela solucéo de Bethe

Como vimos no paréagrafo anterior, os estados escol hidos pelo método de DMRG minimizam o erro
na decomposi¢céo tensorial de dois espacos de Hilbert. Gostariamos de entender esse resultado a partir
das solucdes do ansatz de Bethe, ou sgja, serd que existem classes de auto-estado mais relevantes para
arenormalizagéo do sistema. Para tanto retornamos a cadeia isotrépica de Heisenberg com N sitios.
Dividimos o espaco de Hilbert H, de dimensdo 2%, no produto tensorial do espago do N-2 primeiros
sitios com o espaco dos dois Ultimos:

He=H, Q@ Hy, dimH, =2" 2 edimH, =4
Da defini¢éo damatriz de monodromia (primeiro relatorio pagina 17), vemos que podemos escrever
0 operador de “criagd de magnons’, B(\), como um produto de operadores nos espagos H; e Hy:
BN()\) — AQ()\)BN_Q()\) + B2 ()\)DN_Q()\)

O ansatz de Bethe algébrico nos diz que para uma cadeia com N-2 sitios e condi¢des de contorno
periddicas (assim habitando o espaco H ), temos os auto-estados:

i) = H By o (vf) [fn-2),

onde | fy_2) €0 estado ferromagnético (todos os spins up) da cadeia com N-2 sitios. Por outro lado, 0s
auto-estados de uma cadeia com 2 sitios e condi¢des de contorno periddicas (existindo em H,) sdo:

|f2) = 11) s) = [T} + [{1)
. (3.16)

[=fy =) o) =11 — D)
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Assim, se considerarmos o auto-estado da Hamiltonianade N sitios:

) =[] Bx(A) 1fn)

onde | fy) € 0 estado ferromagnético da cadeiade N sitios, a projecéo (¢| (|vi) ® | f2)) &

Wi @) =T[ (A=3) r-l G 317

l
Se ¢ pertencer a S;,,,, = 0, entdo |v;) deve pertencer a S;,,,, = —1. Pelo mesmo argumento, para
0 caso |—fs), |vi) pertencea sy, ,, = 1. Findmente, para|g) e|s), |y;) pertencea S;,,, = 0.
Dentro desse quadro se considerarmos ¢ como o estado fundamental da cadeia de N sitios, e se

interpretarmos B como o operador de criag& de ondas de spin, podemos entender a equacé 3.17 e o
parégrafo anterior como atabela 3.21.

HN = HN72 ) H2
5 ondasdespin | = % — 1 ondasde sp? n|+ | 1londade spi_n
= | 5 —2ondasde spin + | 2ondasde spin
=| <5 ondasdespin | + 0

Tabela 3.3: renormalizagé@o no espaco real para a cadeia de Helsenberg.

Exemplo: H% = H* ® H?- representacéo do estado fundamental

Nosso objetivo € encontrar a melhor representacéo do estado fundamental da cadeia
de 6 sitios como um produto tensorial dos auto-estados da cadeia de 4 sitios com os auto-
estados da cadeia de 2 sitios.

Na cadeia de 4 sitios, os auto-estados rel evantes para nosso exemplo sao:

lg) estado fundamental
|b) estado 'ligado’
|swl, S%) onda de spin de mais baixa energia

|sw2, S*)  segunda excitacao tipo onda de spin

|sw2, S*)  terceira excitacao tipo onda de spin

|b) é mais energético que |sw1, S?), porém tem energia menor que |sw2, S*). Pela
receita do DMRG, devemos calcular a matriz de densidade reduzida da cadeia de 4 sitios
e encontrar seus auto-estados,|A;), com os maiores autoval ores.
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IAL) A 0,6 [g) + 0,2 [b) + (0,4 + 0,34) |swl, 1)+ 0,2 |sw2, 1) —0,5|sw3, 1) (3.18)

|Ag) ~ 0,9 |swl, —1) — 0,23 [(1 + i) |[sw2, —1) + (1 — i) |sw3, —1)] (3.19)

|A3) =~ 0,9 |swl, 0) —0,33i(|sw2, 0) — |sw3, 0)) (3.20)

Ay & (0,540,32i) |g) + (—0,2+0, 1d) [b) +-0, 7 [swl, 1) —0,2(1+17) |sw2,1) (3.22)

Ou sgja 0s termos dominantes sao:

A1) = [g) [A2) & [swl, —1)

|A3> ~ |SUJ]_, ]-> |A4> ~ |S’U}]_,0>
Esses correspondem aos estados de mais baixa energia, 0 que esta de acordo com a
idéia original de renormalizacéo no espaco real.
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O ponto relevante em 3.18-3.21 é o papel menor desempenhado por |b), apesar de ter menor energiaque
|sw?2) e |sw3), sua contribui¢éo para a construcdo do estado fundamental da cadeia de 6 sitios € menor
que a destes. Podemos interpretar este resultado se lembrarmos que |b) deve conter efeito de tamanho
maiores que os outros estados. Ou seja, DMRG esta mostrando quais séo os estados com menor efeito

de tamanho.
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Capitulo 4

Resultados e Conclusdes

Nesse trabalho apresentamos trés dos métodos mais importantes para o estudo de sistemas for-
temente correlacionados. bosonizagéo, ansatz de Bethe e 0 grupo de renormalizacé. Aplicamos o
método de bosonizag&o abeliana ao problema da rede de Kondo e usamos 0 ansatz de Bethe no estudo
da cadeia de Heisenberg.

No estudo darede de Kondo, o primeiro resultado que obtivemosfoi o mapeamento do problemaem
um gas de Coulomb generalizado. 1sso nos permitiu derivar as equacdes de renormalizacao e extrair
o diagrama de fase. No decorrer do estudo, conectamos o problema da rede com o problema Jahn-
Teller cooperativo e com o problema de 2 liquidos de Luttinger(2-LLs) interagindo por um termo de
hopping. Esse Ultimo esta para o problema da rede de Kondo assim como o problema de impurezas
em um liquido de Luttinger esta para o problema Kondo. O processo de renormalizac@ nos permitiu
identificar o surgimento de correlagdes de curto alcance que correspondem ao fendmeno de hopping
correlacionado no problema de 2-LLs. Finalmente estudamos o diagrama de fase do modelo.

Apresentamos uma visao muito pessoal do ansatz de Bethe. Na cadeia de Heisenberg, mostramos
gue o ansatz de Bethe ndo € suficiente para construirmos todas as func¢des de onda de sistemas finitos,
tanto na forma funcional como com o ansatz de Bethe algébrico. Finalmente apresentamos o método
de renormalizacd da matriz de densidade (DMRG). Mostramos, através da solucéo de Bethe, que o
DMRG escolhe os estados com menor efeito de tamanho para construir 0 passo de renormalizacéo,
enquanto o método de renormalizac& no espaco real proposto por Wilson escolhe de forma menos
sutil os estados a serem usados.
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Apéndice A

DefinicOes e identidades

A.1 funcOesedistribuicdes

A.11 funcéo delta de Kronecker

Deformageral, adelta de Kronecker é definida como:

1l=
5lm: " )
’ 0l#m
com{l,m} € N.

Uma das possiveis representacdes desta distribuicéo tem aforma:

N
2

7 1 2mi(l—m)n
6l,m - llmN%ooN ZN € )
=T

assim, sedefinirmosk = 2*l eq = 2*m e {I,m € N'}, somoslevados arepresentacéo integral:

1 2 .
Ocq = 7 / dz eitk=.

IS

ot

A.1.2 distribuicdo deltade Dirac

Por defini¢éo, afuncéo de Dirac &

6<y—x>={i)° z; Azy}eR

Uma das possiveis representacdes integrais [ 25] tem aforma:
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5T —F) = — /_Oo dl expli(F — 7). 7).

(2m)" J oo
No caso particular de uma dimens&o:

- =5 | " dlexplify — )]

A.1.3 funcéo degrau

Definimos a fungéo degrau como:

Da defini¢&o pode-se mostrar que:

2.0 (x —y)=0d(r —y),

e que:

0,0 (x —y)=—0(zr—y).

A.1.4 funcéosinal
A fung&o é definida como:
1 2>y

Er—-y)=0@—-y)-0(y—1)= 0 z=y ,
-1 z<y

logo:

= (r—y)=-20(z—y).

A.2 identidadesuteis
Listamos aqui algumas identidades Uteis:

e Dadaas condicoeq 79]:



A.3. ALGEBRA SU(2)

sao vélidas as identidades:

e Dadaas condices[78]:
[A,B] —DBe [A,D] = [B,[)] =0,
e f umafuncdo arbitraria, é vdlida aidentidade:
f(A)B=Bf(A+D).

e Teorema de Baker-Hausdorff:

A.3 algebra SU(2)

As matrizes de Pauli sdo definidas como:

10 1 0]
1: O'Z:

R
Lo o

10 i 0]

Os operadores de spin 1 s&o:

Obedecendo a dgebra:

(57, SY] = iS*.

Os operadores de criagéo e destrui¢éo sao definidos como:
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(A1)

(A.2)

(A-3)

(A.4)
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0 queimplicaque:

A.4 coordenadaspolares

APENDICE A

St =8% +iSY
S— =87 —iSY

(S%,87] =-S5,

(5%, 8] = S+.

. DEFINICOES E IDENTIDADES

para o espago de momentos (k,w) eo espagoreal (Ax, At), usamosao longo do texto a convengéo:

k' =pcos(f) )
w = psin (0)

Az =rsin(p)

kAx +wAT = rpsin (6 + @)

;=

dk Ndw = pdp N db

AT =rcos(¢) |



Apéndice B

Bosonizacao e Rede de Kondo

B.1 funcao decorrelacdo de 2 pontos

= < LiG0(1)+iBA(1) e—i&é(z)_iﬁé(2)>

definido:
v=a+8 e f=p-a

separamos a fungcéo em componentes holondmicas e anti-holondmicas:

I =11, = (M=) <€i3<¢(1>—¢(2>>>

11— cos (kAz + wAT)
nfy = - BZ —w+k
11— cos (kAz + wAT)
Inl, =
e Z iw+k
B 1 — cos (kAz + wAT) (O‘ +62>k+iw (6‘2_52>
nl= __Z k k% 4 w?

No limite continuo:

Inl = _L oodk/ood 1 — cos (kAx + wAT) (642—1—&2)]44_2‘&) (d2—52>
T 42 w . —
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_ / dk/ 1 —cos (kAz + wAT)

47r2 k2 4+ w?

a
1 _
B / dk/ cos (kAx + wAT) w
k? + w? k

Se At = 0 imediatamente temos: B = 0. Sem perda de generalidades considere AT > 0 :

T

B = —M arctan (%)

0 que define o spin conforme.

Q2462 [P 1—Jy(rp) A%+ 2 1
A=-— . /Odp ; - (lnA In|r |+O<A2>)

0 que define o peso conforme (conformal weight):

Ousga

; (A) 2h—2iS arctan(ﬁ—f)

Em termos das coordenadas complexas: z1, = A7 + iAx

I am\Z ] TRz %12
|212] Z12
Note que devido a escolha do ramo do logaritimo, a fun¢&o sera univaluada somente se .S for um
inteiro ou semi-inteiro:

112

A 2h—2iS(012+2ﬂ'n)
-

r
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B.2 propagadoresparaarededeKondo

B.2.1 propagador spin-spin

Inicialmente vamos calcular o propagador sobre o campo direito:
)T, fn>72 drdrS* (1) Kig (Ax, A7) S*(2) =

2J2 oa N
= 25 Yvisns Jry A5 (1) S7 (2) X2, PR EN)

47TL[3 Z f dr Zk>0 W, k+zwn

A Ultimaparcela & uma constante correspondendo ao locador, a sua parte imaginéria sera cancel ada
pela parcela proveniente do campo esquerdo. A divergéncia no ultra-violeta € controlada pelo cut-off .
Os célcul os se tornam mais simples se passarmos para coordenadas polares?:

Kig (7“, (10) — % fOA dp fjﬂ dep (1 + 6721'9) etprsin(0+¢)

2 .
= L [(Mdpp (Jo (pr) + =0, (pr)

= L (1= e 29) 8 (rA) — 0 0 (Ar) + 25

2T 272 e 12

De maneira analoga para o campo esquerdo obtemos:

J2 i J2 i
5Jo (A
272 r o (Ar) + 272 r2

Somando os dois resultados, obtemos o propagador spin-spin:

J? A
Ky (r,p) = 5.3 (1—e*%) J1 (rA) —

-~ J? cos (2
Kun (r,¢) + K (r,9) = Ko+ 5 7“(2 ¢)
onde:
§ —J2 A J? cos (2
Ky =25 (1= cos(29)) — i (rA) = 55 7ﬂ(Z ?) 5 (A7)

B.2.2 propagador kink-kink

K, é 0 propagador padr&o do campo bosonico.

lapéndice A 4.
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. ., - kAml wn AT;
3" q () Kor (A2, A7) (1) = 5530005 0(1) 6 () Cpog, o EATHEAT)

5 2 q(i)? k0 T

- kAmm Wn ATim
> a() Koy (Az, AT g (m) = +35 50,0 (1) (1) Yy, 205l en )

I>m
T 2
+i_ﬂ >q (1) Zk>0,wn k(kjiwn)

onde os conjuntos {1, j }, correspondem as coordenadas de flips ocasionados por um boson direito, e
{1, m}, por um boson do campo esquerdo.

A condic¢éo de neutralidade nos permite controlar a divergéncialogaritmica em infra-vermelho que
surge’:

Doa=0= > q@)’=-23 a(i)q

1>]

doal)=0= > q)*=-2> q)q(m

I>m

11— cos (kAz;; + w,AT;j)

>0 (0) Kar (A, Ar) g () = =75 S a1 6) X

i>j i>j £>0,0n ki + iwn
8T 11— cos (AT, + wp ATyy)
ZQ(Z)KZL(AxaAT)Q(m):_L_BZQ(Z)Q(m) P P
I>m [>m k>0,wn
Ou em termos de parte real e imaginaria:
1 — cos (kAx;; + w, ATy) Wn
ZQ()KM(A@" AT)q(j) = Zq Z 12+ w2 (1—l?>
>] z>] k>0,wn
1 — cos (kAxy, + wa ATyy) Wn,
) Ko, (Az, A = 142"
;q o1, (Az, AT) q ;q k;);u P+ o ( —l—zk)

2umateoria escalar em dimensdo 2 é super-renormalizavel[93).
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Em coordenadas polares e no limite continuo:

A /2 1— in (0
> q (i) Kar (r,0) q () = ——Zq (j)/ dp/ dpr=coslrpsin(t + ¢)) (1+1icotd)
i>j i>j 0 —r/2 P
Zq ) Kop (1,0) q = ——Zq (m)/ dp/ i (rpsin (9 + ) (1 —icoth)
I>m Iom 0 —7/2 P

Asintegrais sdo imediatas:

2 NN ™21 — cos (rpsin (0 + AT (o
——ZQ(Z)CJ(J)/ dp/ df (rpsin (6 + ¢)) __QZq / p&
i 0 /2 p P

A1 —Jy (pr) 1
/0 dp =" = ]| - ln|r|+O(A2)

2 A w/2 1— in (6
_/ dp/ P e (rpsin (0 + ¢)) cotl = —2p
T Jo —/2 p

Com isso, obtemos:

Zq Ko (r,0) q —2Zq 7) [In|r| + ip] —2Zq 7)1n z;

1>7 1>7 1>]

> q () Kop (r,0) g (m) =2 q (1) g (m) In Z4,

I>m I>m
onde z = A1 + iAx.
De maneira opostaa K, os pontos calculados em K, tem carga esquerda/direita+1/0 ou 0/ + 1,
tendo assim um spin conforme diferente de zero. 1sso simplesmente vem do fato que i, € o propagador
do campo bosdnico ¢, enquanto K de combinacéeslinearesde 6 e ¢.

B.2.3 propagador spin-kink

- 4iJ ) sin (kAz + w, AT)
zi:;/dﬂ](z)s (z,7) K3g (Az, AT) = ZZ/qu ) S% (z,7) Z T o

k>0,wn
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4iJ . sin (FAz + w, A7)
K?)R (Al‘,AT) = L—ﬁ Z (k —Z(,{)n) k2—|—w2
k>0,wn n
4iJ . sin (FAz + w, A7)
K3L (AI,AT) = _L—ﬁ Z (k—i—zwn) k2—|—w2
k>0,wn#0 n

parteimaginaria

S (K3g (Azx,AT)) = 4” Zk>0 o k%“w

_ i ksin(kAz4+wAT)
= o [ dkdw==00

= i f0+ dp fﬂ/Q df cos () sin (rpsin (0 + ¢))
stm f0+ dp Jy (rp) = iJ—SiI;(r‘p)

onde, tomamos A — oo [32, pp. 665], ou sgja essa € uma expressao assi ntoticamente correta.
Em termos do cut-off narealidade temos:

S (Ksp) = i 50%) / dx 0, (2) = is 52 (g ey

r 2rr

De maneira analoga, para 0 campo esguerdo obtemos:

S () = —ig 2?) /0 + dz T, (2) = —ZJ“; () (4 — gy ()

wr r

parte real

R (Ksp (A, A7) = R (K (Az, A7) = 4537, w, ST A0
sin(kAz+wAT
= L di [ du s

= f0+d fﬁ/ df sin () sin (rpsin (0 + ¢))

— Jcos f0+ d,OJ1 Tp) _ Jcos(y)

r
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B.3 integraisde caminho com estados coerentes de spin

Neste apéndice, fornecemos a passagem do formalismo hamiltoniano para o formalismo deintegrais
de caminho para a rede de Kondo de maneira bem resumida. O formalismo aqui usado segue de
maneira muito proxima o usado por Negele e Orland[55] e Fradkin[27]. Esta presumido que o leitor
esta familiarizado com o formalismo de integrais de caminho no modelo de Heisenberg e de campos
bosonicos, este apéndice apenas liga os dois topicos.

Consideremos inicialmente a hamiltoniana:

H=Hy+3 B (6(7),00))50).

O primeiro passo € escrevermos a funcgéo de particéo correspondente a este hamiltoniano:

Z = tre PH,

Para escrevermos os estados coerentes de spin, devemos fixar um estado e escrever todos 0s outros
em funcdo deste. Seguindo Fradkin, escolhemos o estado de maior peso na dgebra:

1, 1
|o>-\s-§,s— >

Dividimos o tempo imaginario em M intervalosiguais 6t = %

M
7 = ZM SOl )Y = Z H “OtH )Y (B.1)

Sejam os estados coerentes do campo bosonico e dos spin denotados por:

) =) ®5).

Usando a resolucéo da identidade na base de estados coerentes:

1:/d§d¢|¢>®|§><§|®<¢|=/dw|w> (W)

Entre cada um dos termos da produtoria de B.1, temos:

Z=73, (H?; / d%) (Ale 2 [hyr) (g | e P oy q) (pra] ..

i) (] e |X)

Assumindo condi¢des periddicas, ou sgja |y 11) = |11 ), afuncdo de partico é reescrita como:
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M
7 = H Ay, (Pngr] €70 |1y
n=1 /

Finalmente, se definirmos;

M
Dy =[] dn €L (n) =In (thpya| e " Jahy)

n=1

Z:/Dwe_étE"L("),

que, no limitede 6t — 0, tem aformatradicional:

Z: /D¢€_fdtL(t)_

Falta, entdo, calcularmos a “lagrangeana’ associada. Expandindo a exponencial para ét pequeno,
temos:

<¢n+1| 6_6tHn |¢n> = <¢n+1| 1 - &Hn |wn>

= (Uns1] ¥n) — 0 (Ynga| Hn [Un)

E trivial (mas nada dbvio [27]) mostrar que:

(Yni1] Un) = (dns1| dn) (1 +5(n)§(n+ 1)) > ia(5(n),8(nt1))

2
Por outro lado:

<77Z)n+1| Hn |wn> = FI (n) ’

onde usamos que;

|Yn41) = (nsr| Un) [Pn) + O (62)

Assim, considerando apenas termos de ordem §t¢ e re-exponenciando, obtemos afungéo de particéo
em termos dos estados coerentes de spin e dos campos bosonicos:

2

7 — / Dipe Lo +E; B(e(5t):8(3:)-5— % 5 Swew (i)~ % 3, [ dt(0:5(5.t))

Y

onde alagrangeana livre € dada por:
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=Y 0" (0, 1) [0 + vral & (4, 1) + & (0, 1) [0 + vrql ¢ (g, 1),

q>0

€ Sy €0 termo de Wess-Zumino-Witten:

1 B
Sumn (j) = / dr / 017t (. t,7) B4t (o £,7) x 0,72 (o £, 7)
0 0
onde;
i (j.t,0) = 5(j, 1)
ﬁ (], t, ].) = g()

i (j,0,7) =17i(j, 8, 7).

B.4 condi¢cOesde neutralidade

Vamos definir:

1. condigéo de neutralidade: Y, ¢ (i) =0

2. condicéo de neutralidade forte: ) . ¢ (z,7;) =0
Como condic¢éo particular da condicéo de neutralidade forte, obtemos a condi¢éo:

Vx>y, Zq(xlaTl):O

em outras palavras, se vocé divide o espaco-tempo em dois subsistemas em uma dada coordenada
espacial, 0 gas de kinks e sempre neutro em cada subsi stema.

No caso da funcéo de correlacé que calculamos no apéndice B.1 a condicéo de neutralidade forte
S0 ésatisfeitaquando os dois operadores se encontram em posi¢desiguais. Vamos refazer rapidamente
o calculo com essa condi¢éo:

2 +w  k
Como o integrando é anti-simétrico em w, B=0. De maneirageral a parte complexadaagéo assume
aforma

a _
B _ / dk/ dwl cos (WAT) w
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Zq(l’j,Tj) (92-]-+27ml .’L‘Z,TZ Z Z .’L'],’/"] 9”-—}—27mz-)q(xi,n)

j#i zj>r; ;<
Os termos com a mesma coordenada espacial sédo nulos. Como consequéncia direta da condicéo de
neutralidade forte o termo do indice da secéo da superficie de Riemman é nulo. O que mostra de forma
geral o resultado que haviamos derivado no texto.
A condicéo de neutralidade forte implica que o spin conforme pode assumir qualquer valor real,
sendo que para efeito de calculo temos de considerar apenas o ramo principal do logaritimo (ou qual-
guer outro, mas depois de escolhido ele é nico).

B.5 gasmolecular

Os termos de foward da hamiltoniana da rede de Kondo bosonizada é:

=12 306, 5* (@

J . N N
Héf) _ [F}]:Zel 27r(¢s(x)793(m))_'_

Flem Vo (b@H:@) | g+ (1) 4 H.c.
onde F} = F.F, , Fj, = F} Fr eJ = 2.

Vamos supor agora que no tempo (1) o spininvertede 1 para| eem (2) eleretornaparat .

M (1)~ L (2) S

O termo transverso fornece as contribui¢des para a fugacidade:

(47ra) FT Zm(d)S( )= ( )) + FLTeii 2ﬂ($s(2)+é8(2))) X
% (FRe—Z 27r(¢s( )—0 s( )) + FLeim(és(l)—i—és(l)))

Fazendo o produto, encontramos 4 termos:

(L) [Fz];, Fre= V2T (3s()=0s(1)=95(2)+0:(2) 4

Y g

F Py eV (9eW+0:0) 65 (-0 ())jL
FTF et 27T(¢7s( )=0s(1)+6s(2 2))_|_
F[“:FRe-i-Zm(d)s( )+gs( +¢s )
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Por outro lado H, + H ) fornece:

Sy — 2 [ drdy, (1) S* (1) = =Sy — i \[2 [ 70,0, (7) S* (7) =
= —So — i /20, (1) + i\ 26, (2) = =Sy — i£v/270, (1) + i v/2rb, (2)

Juntando os dois resultados e usando que F}, Fj, = Fi F;, = 1:

(L)% x e 5 [ez T(=0s () +(1=2)0s (1) +65(2) = (1-2)05(2)) 4.
e ivV2m(@s(1)+(1- J) (D=5~ (1-2)0:(2)) 4

FL V2 (= 0+ (1=3)8:()=0:()= (1-4)0:(2))
FTFRezm(@ )+ (1-2)0s () +6s(2)— (1-2)b:(2))

Como o terceiro e quarto termos ndo sdo neutros, sua media pela agé Gaussiana € nula, o que nos
deixa com apenas.

gue sdo as duas possiveis configuragbes “atdmicas’ (os sinais de ¢ e § coincidem ou ndo em uma dada
posi¢éo do espaco tempo) que obedecem a neutralidade.

Note como afuncéo de particéo € completamente livre dos fatores de Klein. Parauma configuragéo
com 2 pares de kink-antikink o terceiro e quarto termos podem se compensar e criar uma configuragéo
neutra.

Outra fato interessante € o ponto de Toulouse, J = 7, onde 0s termos no campo dual se anulam.

(ﬁ)z % =50 [ez‘\/ﬂ(f&s(l)ﬂ@s(?))_i_

o 27r(¢35(1)_¢3s(2))]

Nossa ultima consideragéo € com relagdo a condicéo de alternancia de cargas. Inicialmente vamos
definir o par (carga magnética, carga elétrica), ou 0s &0mos de nosso problema:

At = (=)
A = (+,+)

F=(=+
B =(+-)

Nessa notacéo o exemplo anterior se escreve:

Z =y(A'A+ B'B)
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Dada uma configurac@o de spins ho espaco-tempo existem varias possiveis configuracdes “atémi-
cas’ que se adequam a essa configuragéo:

Z = 1] (kink — i) (antikink — i)

ondei é o produto é sobre os operadores de kink-antikink consecutivos no tempo.

z=>_11] (F}EB* (i) + FfAT (i)) (FrB (i) + FLA (i)
q 2
Podemos definir as “moléculas’ bésicas:

a =ATA
3 =B'B
Vv = FlF,BTA
v =FlFRA'B

Uma dada histéria de kink-antikink deve ser somada sobre todas as possiveis configuracdes “mole-
culares’, por exemplo uma historia com 10 flips deve ser somada sobre:

oo
afaaf
vafayt

Poderiamos pensar que os fatores de Klein pudessem introduzir um sinal adicional. Usando a
notac&o “molecular” fi ca claro que isso ndo acontece. « e 3 ndo tem fatores de Klein e por isso ndo
interferem em nada. Um par tempora mente ordenado (7...7*) também n&o introduz nenhum sinal.
Nos pares (v...7) e (v'...4") os fatores de Klein ndo se cancelam, contudo um par desses néo pode
aparecer s, porgue violaria a condicéo de neutralidade de carga do gés, o que o reduz ao problema
anterior. Em resumo ndo hafatores de Klein ou sinais oriundos deles na parte foward no hamiltoniano.

Do ponto de vista das cargas € importante perceber que ndo ha nenhum condi¢éo adicional sobre as
cargas elétricas. Elas podem aparecer em qualquer ordem no tempo. Por exemplo:

-+ —+—+ — cargamagnética

ATAATAATA —+—+—+ — cagaelérica
) = )
BTAATBATA — 4+ —+ —+ — cargamagnética

++ — — —+ — cargaelétrica
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No caso particular de sO termos uma espécie atbmica a situacéo fica diferente, ai as cargas magné-
ticas devem se alternar.

No ponto de Toulouse, A e B desenvolvem uma relagi de dualidade AT = B, ja que a constante
de acoplamento elétrico vai a zero.

B.6 método do operador deslocamento
Considere:
a, = aj (k) =i 57,

k

ElJrc,s = lerc,s (k) - Z%SE

Estes novos campos também tém relagdes de comutagéo bosonicas:
[@k, @H = Opr [Bk, BH =0 |Gk, by] =0

awal =0 [ube =0 [adh] =0

Calculando a hamitoniana livre desses campos vestidos pelos spins:
Zk>0 kaz,sak,s + kBL,sBk,S = Zk>0 kaz,sak,s + kb;rc,sbk,s + ZU\/ES/?“L,S
—invVkS? ar,s + invVkSz bl — inVESFby s (B.2)

Se lembrarmos da defini¢&o da transformada de Fourier dos operadores de spin:

z 1 —ikx Qz
Sk:\/—NZe M SE (),

observamos que podemos re-escrever B.2 como:
Hy = Hj+ zn\/g\/% [dz>, [\/Eeik‘” (b,i,s — ak,s> S* ()

—Vke ke (bk,s - al,s) S* (95)] +20% Y 400 5857 ks

gue pela definicdo do campo de spin no espago de momentos, nos leva a:
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_ 2 ~
A, = H; + 77\/;/ dxd, b, (x) S* (x) + 2017 Y SES%,.

k>0

Ou sga, se escolhermos :

AJ
n= Jar (B.3)
encontramos que H, éigual a2.32 maisum termo que surgiu para “completar o quadrado”:
Hy = Hy+\J22L [ du0,d, () S° (x) + AH
= H°+AH ’
onde:
AH =T Sis?,.
k>0
E importante que;
[HO,AH] =0, (B.4)

ou sgja, podemos usar 0s niimeros “quanticos’” de A H para classificar os estados de H,.
Das relagfes de comutagéo do campo @ e b, podemos mostrar que:
[ﬁo, (_lz] - /C@L e |:ﬁ0;62:| - kEL

Falta encontrarmos o(s) vacuo(s) dos operadoresa e b. Um “chute” inicial seriao vécuo dos campos
bosbnicos originais:

onde S é uma auto-estado de

z ]' z
S :Nzk:sk.

A ac0 desse estado no operador de destruicéo a €
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ar |0) ® ‘§> = (ak,s +Z'%S,§> 10) ® ‘§>

i% (1) 0y ® |3)
e de forma andloga para b:

b1y |§) = by +i2:52,) 10) @)

= iZ (£1)0) @ |5)
Ficaclaro que precisamos de um estado que quando aplicado ao operador a(ou b) gere um pré-fator
com sinal oposto aeste. 1sso pode ser conseguido com um estado coerente do campo original:

() = e Roel sl o) o |5).

Agora obtemos:

0 (5)) = ans

0 (8))+izs, [ (5))

. (- B)E)
o (5)) =hofn (5)) +psi o (5))

Assim se escolhermos:

0s estados ‘Q (5) > S80 0s estados de vécuo que procuramos. Eles e as relagfes de comutagéo bosd-
nicas garantem gue obtemos uma base do espaco de Hilbert darede. A expresséo para os estados de
vécuo de H, tém aforma:

‘Q (§>> = e*i2k>0 %(az,erbk’s)SikJr%(bZ’SJrak’s)Sik |0> ® ‘§>
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(ag, + Bb,)

Q(§)>:0, aefeC,

e um auto-estado geral:

(5))=

(5) > , (B.5)

{31}
com energia

€0 = UFqu + Q.-
Ul

Jaque AH, H, e H, comutam, éimediato que B.5 s0 auto-estados de H com autovalor:

s -
€ =€ —I's,

onde s € o autovalor de A H correspondente a S.

B.7 cut-off suave

A0 escrevermos o problema com o operador composto vimos que surgiu um termo de interagcéo
Spin-spin que aparentemente é de longo alcance:

in (A A
sin ( T), ounaforma (A7)
r r

vamos mostrar que ao introduzirmos um cut-off suave tornamos esses termos de curto alcance. Retor-
nando a definicéo do campo bosbnico (equacdes 2.4), escrevemos 0 campo composto com um cut-off

suave como:
—2malk|+ikx
¢ (1) = ) 4 i / Z Sy
k;éo
e a sua derivada como:
8m$ (SL‘) [ = Z —27ra\lc|+zlcxsz
lc;éO

No hamiltoniano deslocado criamos um termo de interagé@o spin-spin daforma A H':
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1 n2 1 2\ 2 2 1Qz 2Jz2 —4dralk| @z @z
§/d:v (9,0) —/dx§ (amd)) +Jz\/;ax¢s ) DU

k>0

AH = Z e—47rkaSI,§Sik — % Z G? (IL‘) S* (y) Z e—47rka—ik(:v—y)

k>0 T,y k>0

Fourier transformando os spins e tomando o limite continuo:

. ac Z Sz §? /00 dkefﬁlﬂkocfik(m*y)
0+

onde ¢ € o numero de sitios bosdnicos entre dois spins e a € o0 parametro de rede bosonico.

ac e~ 4drka—ik(z—y) o0
AH = 255787 (z) 5°
QW%S () 5% (v) —dro—i (T —Y) |+
AH = 2237 57 () 57 (y) ! + !
C2r Y dra+i(x—y) dra—i(x—y)

AH =237 5% () ( . sma )

P
T 167202 + (z — y)

0 que mostra que, no limitede o — 0, AH é diferente de zero apenas para distancias da ordem de a.
Em particular para os primeiros vizinhos obtemos:

2J3AH_J_22 (M) 5% (2) 5% (x+1) + (M) S (2) 8% (2 4+2) + ...

2 167202 + a? 167202 + 4a?

Se usarmos 0 mesmo tipo de aproximagd que usamos ao fazermos point-splitting (a = 27«) e
considerarmos que existe um spin por sitio (¢ = 1):

2.J2 1
JZAH— Z 257 (@) 8 (z+ 1) + 55 (2) S* (@ +2) + ..
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Apéndice C

Gas de Coulomb e Grupo de Renor malizacao

C.1 renormalizacdo do problema Kondo

C.1.1 problemade 1 canal

A acéo do problema Kondo (equagéo 2.42) e dada por:

S=S+ivmgy_ () +6()) (i) + Niny

ou ha representacéo do gas de Coulomb (equagéo 2.43) :

Sef =17 Zln|r”|q j)+ Nlny

i>]
onde ¢ (i) = +1, sendo que eles obrigatoriamente se alternam no tempo (porque estéo ligados ainver-
sd0 de um spin).

O primeiro passo darenormalizac& € amudancageral de escala. 1sso étrivia no espaco de momen-
tos, seguindo a notagdo de Shankar, vamos dividir os modos bosonicos em modos de ata frequéncia e
modos de baixa frequéncia:

S=S_+85.

Integrar S~ é bastante ssmples. Decompondo em componentes holonémicas e anti-holonémicas, a
integral sera do tipo:

<S>> = __Zz;é] fdkfd = zgiwa +
Y0 (i) g () [ dk [ dt ey

147
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onde os limites de integracé@o sdo sobre os modos rapidos. Em coordenadas polares temos:

-2 A oA s Tpsin
(Ss) =-L5 00 q() [y dp [T, dpeetBresin@)

2

— L3100 g () [ dp [17], dp =S an (9)

T w/2

A integral em p étrivial:
(S2) =LA q(i)a()) f”jjz df (1 — cos (ArAsin (0))) +

Zg oA T2z 0 (1) g ()) f:/r?Z df (1 — cos (ATAsin (9))) tan ()

Usando que: AAT = 27n, onde n € um inteiro, isso imediatamente implica que a segunda integral
angular sgja nula por simetriaem 6. Por outro lado a primeiraintegral sereduz a

=2 /2
(52) = =L28Sa@al) [ d (1 cos 2mnsin ) = ~*F S a(ali) (€

paran > 1(os kinks estdo bem separados no tempo).
Pela condi¢céo de neutralidade:

Z‘J => q(i)’+> q(i)q(j)=0 (C.2)

i i#]
SA SA
_ =2 2 _ =2
(S5) =7 A E q(1)" =g N

Vamos renormalizar aacéo livre:

Soc=3"%" (k n zw) ot (kw) & (kw) n (k _ zw) of (kw) 0 (kw)
k>0 w

gue em coordenadas polares se escreve como:

So,< = Z Z pe o (5,0) ¢ (5,0) + pe o' (5,0) ¢ (5,9)

Parareconstituir o cut-off original devemos multiplicar p por £ =1 — % = 1 —dI, 0 que nos obriga
are-escreve 0 campo bosdnico lento como:
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claramente paraque o produto escalar kAz+wAT = rpsin (6 + ¢) fiqueinvariante devemosre-escalar
0 espaco real para

r=-

§

Considerando todos esses fatores, 0s campos no espaco real re-escalam:

b =b(2) ¢ o-i(2)

N ,~50,< =51, <6—5> —So—§1e—g2Ndl

) =ye

onde;

J

51:@;7-; (b G)+6< () a) =i Y (é (é) “5@) q(é)

A ac?o efetiva que surge € simplesmente:

ef—g Zln j)+ Nlny

1>7
guetem amesmaformaorigina jaquetanto S, e S; foram renormalizados. Usando isso re-escrevemos
afuncéo de particéo:

y = yN675075167g2Ndl ~ yNefs()fSl (1 . del)N

Para completar a renormalizagé temos que incluir a integragc& (soma) sobre as diversas configu-
racoes.

;_ Z 1—§2dl /Hdﬂ

Aqui é o ponto em que entra a dimensionalidade do problema, no caso como nds so temos um spin
SO existe uma coordenada possivel para os vortices( kinks):

dr; dr;
df; = — = : dr; = (1 +dl)dr;
1, £~ M= dp = df; =2 (1 +dl)dr
Z“’ (y (L= g%d) L+ d)™ [v7
Z = N /Hdne
N=0 i=1

Em ordem mais baixaem dl:
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=y (4 (=) d) = Y= (1 7)y (€3)
Ji

Substituindo o valor de g = 1 — 2=, obtemos a equagéop de RG paraafugacidade (y = %-):

2
dy _ (I _ I
dl \m 42 Y
Note que eu usamos explicitamente que s existiam cargas ¢ = +1. Em verdade, a forma mais
geral deve incluir a possibilidade de termos cargas mais altas, voltando a C.2:

Doa@a() =3 ()’ + a()a(j) =0

i

Vamos separar a fugacidade em funcéo de cada valor de carga e também a integracdo dos modos
rapidos devido a esses diferentes tipos:

D_a(a() == a()’ = N ()

i#j
onde N (e) € o numero de particulas com a carga e. Ao fazermos isso encontramos a equagéo de
renormalizagdo da fugacidade em fungéo do valor da carga:

j(e) =ye) (1+ (1 —g%)dl) = dyd§€> =(1-g)y(e)

O que implica que a fugacidade de cargas maiores que 1 renormaliza para zero. Precisamos levar
esse tipo de resultado em conta porque nos problemas de rede, apesar de no comeco do processo de
renormalizagd ndo termos cargas mais altas, elas podem ser geradas pela renormalizacéo.

O passo seguinte € estudar 0 que ocorre quando temos cargas proximas, note que usamos expli-
citamente que todas as particulas (kinks) estavam bem separados no espago-tempo (na equacéo C.1).
Devemos considerar agora a possibilidade de fundirmos ou aniquilarmos duas particul as.

Em ordem mais baixa nds so precisamos considerar a possibilidade de que em uma dada configu-
ragéo so existaum par proximo (usando alinguagem de [89]). Ou sgja, existe um par de particulas que
se encontra a uma distancia menor que a“novamenor escala’ T + §7, que introduzimos ao reduzirmos
o cut-off. Fica bastante claro que a renormalizagéo da fugacidade é obtida diretamente da renormali-
zacdo da funcéo de correlagéo de dois pontos, 0 que estamos fazendo agora € obter a correcéo a esta
renormalizagdo imposta pelafuncéo de correlacéo de 4 pontos quando dois desses pontos se encontram
auma distancia menor que a “ novamenor escala’.

O problema Kondo apresenta uma simplificagéo que € aimposi¢éo da alternancia de cargas. Ou
sgja, a Unica possibilidade de duas particulas estarem a uma distancia menor que 47 € que elas se-



C.1. RENORMALIZACAO DO PROBLEMA KONDO 151

Figura C.1: correcéo de primeira ordem devido a polarizacéo do véacuo.

jam aternadas criando uma particula composta de carga nula. No processo de renormalizagéo esse
mecanismo altera tanto a fugacidade do gas como a “ constante dielétrica” do meio, por que devemos
compensar a retirada do par mudando a constante de acoplamento das demais cargas. Podemos dar
uma interpretaco pictorica a esse processo, estamos incluindo (ou melhor, retirando) correcdes de pa-
res de particulas “virtuais’ ainteracé de dois vértices do campo Gaussiano (ou particulas do gés de
Coulomb).

Para poder usar o resultado que estamos para derivar nos problemas posteriores, vamos estudar a
acd em suaformamais geral.

Sep = Zlﬂ [gim (i, i) m (25, 7j) + gae (23, 73) € (25, T5)] — in/g1gawpije (w3, 7i) m (25, 75)
Ou em termos da ag&o bosonica:

S=580+iy2mg1 Y 0(j) m(j) —i/2mp > b(j) e
j j
onde e e m S80 inteiros quai squer.
Vamos separar a soma em fungdo do Unico par préximo (closed pair) que temos (por hipétese).
Digamos que eles estejam nas posicdes 7 e i/
Serr = Lorgzag i (rig) loom (@i, 7) m (x5, ;) + goe (w3, 73) € (x5, 73)] — i/g192001,5¢ (Fi) m (7) +
D izag M (Tie) lgrm (75) m (D) + gae (73) e ()] — i5/9192 (@iwe (Ti) m (D) + @om (F3) € (T)) +
Dy 0 (i) [gvm (7)) m () + g2€ (73) € ()] — 15/9192 (@€ (73) m (F) + pym (73) € (7)) +

In (rye) [grm (§) m () + gae (§) € ()] — ix/g1g20y0€ (§) m () — ix/G1G2paym (§) € (7)

Usamos o fato que o par se aniquila(m () = —m (y) ee (Z) = —e (1))
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Serr = i ezt (rig) loom (mi, i) m (x5, 75) + gae (w3, ) € (x5, 75)] — in/grg2p35¢ (7)) m (75) +
> rpzg I (Tiz) — In(riy)] [g1m (75) m (Z) + gae (75) e (T)] +
Yorzzg —W9192 ((Pie — @iy) € (7)) m (T) + (ui — @y) m (1) € (F)) +

—In (|7 = 7)) [0 (m(2))" + 92 (€ (D))°] = iv/9192 (9y,0 + ) € (F) 0 (T)
Passamos para coordenadas rel ativas:

R’: T+g

=

e expandimos as diversas fungdes em |7 < 1:

i — R
o Gm)x(or,) (T Bor) (i R
Piw = Piy = Eonlln-ry Fi R |Fi 7]
~ 2(7—ﬁ)><F
R
Pap = T + ©b,a

Definindo afungéo de aniquilagéo de par:

A(RT) = 25005 T fgum () m () + e (7) ()

—2i\/G192 ) sz g |~ il (e (i) m (&) + m (7;) e (T))
Finalmente podemos expandir afuncéo de parti¢éo até segunda ordem em 7.
2= lyNedes [1 A (ﬁ, F) + %AQ (ﬁ, F) + ] (C.4)

Vamos voltar agora ao problema Kondo. Obviamente os termos com rotacionais sdo nulos, porque
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todos os vetores s8o colineares. Comisso A (R, r) sereduz a:

A(R,r) —22 —R| 91+92](J(7“i)‘J($)
Devemos agora integrar sobre todo r e R, ja que todas essas configuragcfes levam a mesma agéo
efetivarenormalizada S, ;, onde desconsideramos a energiainternado dipolo.

Em modelos mais gerais, o termo linear em » normalmente é nulo. Isto porque para uma dada
configuragao podemos escrever a mesma mas com o sinal de ¢ (z) invertido. E isso que acontece por
exemplo no problema daimpureza em um liquido de Luttiger estudado por Kane e Fisher. A corregéo
paraas interagfes aparece apenas em segundaordem. No problemaKondo isso ndo acontece. Restri¢céo
de que as cargas segjam alternadas no tempo faz com que o termo de primeira ordem ndo segjanulo.

I+dl
¢ =lyNe- Sers |1 492 (g1 + 92] ¢ / dr/dR R| q(r;) +

7'17E£v Y

eaintegral em R é definida em todo o espaco a menos de discos deraio [ em torno de cada particula.

4 =yNe s

1
1+2[91+92 dlz / —R|

TiATY

integrando sobre todos os tempos e usando o fato que as cargas devem se alternar no tempo (veja
apéndice C.2 para os deta hes):

2=yNe % |1 —4[g, + go] dl Z In(|r; — 7)) q (ri) q(r;)

Ti,Tj ixry

Devemos somar sobre as configurag@es com N-2 particulas, onde ndo ha aniquilacéo:

2=y e |1+ — 4P (g +goldl Y In(fry — 1)) q(rs) q (r))

TiTj #T,y

Considerando y < 1 e re-exponenciando:

Z In |r; —rjl ((91 + g2) — 4y° (g1 + 92) dl) q(ri)q(r;)
rigri#a,y

0 que implica nas equacdes de renormalizacéo para as interag0es:

(914 32) = (91 + g2) — 4y° (g1 + go) dl
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d (g1 + go) _
dl

Para 0 problemakondo g = g, = gy = £ (1 — £)?

dg

2 2
dl yg

d(J J? . J )2
m(——ﬂﬁ—@f@—;+ﬂﬂ

Identificando Jj; = £ (ou melhor pJ)), & = 2] — 2L, y = L

¢ 2J—J—”2 =(J)* | 2—-2J +J—‘?

C=lne-9
gue é a equagdo que encontramos no artigo de Leggett et al. [51, eq. 3.84] para a segunda equagéo de
RG do problema Kondo.

Apesar de ndo ser necessario para o RG do problemaKondo, vamos calcular a correcdo de segunda

ordem as interagcOes.

Integrado o termo de segunda ordem em 7

2o +olal@) Y [ar [an R|7"|] 1) a ()

T ALY
obtemos;
Agr + g Pdlq(z)* > /dR 74 (ri) a (r5)
L= R||]
Parai # j:
1 1 2
dR = ——Injr —r,
/‘|n—mm—R| =il

enquanto parai = j
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Figura C.2: quando n&o ha restri¢des sobre o ordenamento das cargas os diagramas se cancelam.

—8[g1 + o) dlgq(x)® | (N —2)+ Z In|r; —rilq(r;) q (r))
TiFETFETY

Que novamente iria nos permitir escrever as equacdes de RG para as constantes de acoplamento.

Em resumo, quando néo existe imposi¢des sobre a ordem das cargas o0 termo de primeira ordem na
expansdo de dipolos é nulo. 1sso se deve ao fato de termos de somar sobre as duas possiveis configura-
¢oes do par que se aniquila (+, —) ou (—, +), 0 que cancela arenormalizag&. Em termos esqueméti-
cos, temos dois diagramas que se cancelam.

Por outro lado, quando existe uma imposi¢éo, como ho caso do problema Kondo, o segundo dia-
grama ndo existe e assim o termo de primeira ordem ndo se cancela

C.1.2 problemade 2 canais

O gas de Coulomb que nos temos é um gas com carga el étrica e magnética,

S = S (Smm) +oe@el).

A carga magnética obrigatoriamente se alterna no tempo, enquanto a carga el étrica pode assumir qual-
quer configuragéo.

A equacdo de renormalizacdo da fugacidade do problemade dois canais € exatamente a mesma que
obtivemos para o problema Kondo (eq. 2.45). Logo néo precisamos considerar o caso de fuséo de
particulas, porque cargas maiores que 1 renormalizam para zero.

Esse problema jafoi considerado por Kane e Fisher[41] no contexto de impurezas em um liquido
de Luttinger e as equagdes.

E trivial obter a equacéo da fugacidade a partir dos resultados do parégrafo anterior, usando a eq.
2.45:
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dy 1 J\° 1

A B [ i A

dl ( 2( 7r) 2)*”
dy _[J_1(LY
dl |« 2\ 7 J

Para a renormalizag&o da interagéo efetiva devemos voltar a equacéo C.4, onde:
r.(r; — R) [K?

A =2 Y P )i () + e () e o)
TiFET,Y |7“~ N R| g

Como ndo ha restri¢céo sobre a ordem da carga el étrica, podemos considerar uma configuracéo do
04s que seja exatamente idéntica a anterior, s6 que mudando o sinal dee (z) ee (y):

A (R,r) = QT; % [%Zm (riym (z) — ge (r;) e (x)]
=2y 42 =yNe Sers [eA+(é’F) + eA*(Ef)]

0 gque expandindo em primeiraordem em i~ fornece:
z= lyNe_Seff [2 + (A+ (ﬁ, f') +A_ (ﬁ, F))]

2= IyNe=Serr |2 +4“_2 Z r(ri — R) (ri)m(x)]

2 m
Ti?éx7y |/r1/ - R|

O restante do desenvolvimento € igual ao que fizemos anteriormente, 0 que nos leva as equacdes de
RG:

d(ﬁz) - 2.2
a0 —8y°K
dg
20
dl

Que é o resultado de [41] para o problema de 2 impurezas. Substituindo as definicdes para o
problema Kondo de 2 canais:

Identificando J;j = £,y = =+
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a (2 - 72)
dl
que é o resultado de [49] (a menos de um fator 2 na defini¢éo de J;) para o RG do problema Kondo de
2 canais em um liquido de L uttinger.

=2J7 (1-2J,+J})

Note que a constante de acoplamento el étrico ndo renormalizaem primeiraordem. O que me parece
indicar o ponto de Toulouse de Emery-Kivelson, onde ndo h& acoplamento das cargas magnéticas.

C.2 cargasordenadas

, 1
¢ =yNeSer |1+ 2Kq(z ydl > g / T
TiET,Y
; N Ti+1— 2
sy 142K (@ dl S g rzz/ an— R|
TiET,Y 7‘]+— ¢

z = yNeSef

TZ'—T]'_|_1+§‘—1H

1+ 2Kdl Z q(ri)q(x) (ln

TiyTj #T,y

)
7"1'—7"]'—5

para|r; —rj| > 1

z = yNeSef

1+ 2Kdl Z q(ri)q(z) (In|r; —rjp| —Injr; — rj)]
TiFET;

como as cargas devem ser alternadas no tempo ¢ () = ¢ (r;), 0 que possibilita reescrevermos a
somaem r; e r; Como:

z’:yNe ef

1 —2Kdl Z q(ri)q(r;)In|r; —rj| +2Kdl Z q(ri)q(r;)In|r — rj+1]

TiET T FT]

z':yNe of

1 —2Kdl Z q(rj)In|r; —r;| — 2Kdl Z q(ri)q(rjpr)In|r; — rjﬂl

TiFT) ri#r)
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4 =yNeSer |1 — 4K dl Z q (i) q(r;)ln|r; —ry|
TiFET;

C.3 acéo efetiva com variavel complexa
Definicéo:

In z=1In|z| +iarg 2

In (2*.2") = (a+b)In|z| + aiarg 2 + biarg z
usando que arg z = 2w — arg z
In (2*.2") = (a+b)In|z| + (a — b) i arg z + const.
definindo:

g1 g2
L_g+b e Z=a-b
9 a € 5 a

In (2*.2") = %ln |z + %iarg z

A ac?o efetiva darede de Kondo é:

C.4 integracao dafuncao deaniquilagao

C.41 termodeprimeiraordem

Jasainn= fas 3 (2 2)

i£(2,y)




C.4. INTEGRACAO DA FUNCAO DE ANIQUILACAO 159

1 00 27 1 00 27 )
/ dor— = / dp / d0p—; = / dp / dfe=" =0 (C.5)
Zig 0 0 pe’ 0 0

0u sgja, a correcdo de primeira ordem as interagdes € nula.
No problema Kondo nostinhamos que z;, = p

1 > 0 1
ok ([0 );
Zig 0 —00 P
0 que fazia aparecer ainteracZo logaritmica entre as cargas'. Devido a dimensionalidade 2 essa diver-

géncia ndo existe mais.

C.4.2 termode segunda ordem

;/dxA(x,y)Q/dx[ - (Z‘jfj)]

> (%)

i#(T,y) J#(w,y)
! / dvA (z,y)" = / dz { 3y (O‘”O‘” 1 Dulie o 0D J)] (C.6)
2 . RixZjx ZixZjx ZixZjx
i,j#(2,y)
Usando que:
Ui Qg = Qg QG
e definindo:
1 K . ) K . .
Vi = 5 <ﬁm (i) + ge (2)) <ﬁm (7) — Ve (])) (C.7)

aixﬁjx = YaxVij

;/d:cA(x,y)Z;/dx[

lvejao apéndice C.1.

onde:
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s = 1 (%m(@ + Fe (x>)2
o =5 (o @) = Ve )
Yoz = % (%2 (z)* — ge (56)2)

Vamos fazer aintegral:

1
/ dx
RixZjx

E conveniente definir avariavel de centro de massa:

_Zi—FZj

- I
2
Zij
Zij

definindo 3£ = r
p

1

1 1
/dx = /dp—dt9

1
/ dz =
Rixljx

e usando:

1
‘T“< |r|> ‘T“*

P

(e +r) (e — 1)

1

/ de(e“" +p)

(€ = p)

APENDICE C. GAS DE COULOMB E GRUPO DE RENORMALIZACAO

(C.9)
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5= ds = ie'df = izdo

/ W@ = I ETIET

onde S! é o circulo unitério. Pelo teorema de residuos, quando || < 1 aintegral é nula:

. - 1 1 1 1
—7,/ dz— - —=-2mr|-———=—1]=0
g Z(r+2)(r—2) ro2r 2r

Quando |r| > 1 existe apenas o polo da origem:

/ e 1 27
—i z = -
g1 Z(r+2)(r—2) r2

Ficou faltando o caso |r| = 1:

df— . . — = [ df)——— .
/ (e + ¢i9) (e — ¢i?) / it (ei0=9) + 1) (ei(0-9) — 1)

e

. 1 ,
—i¢ d i : — —i¢ d : : . :
e e ) (F )
—ip —ip
— —ip d e — —i¢ d €
¢ /804icos§sin% ¢ /@2isin¢

) ol 77:(1)
:eld’/d()@—cosw ‘sinp :_6 /ng(ZCOt(p—l)ZO

2isin @ 2
Logo:
1 L1/ 2 L | ! 8
/da: :/ dp— (——Z) = —27r/ dp—5 = —87r/ dpﬁ2 = ——;T
ZigZjz  Jo P\ T o pr 0 i i
De maneira analoga:
1 8
/d:v_ =2 (C.10)
Rizljx Zij
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Vamos calcular o termo restante;

/@ ! (C.12)

Zixgjx

1 P
dx N oy — /dpd9 ——— ———
/ (+%)(-%) (pe® + %) (pe=? = )

10

[ e = e a e = | e ( -0

definindo z = e e dz = ie'?dp
-1 i i 1
— [ df— , =— [ dz
a (e + a) (e — 1) a/ Z(,%Jra) (z -

=

)

Sela| = Lzl <1, pelo teorema de residuos:

2p
-1 /d9 et =27 ( 1 ) 27
a (e +a)(e? —L)  a \-a—1) o’ +1

Por outro lado, para |a| = |22_;\ >1

-1 40 e'? _—27r< 1 >_ 27
a (e?+a)(e? -1y a \a+i)  |a>+1

O caso mais simples é quando |a| = 1:

1 J—

1 1
/ Ty e —a) / e a9 (e =9y / Wl T (e = 1)

-1 ? 1
/ ¢4isin§cos§ 2/ SOsingp

Juntando esses resultados:

1 o0
/dx a :—87r/ dp—L
ZizZje 0 |2i|” + 4p?

Usando que:

1
/dya2—:|y—y2 = iln‘y2+a2‘
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1 . T L Yy . m 9 9 L
/dxzixzjx B _5/0 dy|Zij|2—|—y2 - In[y* + \%H\o

1
/dx = Tz - 2L (C.12)
Rizljx 2 2

onde L é o tamanho do sistema.

% / dzA (z,y)? = |:7r

Se 0 gas € bastante diluido podemos desprezar 0s termos quadraticos

> (Z—Q%' + ?Zjﬁij + 5% (In ]z —In L))]

0,7 (w,y) g

1 ™
3 /da:A (z,y)° = — 5 e Z Y [In |2i5] — In L] (C.13)
i,J7(x5y)

C.5 renormalizacdodoproblemade?2-LLs

O ponto de partida € como sempre a fungéo de particéo do problema. Vamos considerar que S; €
uma perturbacé em .

Z = / Dge= %01

Seguindo areceita geral de renormalizacéo [80, 64], vamos dividir aintegral funcional em campos
rgpidos (>) e campos lentos (<). Vamos supor que S; mistura modos rdpidos e modos lentos.

Z= / D¢e < Dy e 50> 51

Z = /D¢<€_SO’< <e_/\51>>

Usando aidentidade exp (In (z)) = x e expandindo a segunda exponencial até segunda ordem em
A, obtemos:

;o /D boe < exp (m oo +1n Kl —AS (1) + A;sl (1) S (z>>>D

7 = /D¢<650,< exp (m Zys +In {1 —MS (1), + %2 (S1 (1) S (2)>>D

Finalmente expandimos o logaritimo e mantemos os termos de até segunda ordem:
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Figura C.3: expansdo de cumulantes.

)\2

Z = /D¢<eSo,< exp (ln Zy>—A(S1 (1)), + 5 ((S1 (1) S1(2))s — (S1 (1)) (S (2)>>))

Isso nos leva a famosa expansdo de cumulantes:
Z :/D¢<eso,<A<sl<1>>>+f(<sl<1>sl<2>>><sl<1>>><sl<2>>>)
Zo,>

A expansdo de cumulantes nada mais é que a renormalizag@ da energia livre[93, pp. 115]. Na
figura C.3 representamos a expansdo de cumulantes até segunda ordem, nela o circulos representam
vertices e as linhas tracejadas o propagador dos modos rapidos.

A fungd IV (energialivre) é afuncéo geradora dos diagramas conexos.

Wie = (51 (1))

Wae = (51 (1) 51(2)) = (S1 (1)) (51 (2))

Seguindo essa notagéo, definimos a fungéo:

Wae> = (51(1) 51(2))5 = (S1 (1)), (51 (2))

A figura C.3 é muito clara: estamos introduzindo na renormalizacéo do operador de vértice apenas
a energiainterna do complexo de dois vértices que ndo podem ser distinguidos na nova menor escala.
A subtrag&o dos termos tipo média ao quadrado € porque estamos desconsiderando a auto-energia dos
vértices originais.

Passemos a estudar o caso especifico do problemade 2-LLs:

AS) = /d:vycos (V296 (x)) cos (ﬁe (x)) + Geos (/Brgo (2)) + G eos (@9 (:c))

O termo (S, (1)) , como veremos em um instante, nos dara a renormalizagéo da dimensdo dos
operadores. Inicialmente, considere:
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1. .
<cos (\/87r¢ (x))> _ 1 <€z\/%¢<m> N efz\/%¢<m>>
> 2 >
<€N%(z>> _ <ei¢W¢L(m>> <ew%¢m(x)>
> > >

Das defini¢fes dos campos e do propagador, calculamos a integral gaussiana:

< ei\/ﬁ¢R(x)> _ VTGO, <(2) ;— 9 [ dw [ da} e
>

<€ix/§¢L(:v)> — oVBTGPL < (2) p 79 [ dw [dag
>

O quenocslevaa

: 5 A+SA
< ei\/ﬁ¢(x)> _ iVETGb<(a) 70 S Py A0 [T e
>

Definindo: dl = %A
< ez\/ﬁd)(x)> — (iVBTgh< () —2dl

>

Ou sga

(cos (V/8rgo (@) ) = cos (V/3rgoc (a)) e

Falta ainda a renormalizag&o das coordenadas:

/dl’dT = (1+ 2dl)/da§d¢’
O que nos leva a equacéo de renormalizagéo da dimensio desse cosseno:

7

G = (1+2dl) (1 —4gdl) G = G + 2Gdl — 2¢Gdl
dG
7 (1-9)G

De maneira andloga para G-

Finalmente falta calcularmos:
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4 <Cos (\/%qs (x)) cos (ﬁe (x)) >> _

ei\/ﬁ((\/é—ﬁ)¢R(CU)+(\/§+%)¢L($))> N
>

eim((ﬁ%g)¢>zz(z>+(ﬁ+%§)¢“(f’)> +

>

ei\/ﬁ((\/ﬁjg)aﬁa(mn(\/@j§)¢L(z))> n
>

= 27 ((Vi-25 ) or(@)+(Vi+25) o1 (2)) >

>

T e S

>

VIR (V-5 ) or< @)+ (Vat ) b1.<(@)) b (oL )al

O calculo dos demais termos € andlogo e nos levaa

cos (/26 (x)) cos 2 (@) = cos (/g (z) ) cos 2 () ) edlorh)
( (Vo)) (V5

Juntando esse resultado com a renormalizagéo das coordenadas, encontramos a equagéo de renor-

malizacéo de y:
dy 1 1
7= (ms(3)

A renormalizac&o da dimensdo do operador € equivalente are-escala global do gés de Coulomb. A
expressao geral darenormalizagdo da dimensdo de um operador dotipo cos ( V2mged (x cos (, /2Zm (x ) ,

&
dy 1 (m? )
D R
i (3 (5 o))

Como haviamos derivado para o gés de Coulomb.

Passemos agora a estudar as corregfes dos diagramas de segunda ordem. Inicialmente considere a
correcéo dos operadores com spin conforme zero.
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A <COS ( Nt (x)> cos ( Nt (y)>>> _ <ez’(\/ﬁ¢(m)+\/%¢(y)) L (VI8 —VTRIe) | h,c>

>

<ei(\/ﬁ¢(w)ﬂ:\/ﬁ¢(y))> _ o201k Jo(rA))dl
>

2 <cos (Mqﬁ (x)) cos (Mqﬁ (y)) >> = cos (v87g (< () + ¢ (y))) e~ +TolrANdl

cos (VBTG (¢« () — p< (y))) e =TolrAd

Por outro lado:

<cos <\/%(/) (x)) >> <COS (\/8qu5 (y)) >> = CoS (\/%(fk (x)) cos (\/%¢< (y)) e~ todl

Logo:
Wae> = 29G*dl f dxdy Jo (rA) cos (\/% (¢< (z) — o< (y)))

—Jo (rA) cos (v/87g (6 (2) + 6< (1))

Passando para coordenadas relativas e expandindo ¢ (y) em série de Taylor a partir de ¢ (x):
Waes = 2¢G2dl (1 —2dl) [ dx [ dr [7"dprJy (rA) x

x [cos (578 7 6 (1) ) — cos (2879 (6 (1)))]

Finalmente, expandindo o cosseno para |r| < 1:
Woes = 29G*dl (1 —2dl) [dx [dr [ derdy (rA) x
x [1—2mg (Ve () 7)? — cos (2y/87g (¢ (2)))]

Mantendo apenas 0s termos de primeira ordem em dl

Ways = 2mgG2dl /da:/dr rJo (rA) [1 —2mg (V¢ (x) .F)Q — cos (2 8mg (¢ (x)))]
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Definindo:

A:47r2/d7“7"3J0 (rA) e BZQW/dTTJO (rA)

gue sdo constantes ndo universais.

Warso = gG2d1 [ dx [B =~ 49 (v (0)* ~ Beos (2573 (0 () |

Fisicamente os termos soma e diferenca geram contribuicdes bem distintas. O termo da diferenca
renormalizaainteragéo:

j&o termo da soma cria um operador irrelevante (pelo menos enquanto g > %). Um calculo semelhante
para o termo em G noslevaa:

dlng _ AC~¥2.

dl g

Vamos finalmente calcular o termo com spin conforme +1.

1 = (cos (/200 () cos (1 20.0) ) con (VErao ) os ({/Z0 ) )

E bastante claro que precisamos calcular as seguintes médias gaussianas:

>

<eim(gi§)¢R(z)eiim(gi§)¢R(y)> e <ei\/ﬁ(gig)m(z)eiNﬁ(gié)m(z)>

> >

. m(x) ; m(y)
I (e (x) ,m (2) e (y) ,m (y)) = <em(ﬂe<w>+ U7 )on@ VI (Vael)+ 7 )¢R<y>>

>

: m(x) . m(y)
Le(z),m(z),e(y),m(y) = <el\/ﬁ(ﬂe<x>+ ) or @) ivar (vae(y)+ T )¢L<y>>
>

LI 3
1 12 _(g+l>ﬂ_Lﬂdlffgdﬂcos(r/\sin(9+<p))><

n g
2 T 32
Liclre g

% ((ge (@) e (y) + 20D ) i (e () m () + m (x) e () cot )

Expandindo em di e subtraindo os diagramas desconexos:



C.5. RENORMALIZACAO DO PROBLEMA DE 2-LLS 169

LI = _%dl f_z’z) df cos (rAsin (0 + ¢)) X

< ((ge @) e () + W) i e (@) m (y) +m (@) e (4) cot 6)

Consideremos asituagd emquee (z) = —e (y) em (z) = —m (y)

us
2

LI T 1
LI, = —%dl (1-— 2dl)/ dcp/ df cos (rAsin (0 + ¢)) ((g + ;) + 2ie (x) m (z) cot 9) =0
0 —

jus
2

Tratemos agora do caso e () m (y) + m (z) e (y) = 0 (todos os demais nos levam a operadores

irrelevantes):

== (904 @) o) +

Expandindo paradl < 1 :

(L) m )b ()Y
g

u+nMMWMw%0“”>ﬂ>

LI = 1Ty (1 ! (g (L+e(@)e(y) Jo (rp)) + g

2

Subtraindo os termos desconexos:
1
(1), = (hetoo), (5 (e @) e )+ ™) gy rayar)
Dentro desse caso, podemos criar dois operadores marginais (quando g = 1):

]12 (17 17 17 _1) + ]12 (_17 17 _17 _1) + [12 (_17 _17 _17 1) + ]12 (17 _17 17 1)
4

1 1\
— = (g—= 1-2
2(9 g)ydl( dl)C

(g - l) y?dl (1 —2dl) C
g

coS (2\/27rg¢)
2

!
2
C:W/drrJo (rA)

Ly (1,1,-1,1)+ 15 (—1,1,1,1) + I15 (—1,—1,1,=1) + I15 (1,—1,—1,—1)
4
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T 1 9
= —— - — 1-2
2( g)ydl( dl)C’

cos (2 2—”9) 1 1
NV ) _ = _ =) ,2 _
5 5 (g g) y°dl (1 —2dl)C

O que nos leva as equagdes de fusdo:

el N,
dr C<g g)y

dG 1\ ,
7o)

Juntando todas as equagdes de renormalizag&o, encontramos:

8- (-49)s
§:2<1_*§>é_c(g—§)y2 (c.15)
%:2(1—9)G+0<g—§)y2 (C.16)

P ééﬂ_gcﬁ (C.17)

onde A e C sdo constantes n&o universais, dadas por:

A = 4r? / drr®Jo (rA)

C:W/drr,]() (rA)

O interessante é gue a menos dos termos de fusdo essas equacdes sao “idénticas’ as que obtivemos
pela renormalizacéo no gas de Coulomb no espaco real. Esses diferencas decorrem da subtracéo dos
termos tipo média ao quadrado na expansdo de cumulantes.



ApéndiceD
Ansatz de Bethe na Cadeia de Heisenberg

Por uma questdo de completeza, apresentamos agora a derivagd do ansatz de Bethe funcional
para 0 modelo de Heisenberg na representacéo de Orbach. Para o modelo fermidnico a derivacéo €
exatamente anal oga, contudo deve-se prestar atecéo especial para as condicdes de contorno no instante
da quantizagc& dos momentos de Bethe.

D.1 formulac&o do Ansatz

D.1.1 hipotese de Bethe

Incorporando a constante de acoplamento J ao hamiltoniano 3.2 e escrevendo-o na base de S* =
Zf\i . S7, ele é quebrado em blocos de mesma componente de momento angular ( H comutacom S*# ).
Nosso problema se reduz a diagonalizar cada um desses blocos.

Um estado, |¥), com momento angular ¢ = % — m, tem como fun¢éo de onda a superposi¢céo de
exponenciaisdaforma > p ApExpli ) 7", kpa;l,

W) = Z a(T1, Ty ooy Tp) |T1, Ty oy Ty, (D.1)

r1<r2<..<Tm

onde k1, ks, ..., k, € um conjunto de nimeros complexos e P € uma permutagéo dos m sitios X ;. Ou
sgja, o ket |¥,,,) seréd dado por: com a soma sendo tomada sobre todos os arranjos de m indices sobre
N sitios e a(x) € dado por (D.1).}

Devemos ressaltar que os Kets |z, o, ..., z,,,) S30 linearmente independentes ( sdo autokets de S*
) e de nimero 2V , que é a dimens3o do espaco de Hilbert de H. Por isso formam uma base completa
deste espaco. Para esclarecermos exatamente o que implica a préposicéo 1, construimos 2 exempl os,
F=2-1=0e§¥=;-2=0.

Yay,m, ..., z,,,) denotando que os spins localizados nas posi¢des z 1, x, ..., T, €stdo invertidos.

171
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Exemplo 1: N=2, m=1
o |U,) = Aexplik]|1) + Aexp[2ik]|2)
Exemplo 2: N=4,m=2

o |\Ifg> ZP{AI exp[ (kll'l + /Cg.’L‘g)] + Ag exp[ (kll'Q + /Cgl‘l)]}|$1l’2> , onde P sdo todas as
combinagdes de x; # x5 dentro do conjunto {1,2,3,4}.

Como vemos o numero total de kets que podemos construir desta forma depende de quantos conjuntos
{k;} independentes podemos formar para dados (N,m).

D.1.2 equacdesdo Ansatz

Antes de prosseguirmos na identificacd das amplitudes a(z1, xs, ..., 7, ), devemos re-escrever o
hamiltoniano em termo dos operadores de levantamento e abaixamento da algebra.

=5~ Z{ (S Si1 + 57 Siha) + SPSE — 1] + hS7} (D.2)
Para escrevermos a equacé de Schrodinger independente do tempo de nosso pro-blema, vamos

aplicar aH um ket arbitrdrio |1, 2y, ..., )2

N
H|zy, 29, .y Ty = —5|$1,x2,...,xm>+Na|x1,x2,...,$m>+h(N—Na)|x1,x2,...,xm>

!/ / !/
—« E |2, 2 ),

onde N, éo nimero devizinhos antiparalelose {z, 21, ..
de spins entre vizinhos, ou sga

x! }diferede{xy, zs, ..., z,, } por umatroca

o m

|1y ooy Ty ooy Tin) = |T1y ooy Tig 1y oy T

2L_embrando que:
et = ()ee =)
|71, 22, 0y Tm) =T R ... Qe Q... Qe R...Qet

SEet =0
SteF = 2et
SZet = +et N N
_ _ etQe
%(Sjsi—i-l +Si Sﬁl)<6i®e¢> = <

0
et et —_l® 0> +et @ et
)=o) (o)

585 - D471 (£, SF
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Usando a hipotese de Bethe temos:

3 { (=% + 20 (¥ —m)) + No] a(1.xm)|21..20) }:

—0 o 0@ ) |2 )

Z Ena(zy..xp)|x1...T0).

r1<...<Tm

r1<...<Tm

Seusarmosque N, = Zx; <.<y l€QUeasoma € tomada sobre todos 0s arranjos possiveis de m
elementos, devemos reescrever a Ultima expressao como:

3 (_gm (g_m))a(xl...xmw S faleran) — cale..a,)]

z1<...<Tm x| <.<xh,

Z Ena(zy..z).

1<...<Tm

Para continuarmos a usar a hipotese de Bethe desenvol veremos casos particul ares e posteriormente
argumentaremos como estes resultados se generalizam.

e Caso m=1 N
w) =" a(@)e),
HW) = H a(x)|z),
3 { (—% +2h (ﬁ - 1) + Na) a(@)|r) o Y CL(90)|y>} =B} a@)x
=1 y=z—ly#z =1

Como o numero de vizinhos antiparalel os é sempre igual adois (N, = 2), obtemos que:

i(—g+2h<g—l>+2> z)|z) —az )(Jz — 1) + |z + 1)) =

N
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N
=E) a(x)|z)
Jaque z e w sdo indices mudos reescrevemos:
Z { (—% +2h (% — 1) + 2) a(z) —a(a(z+1)+a(z — 1))} |z) = (D.3)
N
= EZa(x)|x>

Isto vale para cada termo da somatdria, |ogo encontramos a equacéo do ansatz para 0 caso de um
anico spin invertido:

<_g g (g - 1) + 2) a(2) — o (a(z + 1) + a(z — 1)) = Fa(z).

¢ Usamos agora a forma da solugo a(x)=Ae&’*=.

EA — <_5 +2h (5 — 1) + 2) A —ade® —aAe (D.4)

E:—g+2h<g—1> +2(1 - acos(k)).

e Caso m=2

Temos de considerar dois casos distintos, se X; € X» S0 Vizinhos ou h&o.
Cl) Se Xy 7£ r1+1

O numero de spins vizinhos antiparalelos (N,,) éigua a4 e (x) denota a combinagdo dos x; 2 a2,
assim:

EZ&(CL‘1,SE2)|SE1,ZL‘2> :Z{ (=5 +4+20 (5 —m)) alz1, z2) |21, 72) }

B ) —a (a(zy,x2)|1 £ 1, 22) + alxy, 29) |21, 22 £ 1))
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Reordenando o somatdrio, obtemos:

E a(z1, ) |21, 22) = Z{ (_7 + 4+ 2h (7 - m)) a(xy,x2) } 21, 2).

— — | —a(a(r) £1,22) —a(zy, 22+ 1))
(")) ()
Com isso encontramos a equacéo do Ansatz para 2 spinsinvertidos:

Ea(xy,15) = (—g +4+2h (% — m)) a(zy,z2) —a(a(ry £ 1,29) +a(ry,z2 £1)). (D.5)

Escolhendo que a(xy, z3) = yellkizithkaz2) 4 peilkizathea) - escrevemos a energia E como:

N N
E = —5 +4+2h (5 —m> — 2acos (k1) — 2acos (k2) .

b) Sexs =21 +1
O numero de spins vizinhos antiparalel os neste caso € 2, assim:
EZ(%) a(xy,z1 + )|z, 2 + 1) =

_ (<5 2+ 20 (¥ = m)) alor, 1+ 1o, 21 +1)
o L —aa@nzt Dl = Lo+ 1)+ a(en, 20+ 1, a1+ 2)) |

Reordenando a somatoria, encontramos a equagéo do Ansatz:

EZa($,x+1)|x,x+1> :Z{ _a(_7+2+2h(7—m))a(x,x+1)|x,gj+1> },

() 0 (a(x,z +2)|z,z+ 1) +alr — 1,2+ 1)|z,z + 1))

Fa(z,z+1) = (—g 4242k (% —m)) a(z,2+1)—a (a(e, 2 +2) +a(e — 1,z +1)). (D.6)

Para que as equacbes ?? e ?? sgjam compativeis impomos a condi¢éo extra de que:
2a(z, v+ 1) — a(a(z + 1,2 +1) + a(z,z)) = 0.

Se procurarmos solugdes do tipo a(x,, z,) = yellhzithezz) o peilkizathay) - obtemos a relag@
fundamental para encontrarmos os momentos k:

2(,yei(k1$+k2(fv+1)) + nei(kl(:v-l—l)-i-kzév)) —a (,)/ei(kl(l'+1)+k2($+1)) 4 ,',]ei(kl(:v-l—l)-i-kz(x-i-l)))
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—a (,)/ei(klaH»kgm) 4 776i<k1$+k2$)) =0

b

v (26z‘k2 B aei(k1+k2) - a) =y (2€ik1 - aei(kﬁrkz) _ a) ,

7 (26ik1 — (ei(k)1+k2) + 1))

n o (2t — q(eilhith) 4 1))

Por conveniéncia escolhemos escrever % como e,

ot — 7
n
9 = iln[l],
n
0 €5 + e
COt[i] = Zei% e
0 -5 +1
cot[i] = i
n
cot[=] = iu,
2 /]
- rki—ko
sin[ki=k2
cot[5] = % k[ o ik’
2 o cos[ 2] — cos[ 52 ]
sin[f1=k2]
0 = 2sxarctan™! 2 .
[Oé cos[ftke] cos[—’“;’”]]

2

e Caso M=3

O estudo do caso m=3 possibilita generalizarmos para m arbitrario. Existem agora quatro possibilida-
des:

~—

ToFxri+lexs#xy+1
ro=x1+1ex3#xy+1
c)ro w1 +1lers=wo+1
d)ro=x1+1€ex3=a5+1
As equacdes de (a) ficam daforma:

a
b

~ — ~—

N N
Ea(xy,x9,23) = (-5 + 2h <5 — m)) a(xy, x9, x3) + 6a(xy, T2, T3) (D.7)

—a(a(zy — 1, w9, 23) + a(zy + 1, 29, 23) + ... + a(x1, T2, 23 + 1)) .
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Pelo ansatz a solucéo sera:

Cl(.l'l, T2, .1'3) = A123 exp [2 (klxl + kg.l'g + kgl’g)] + A132 exp [Z (kl.l'l + kga??, + kg.l'g)] + ...
.+ A321 exp [Z (kl.l'g + kQ.I'Q + kgl’l)]

As amplitudes, até aqui, S8o arbitréarias e as energias correspondem a:

N N
E = -5+ 2h (; — m) +2(1 — acos[ki]) + 2(1 — acos[ka]) + 2(1 — acosks]).
Por outro lado, em (b) x; e X, sd0 vizinhos, logo as equacdes ficam da forma:

N N
Ea(xy,x9,13) = <_E + 2h (5 — m)> a(xy, xe, x3) + da(xy, T2, 13) (D.8)

—a(a(ry — 1,29, 23) + a(x) + 1,29, 23) + ... + a(T1, T2, 23 + 1)) .

Ja que as amplitudes do caso (a) sdo arbitrarias, podemos pedir para que as equactes D.7 e D.8
sejam equivalentes. Para tanto deve valer a condicéo:

20’(1.171‘1 + ]-71.3) = o (a("I‘.I + ]-71.271‘3) + a(l'l,l'l,fl'?,))

(D.9)
O que gera sobre as amplitudes as condi¢des:
% — eia(kl,kg), % — eia(kl,kg), ﬁz;i — eia(kg,k}g).
Condicao andl oga aparece no caso (C):
2a(x1, 22,20 + 1) = a(a(zy, 20 + 1,29 + 1) + a1, 22, 23)) . (D.10)

gue gera sobre as amplitudes:

Ai23 — eia(kg,kg) Azi3 — eia(kl,kg) A
A1z ’ Az31 ’

Em (d) temos uma pequena modificagéo:

312 eia(kl,kg).

N N
Ea(xy,x9,13) = <_E + 2h (5 — m)> a(xy, T2, x3) + 2a(xq, T2, T3) (D.11)

—a(a(ry — 1,29, 23) + a(x) + 1,29, 23) + ... + a(T1, 2,23 + 1)) .

Contudo se D.9 e D.10 forem satisfeitas, automaticamente D.11 sereduz aD.7.
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Podemos agora exprimir todas as amplitudes em termos de uma, digamos A 1,3.

Agy = bk g0

Ay = ek g 0

Agpy = €002 g 0 = giflkakn) gitlkska) 4

Agyy = eP0ah) g, = giflks k) gif(kakn) 4

Aggy = ePk2k) A (ko) ik k) gib (ks ko) 4

e Caso m arbitrario

Com base no caso anterior podemos agora intuir que para o caso geral temos:

a(xy, ey Ty) = ZAP exp [Z (Z kpj%')] )

onde P denota as permutacdes de m indices. As amplitudes A,, se conectam com A,,_,,, atravésde:

Ail.).m — exp [z S 0k, kj)] ,

sendo a soma em f sobre todos os arranjos de 2 indices e o sina determinado pela paridade de P. A
energia é dada por:

E= —% +2h (% — m) + izm;Q (1 — accoslki]) , (D.12)

E 1 1 m 1 « . :
ce=y= 57" 2h (5 — N) + 5 ;2 (1 — acoslk;]) (energiaporspin).

D.1.3 quantizagdo dos momentos de Bethe

Devemos agora impor as condi¢cfes de contorno para quantizar os momentos. No caso que estu-
damos, nos restringimos as condi¢des periddicas de contorno, pois elas, ndo apresentando termo de
superficie, sdo mais adequadas para o estudo dos efeitos de tamanho.

e Param=1:
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a(x) = a(z+ N), (D.13)
Ae—ikx — 14€—z'lcalc€—z'l~tN7
kN _ 1,
kN = 2xI,ondeléuminteiro.
e Param=2:
a(zy,y) = a(xex) + N),
A12 exp[—i (kl.l'l + kg.l'g)] = AgleiiklN exp[—i (kl.l'l + kgl'g)],
e RIN  _ if(kks)

Nky = 2nl; + 0(kq, ko),0ndel ,éuminteiro.

De forma anédl oga encontramos:

Nky =271, + 0(ks, ki, ondel, e uminteiro

e Para m=3 temos condi¢Bes do tipo a(z1, z2, 3) = a(z2, 3,21 + N), que nos leva as equagles
daforma

Nkl = 27T[1 +9(l€1,k2) +9(l€1,k3),
ng = 27T[2+9(k2,k1) +9(l€2,k3),
Nk'g = 2nl; +9(l€3,]€1) +9([473,kg),comll,lg,lginteiros.

e Parao caso gera obtemos as equaces:

Nk, =2xL+ Y 0(k;, k)j=1,...m(m < N), (D.14)
J J J

=1

visto que §(k;, k;) = 0 equel; einteiro.
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